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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîòèâèðîâêà

G � îäíîñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà Ëè íàä C, B ⊂ G � áîðåëåâñêàÿ
ïîäãðóïïà, T ⊂ B � ìàêñèìàëüíûé òîð (dimT = n). W � ãðóïïà Âåéëÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ G.

G/B � ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ.

H∗(G/B,Q) ' Q[z1, . . . , zn]/Q[z1, . . . , zn]W+
(çäåñü Q[z1, . . . , zn]W+ � èäåàë, ïîðîæäåííûé ïîëèíîìèàëüíûìè
W -èíâàðèàíòàìè ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè).

Â H∗(G/B,Q) åñòü áàçèñ èç êëàññîâ Øóáåðòà σw (êëàññîâ çàìûêàíèé
B-îðáèò â G/B), èíäåêñèðîâàííûõ w ∈W .

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êëàññû Øóáåðòà.

Îòâåò äëÿ G = GLn � ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà Sw (À.Ëàñêó,
Ì.-Ï.Øþòöåíáåðæå).

Îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé ∂i.
Ñóùåñòâóåò êîìáèíàòîðíîå îïðåäåëåíèå ÷åðåç ò. í. pipe dreams (Ñ.Ôîìèí,
Àí. Êèðèëëîâ, à òàêæå Ñ. Áèëëè, Í. Áåðæåðîí).
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîòèâèðîâêà

Âëîæåíèÿ GLn ↪→ GLn+1 è Bn ↪→ Bn+1 èíäóöèðóþò âëîæåíèå
ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ GLn /Bn ↪→ GLn+1 /Bn+1 è ñþðúåêöèþ
H∗(GLn+1 /Bn+1,Q)→ H∗(GLn /Bn,Q).

Îíà ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññàìè Øóáåðòà: σw ∈ H∗(GLn+1 /Bn+1,Q)
ïåðåõîäèò â σw ∈ H∗(GLn /Bn,Q) äëÿ w ∈ Sn ⊂ Sn+1.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàáèëüíûå êëàññû Øóáåðòà:
σ
(∞)
w = lim←−σ

(n)
w ∈ lim←−H

∗(GLn /Bn,Q) äëÿ w ∈ S∞ =
⋃
Sn.

Àïðèîðè èõ ïðåäñòàâèòåëè � îäíîðîäíûå ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû â
Q[[z1, z2, . . . ]]. Íî â íàøåì ñëó÷àå ýòî ìíîãî÷ëåíû Sw.

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ãðóïï Gn = SO2n+1,Sp2n èëè SO2n.

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ σ
(∞)
w ∈ lim←−H

∗(Gn/Bn,Q) â êîëüöå
Q[[z1, z2, . . . ]].

Îòâåò: (Ñ. Áèëëè, Ì.Õàéìàí) ¾Ìíîãî÷ëåíû¿ Øóáåðòà Bw, Cw è
Dw ∈ Q[z1, z2, . . . , p1(z), p3(z), . . . ], ãäå pk(z) =

∑
zki .

Îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè.
Ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ íèõ àíàëîãè pipe dreams (À. Ò., Å. Ñìèðíîâ).
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Îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå ÷åðåç ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè.
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîòèâèðîâêà

Âëîæåíèÿ GLn ↪→ GLn+1 è Bn ↪→ Bn+1 èíäóöèðóþò âëîæåíèå
ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ GLn /Bn ↪→ GLn+1 /Bn+1 è ñþðúåêöèþ
H∗(GLn+1 /Bn+1,Q)→ H∗(GLn /Bn,Q).

Îíà ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññàìè Øóáåðòà: σw ∈ H∗(GLn+1 /Bn+1,Q)
ïåðåõîäèò â σw ∈ H∗(GLn /Bn,Q) äëÿ w ∈ Sn ⊂ Sn+1.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàáèëüíûå êëàññû Øóáåðòà:
σ
(∞)
w = lim←−σ

(n)
w ∈ lim←−H

∗(GLn /Bn,Q) äëÿ w ∈ S∞ =
⋃
Sn.

Àïðèîðè èõ ïðåäñòàâèòåëè � îäíîðîäíûå ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû â
Q[[z1, z2, . . . ]]. Íî â íàøåì ñëó÷àå ýòî ìíîãî÷ëåíû Sw.

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ãðóïï Gn = SO2n+1,Sp2n èëè SO2n.
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Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû Âåéëÿ

Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê Sn ñîñòîèò èç áèåêöèé

w : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

Îíà ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòûìè òðàíñïîçèöèÿìè si = (i↔ i+ 1) äëÿ
i = 1, . . . , n− 1.

Ãðóïïà BCn ñîñòîèò èç áèåêöèé

w : {−n, . . . ,−1, 1, . . . , n} → {−n, . . . ,−1, 1, . . . , n}

w(−i) = −w(i)

Ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòûìè òðàíñïîçèöèÿìè si = (i↔ i+ 1) äëÿ
i = 1, . . . , n− 1 è s0 = (−1↔ 1).

Ãðóïïà Dn ⊂ BCn ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ w, ìåíÿþùèõ çíàê ó ÷åòíîãî
÷èñëà ÷èñåë 1, . . . , n. Ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòûìè òðàíñïîçèöèÿìè
si = (i↔ i+ 1) äëÿ i = 1, . . . , n− 1 è s1̂ = s0s1s0 = (−1↔ 2) ◦ (1↔ −2).

Îáîçíà÷èì

S∞ = lim−→Sn, BC∞ = lim−→BCn, D∞ = lim−→Dn

×åðåç F∞ áóäåì îáîçíà÷àòü îäíó èç ãðóïï S∞,BC∞,D∞.
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Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû Âåéëÿ

Îáðàçóþùèå ãðóïï S∞,BC∞,D∞ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè Êîêñòåðà: s2i = e
äëÿ âñåõ i è

S∞ sisj = sjsi, åñëè |i− j| ≥ 2,
sisi+1si = si+1sisi+1, äëÿ i ≥ 1;

BC∞ sisj = sjsi, åñëè |i− j| ≥ 2,
sisi+1si = si+1sisi+1, äëÿ i ≥ 1,
s0s1s0s1 = s1s0s1s0.

D∞ s1s1̂ = s1̂s1
sisj = sjsi, åñëè |i− j| ≥ 2,
sisi+1si = si+1sisi+1, äëÿ i ≥ 1 (çäåñü i, j ∈ {1̂, 1, 2, . . . }; ïðè
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ âîñïðèíèìàåì 1̂ êàê 1).

Ñëîâî â F∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçóþùèõ: (si1 , . . . , sik ). Ýòî ñëîâî
ïðåäñòàâëÿåò w, åñëè w = si1 . . . sik . Äëèíà `(w) ýëåìåíòà w � ýòî äëèíà
ñàìîãî êîðîòêîãî ñëîâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî w. Ñëîâà ìèíèìàëüíîé äëèíû,
ïðåäñòàâëÿþùèå w, íàçûâàþòñÿ ïðèâåäåííûìè.

Îäíîñòðî÷íàÿ çàïèñü: w = w(1)w(2) . . . w(n). Â ñëó÷àå w ∈ BCn èëè w ∈ Dn
ïèøåì m âìåñòî −m < 0. Íàïðèìåð:

1432 ∈ S4, 32̄4̄1 ∈ BC4
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Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû Âåéëÿ

Îáðàçóþùèå ãðóïï S∞,BC∞,D∞ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè Êîêñòåðà: s2i = e
äëÿ âñåõ i è

S∞ sisj = sjsi, åñëè |i− j| ≥ 2,
sisi+1si = si+1sisi+1, äëÿ i ≥ 1;

BC∞ sisj = sjsi, åñëè |i− j| ≥ 2,
sisi+1si = si+1sisi+1, äëÿ i ≥ 1,
s0s1s0s1 = s1s0s1s0.

D∞ s1s1̂ = s1̂s1
sisj = sjsi, åñëè |i− j| ≥ 2,
sisi+1si = si+1sisi+1, äëÿ i ≥ 1 (çäåñü i, j ∈ {1̂, 1, 2, . . . }; ïðè
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ âîñïðèíèìàåì 1̂ êàê 1).

Ñëîâî â F∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçóþùèõ: (si1 , . . . , sik ). Ýòî ñëîâî
ïðåäñòàâëÿåò w, åñëè w = si1 . . . sik . Äëèíà `(w) ýëåìåíòà w � ýòî äëèíà
ñàìîãî êîðîòêîãî ñëîâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî w.

Ñëîâà ìèíèìàëüíîé äëèíû,
ïðåäñòàâëÿþùèå w, íàçûâàþòñÿ ïðèâåäåííûìè.
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Äåéñòâèå ãðóïï Âåéëÿ íà êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

Ðàññìàòðèâàåì êîëüöà Q[z] = Q[z1, z2, . . . ] è Q[z, p1, p3, . . . ] =
= Q[z1, z2, . . . , p1, p3, . . . ], ãäå pk = zk1 + zk2 + . . . .

S∞ äåéñòâóåò íà êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ Q[z] ïåðåñòàíîâêîé zi:

sif(z1, . . . , zi, zi+1, . . . ) = f(z1, . . . , zi+1, zi, . . . )

BC∞ äåéñòâóåò íà êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ Q[[z]]:

sif(z1, . . . , zi, zi+1, . . . ) = f(z1, . . . , zi+1, zi, . . . ) äëÿ i ≥ 1

s0f(z1, z2, . . . ) = f(−z1, z2, . . . ).

Ìîæíî îãðàíè÷èòü ýòî äåéñòâèå íà Q[z] è Q[z, p1, p3, . . . ]:

sipk = pk è s0pk = pk − 2zk1

D∞ ⊂ BC∞ òàêæå äåéñòâóåò íà Q[[z]],Q[z] è Q[z, p1, p3, . . . ].

sif(z1, . . . , zi, zi+1, . . . ) = f(z1, . . . , zi+1, zi, . . . ) äëÿ i ≥ 1

s1̂f(z1, z2, z3 . . . ) = f(−z2,−z1, z3 . . . ).
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Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè

Îïåðàòîðû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé äåéñòâóþò íà Q[z] è Q[z, p1, p3, . . . ]
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂if =
f − sif
zi − zi+1

äëÿ i ≥ 1;

∂0f =
f − s0f
−2z1

;

∂B0 f =
f − s0f
−z1

;

∂1̂f =
f − s1̂f
−z1 − z2

.

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ÷àñòíîå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì/ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì.
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà (òèïà A) Sw(z) ∈ Q[z] èíäåêñèðîâàíû
ïåðåñòàíîâêàìè w ∈ S∞, îäíîðîäíû è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Sid = 1;

∂iSw =

{
Swsi åñëè `(wsi) < `(w);

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äëÿ âñåõ i ≥ 1.

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà C Cw(z,p) ∈ Q[z, p1, p3, . . . ] èíäåêñèðîâàíû
ïåðåñòàíîâêàìè w ∈ BC∞, îäíîðîäíû ïî z è óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì

Cid = 1;

∂iCw =

{
Cwsi åñëè `(wsi) < `(w);

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
(1)

äëÿ âñåõ i ≥ 0.

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà B: Bw = 2−s(w)Cw, ãäå s(w) � êîëè÷åñòâî
÷èñåë {1, 2, . . . }, ìåíÿþùèõ çíàê ïîä äåéñòâèåì w ∈ BC∞. Äðóãîå
îïðåäåëåíèå: çàìåíèòü â (??) ∂0 íà ∂

B
0 .

Òóòóáàëèíà À.À. B,C,D pipe dreams Ìîñêâà, èþíü 2021 8 / 1



Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà (òèïà A) Sw(z) ∈ Q[z] èíäåêñèðîâàíû
ïåðåñòàíîâêàìè w ∈ S∞, îäíîðîäíû è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Sid = 1;

∂iSw =

{
Swsi åñëè `(wsi) < `(w);

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äëÿ âñåõ i ≥ 1.

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà C Cw(z,p) ∈ Q[z, p1, p3, . . . ] èíäåêñèðîâàíû
ïåðåñòàíîâêàìè w ∈ BC∞, îäíîðîäíû ïî z è óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì

Cid = 1;

∂iCw =

{
Cwsi åñëè `(wsi) < `(w);

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
(1)

äëÿ âñåõ i ≥ 0.

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà B: Bw = 2−s(w)Cw, ãäå s(w) � êîëè÷åñòâî
÷èñåë {1, 2, . . . }, ìåíÿþùèõ çíàê ïîä äåéñòâèåì w ∈ BC∞. Äðóãîå
îïðåäåëåíèå: çàìåíèòü â (??) ∂0 íà ∂

B
0 .

Òóòóáàëèíà À.À. B,C,D pipe dreams Ìîñêâà, èþíü 2021 8 / 1



Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà (òèïà A) Sw(z) ∈ Q[z] èíäåêñèðîâàíû
ïåðåñòàíîâêàìè w ∈ S∞, îäíîðîäíû è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Sid = 1;

∂iSw =

{
Swsi åñëè `(wsi) < `(w);

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äëÿ âñåõ i ≥ 1.

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà C Cw(z,p) ∈ Q[z, p1, p3, . . . ] èíäåêñèðîâàíû
ïåðåñòàíîâêàìè w ∈ BC∞, îäíîðîäíû ïî z è óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì

Cid = 1;

∂iCw =

{
Cwsi åñëè `(wsi) < `(w);

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
(1)

äëÿ âñåõ i ≥ 0.

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà B: Bw = 2−s(w)Cw, ãäå s(w) � êîëè÷åñòâî
÷èñåë {1, 2, . . . }, ìåíÿþùèõ çíàê ïîä äåéñòâèåì w ∈ BC∞. Äðóãîå
îïðåäåëåíèå: çàìåíèòü â (??) ∂0 íà ∂

B
0 .

Òóòóáàëèíà À.À. B,C,D pipe dreams Ìîñêâà, èþíü 2021 8 / 1



Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà D Dw(z,p) ∈ Q[z, p1, p3, . . . ] èíäåêñèðîâàíû
ïåðåñòàíîâêàìè w ∈ D∞, îäíîðîäíû ïî z è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Did = 1;

∂iDw =

{
Dwsi åñëè `(wsi) < `(w);

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

äëÿ âñåõ i = 1̂, 1, 2, . . . .

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà (âñåõ òèïîâ) îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ýòèìè
ñîîòíîøåíèÿìè.

Ïðèìåð

Ssi = z1 + z2 + · · ·+ zi

Bsi = Csi = Dsi = −(zi+1+zi+2+zi+3+. . . ) äëÿ i ≥ 1 (äëÿ i ≥ 2 â ñëó÷àå Dsi)

Cs0 = −(z1 + z2 + . . . )

Bs0 = −(z1 + z2 + . . . )/2

Ds1 = −(−z1 + z2 + z3 + . . . )/2

Ds1̂
= −(z1 + z2 + . . . )/2
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà

Äëÿ óäîáñòâà çàìåíèì êîëüöî Q[z, p1(z), p3(z), . . .] èçîìîðôíûì åìó
Q[z, p1(x), p3(x), . . .], ãäå pk(x) =

∑∞
i=1 x

k
i , è èçîìîðôèçì çàäàí ôîðìóëîé

pk(x) = −pk(z)/2.

Â íîâîì êîëüöå ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà áóäóò ìíîãî÷ëåíàìè ïî ïåðåìåííûì z è
ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî ïåðåìåííûì x.
Îáðàçóþùèå ãðóïï BC∞ è D∞ äåéñòâóþò íà Q[z, p1(x), p3(x), . . .] ïî ïðàâèëàì:

sif(z1, . . . , zi, zi+1, . . . ;x1, x2, . . .) = f(z1, . . . , zi+1, zi, . . . ;x1, x2, . . .) äëÿ i ≥ 1;
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s1̂f(z1, z2, z3 . . . ;x1, x2, . . .) = f(−z2,−z1, z3 . . . ; z1, z2, x1, x2, . . .).

Ïðèìåð
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Bsi = Csi = Dsi = z1 + · · ·+ zi + 2p1(x) äëÿ i ≥ 1 (äëÿ i ≥ 2 â ñëó÷àå Dsi)
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Ds1 = z1 + p1(x)

Ds1̂
= p1(x)
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Pipe dreams äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà òèïà A

Çàôèêñèðóåì n. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó Þíãà ôîðìû (n− 1, . . . , 2, 1),
êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü áàçîé BSn .

Çàïîëíèì åå êðåñòàìè è êîëåíàìè
. Ïîìåñòèì ïî îäèíî÷íîìó êîëåíó ñïðàâà îò êàæäîãî ðÿäà è ïðîíóìåðóåì

ñòðîêè è ñòîëáöû ÷èñëàìè îò 1 äî n. Ïîëó÷àåòñÿ îáúåêò, íàçûâàåìûé pipe

dream. Îí ñîñòîèò èç n ¾òðóá¿, ñîåäèíÿþùèõ ëåâûé êðàé áàçû ñ âåðõíèì.

Ðèñ.: Áàçà äëÿ pipe dreams ðàçìåðà n = 4

Êàæäîé êëåòêå áàçû BSn ñîïîñòàâèì:

Âåñ wt( ). Îí ðàâåí 1 äëÿ êðåñòà è 0 äëÿ êîëåíà .

Ýëåìåíò σ( ) ∈ Sn. Îí ðàâåí si äëÿ êðåñòà íà i-òîé äèàãîíàëè è id äëÿ
êîëåíà.

Ïåðåìåííóþ var( ) = zi, ãäå i � íîìåð ñòðîêè.
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Pipe dreams äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà òèïà A

Êàæäîìó pipe dream D ñîïîñòàâèì:

Ìîíîì zβ(D) =
∏

∈BSn
var( )wt( ) (ò.å. ïðîèçâåäåíèå zi ïî âñåì

êðåñòàì â D);

Ñëîâî word(D), ïîëó÷àþùååñÿ ïðè âûïèñûâàíèè áóêâ σ( ) ïðè ÷òåíèè D
ñïðàâà íàëåâî ñâåðõó âíèç.

Åñëè word(D) � ïðèâåäåííîå ñëîâî äëÿ w ∈ Sn, òî pipe dream D
íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì ôîðìû w = w(D).

Ïðèìåð

D1 =

1 2 3 4
1
2
3
4

zβ(D1) = z31z3

word(D1) = s3s2s1s3

w(D1) = 4132 ∈ S4

D2 =

1 2 3 4
1
2
3
4

zβ(D2) = z1z
2
2z3

word(D2) = s2s3s2s3

D2 � íåïðèâåäåííûé

Pipe dream ïðèâåäåííûé ⇐⇒ íèêàêèå äâå òðóáû íå ïåðåñåêàþòñÿ äâàæäû.
Êàæäàÿ òðóáà â D ñîåäèíÿåò i ñëåâà ñ w(D)(i) ñâåðõó.
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Ñëîâî word(D), ïîëó÷àþùååñÿ ïðè âûïèñûâàíèè áóêâ σ( ) ïðè ÷òåíèè D
ñïðàâà íàëåâî ñâåðõó âíèç.

Åñëè word(D) � ïðèâåäåííîå ñëîâî äëÿ w ∈ Sn, òî pipe dream D
íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì ôîðìû w = w(D).

Ïðèìåð

D1 =

1 2 3 4
1
2
3
4

zβ(D1) = z31z3

word(D1) = s3s2s1s3

w(D1) = 4132 ∈ S4

D2 =

1 2 3 4
1
2
3
4

zβ(D2) = z1z
2
2z3

word(D2) = s2s3s2s3

D2 � íåïðèâåäåííûé

Pipe dream ïðèâåäåííûé ⇐⇒ íèêàêèå äâå òðóáû íå ïåðåñåêàþòñÿ äâàæäû.

Êàæäàÿ òðóáà â D ñîåäèíÿåò i ñëåâà ñ w(D)(i) ñâåðõó.
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Òåîðåìà Êèðèëëîâà-Ôîìèíà

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðèâåäåííûõ pipe dreams äàííîé ôîðìû w ∈ Sn
÷åðåç PDSn(w).

Òåîðåìà (Àí. Êèðèëëîâ, Ñ.Ôîìèí, à òàêæå Ñ. Áèëëè, Í. Áåðæåðîí)

Äëÿ ïåðåñòàíîâêè w ∈ Sn âåðíî

Sw(z) =
∑

D∈PDSn (w)

zβ(D).

Ïðèìåð

Ïóñòü w = 1432 ∈ S4.

1 2 3 4
1
2
3
4

1 2 3 4
1
2
3
4

1 2 3 4
1
2
3
4

1 2 3 4
1
2
3
4

1 2 3 4
1
2
3
4

S1432(z) = z21z2 + z21z3 + z1z
2
2 + z1z2z3 + z22z3.
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Pipe dreams òèïà B

Áàçà BkBn ñîñòîèò èç
áëîêà-¾ëåñåíêè¿ (äèàãðàììû
Þíãà ôîðìû (n− 1, . . . , 2, 1)) è
k áëîêîâ-¾óãîëêîâ¿ (äèàãðàìì
Þíãà ôîðìû (n, 1n−1)). Áëîêè
ñîåäèíåíû êîëåíàìè .
Â êëåòêàõ ñ íîìåðîì 0
ðàçìåùàåì êîëåíà èëè
êîëåíà ñ êðàíîì . Â
îñòàëüíûõ êëåòêàõ ðàçìåùàåì
êðåñòû èëè êîëåíà .
Íàçîâåì ïîëó÷åííûé îáúåêò
b-pipe dream.

Ðèñ.: Áàçà BkB4 äëÿ b-pipe dreams
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Pipe dreams òèïà B

Êàæäîé êëåòêå áàçû BkBn ñîïîñòàâèì:

Âåñ wt( ). Îí ðàâåí 1 äëÿ êðåñòà è êîëåíà ñ êðàíîì è 0 äëÿ êîëåíà
, .

Áóêâó σ( ) ∈ BCn. Îí ðàâåí si äëÿ êðåñòà íà äèàãîíàëè ñ íîìåðîì i > 0,
s0 äëÿ êîëåíà ñ êðàíîì è id äëÿ êîëåíà.

Ïåðåìåííóþ var( ). Îíà ðàâíà zi äëÿ êëåòêè â i-òîé ñòðîêå ëåñåíêè è xi
äëÿ êëåòêè â i-òîì áëîêå-óãîëêå.

Êàæäîìó b-pipe dream D ñîïîñòàâèì:

Ìîíîì xα(D)zβ(D) =
∏

∈Bk
Bn

var( )wt( ) (ò.å. ïðîèçâåäåíèå zi è xi ïî

âñåì êðåñòàì è êîëåíàì ñ êðàíîì â D);

Ñëîâî word(D), ïîëó÷àþùååñÿ ïðè âûïèñûâàíèè áóêâ σ( ) ïðè ÷òåíèè D
ñïðàâà íàëåâî ñâåðõó âíèç.

Åñëè word(D) � ïðèâåäåííîå ñëîâî äëÿ w ∈ BCn, òî b-pipe dream D
íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì ôîðìû w = w(D).
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Pipe dreams òèïà B

D1 =

1 2 3

1
2
3

xα(D1)zβ(D1) = z1z2x
3
1x2

word(D1) = s1s2s1s0s1s2

w(D1) = 213 ∈ BC3

D2 =

1 2 3

1
2
3

xα(D2)zβ(D2) = z21z2x
3
1x2

word(D2) = s1s2s1s0s2s1s2

D2 � íåïðèâåäåííûé.

D3 =

1 2 3

1
2
3

xα(D3)zβ(D3) = z1z2x
2
1x

2
2

word(D3) = s1s0s2s0s1s2

D3 � íåïðèâåäåííûé.

B-pipe dream ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íà êàæäîé òðóáå íå áîëåå îäíîãî êðàíà, è

åñëè äâå òðóáû ïåðåñåêàþòñÿ äâàæäû, òî ðîâíî íà îäíîé èç íèõ åñòü êðàí
ìåæäó ïåðåñå÷åíèÿìè.

Êàæäàÿ òðóáà ñîåäèíÿåò i ñëåâà ñ ±w(D)(i). Íà òðóáå åñòü êðàí ⇔ w(D)(i)
îòðèöàòåëüíî.
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà B è b-pipe dreams

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü F ∈ Q[z, p1(x), p3(x), . . . ] è k ∈ Z≥0. Îïðåäåëèì k-óñå÷åíèå F :

F [k](z, x1, . . . , xk) = F (z, x1, . . . , xk, 0, 0, . . . ).

Ýòî ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xk.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðèâåäåííûõ b-pipe dreams äàííîé ôîðìû w ∈ BCn
â áàçå ñ k áëîêàìè-¾óãîëêàìè¿ ÷åðåç PDk

Bn(w).

Òåîðåìà

Ïóñòü w ∈ BCn è k ∈ Z≥0. Òîãäà

B[k]
w (z,x) =

∑
D∈PDk

Bn
(w)

xα(D)zβ(D)
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Áåñêîíå÷íûå pipe dreams

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áàçó ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì áëîêîâ-¾óãîëêîâ¿:

BBn :=
⋃
k∈N

BkBn .

Áóäåì çàïîëíÿòü åå ïî òåì æå ïðèíöèïàì, ÷òî è êîíå÷íûå áàçû,
ïðèâåäåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå.

Â ïðèâåäåííîì áåñêîíå÷íîì b-pipe dream
D êîíå÷íîå ÷èñëî êðåñòîâ è êîëåí ñ êðàíàìè , ïîýòîìó ôîðìà w(D) è
ìîíîì xα(D)zβ(D) îïðåäåëåíû êîððåêòíî.
Ïóñòü PDBn(w) � ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïðèâåäåííûõ b-pipe dreams
äàííîé ôîðìû w ∈ BCn:

PDBn(w) =
⋃
k∈N

PDk
Bn(w)

Òîãäà ìíîãî÷ëåí Øóáåðòà òèïà B ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñóììó ìîíîìîâ ïî
áåñêîíå÷íûì b-pipe dreams äàííîé ôîðìû:

Bw(x, z) = lim←−
k→∞

B[k]
w (x, z) = lim←−

k→∞

∑
D∈PDk

Bn
(w)

xα(D)zβ(D) =
∑

D∈PDBn (w)

xα(D)zβ(D).
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Áåñêîíå÷íûå pipe dreams

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áàçó ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì áëîêîâ-¾óãîëêîâ¿:
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⋃
k∈N

BkBn .
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ïðèâåäåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå. Â ïðèâåäåííîì áåñêîíå÷íîì b-pipe dream
D êîíå÷íîå ÷èñëî êðåñòîâ è êîëåí ñ êðàíàìè , ïîýòîìó ôîðìà w(D) è
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PDk
Bn(w)

Òîãäà ìíîãî÷ëåí Øóáåðòà òèïà B ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñóììó ìîíîìîâ ïî
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Bw(x, z) = lim←−
k→∞

B[k]
w (x, z) = lim←−

k→∞

∑
D∈PDk

Bn
(w)

xα(D)zβ(D) =
∑

D∈PDBn (w)

xα(D)zβ(D).
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Ïðèìåð

w = 21 = s0s1 ∈ BC2

1
2 z1xi

1
2 x2i 1

2 xixj
1
2 xixj

Bs0s1 = z1
∑
i

xi +
∑
i

x2i + 2
∑
i<j

xixj = z1p1(x) + p21(x).
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Pipe dreams òèïà C

Áàçà BkCn ñîñòîèò èç
áëîêà-¾ëåñåíêè¿ (äèàãðàììû
Þíãà ôîðìû (n− 1, . . . , 2, 1))
è k áëîêîâ-¾óãîëêîâ¿ (êàæäûé
óãîëîê ñîñòàâëåí èç
âåðòèêàëüíîãî è
ãîðèçîíòàëüíîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà 1× n). Áëîêè
ñîåäèíåíû êîëåíàìè .
Â êëåòêàõ ñ íîìåðîì 0
ðàçìåùàåì êîëåíà èëè
êîëåíà ñ êðàíîì . Â
îñòàëüíûõ êëåòêàõ ðàçìåùàåì
êðåñòû èëè êîëåíà .
Íàçîâåì ïîëó÷åííûé îáúåêò
c-pipe dream.

Ðèñ.: Áàçà BkC4 äëÿ c-pipe dreams
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà C è c-pipe dreams

Äëÿ êàæäîãî c-pipe dream D ìîíîì xα(D)zβ(D), ñëîâî word(D), ñâîéñòâî
ïðèâåäåííîñòè è ôîðìà w(D) îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê â òèïå B.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðèâåäåííûõ c-pipe dreams äàííîé ôîðìû w ∈ BCn
â áàçå ñ k áëîêàìè-¾óãîëêàìè¿ ÷åðåç PDk

Cn(w).

Òåîðåìà

Ïóñòü w ∈ BCn è k ∈ Z≥0. Òîãäà

C[k]
w (z,x) =

∑
D∈PDk

Cn
(w)

xα(D)zβ(D)

Àíàëîãè÷íî òèïó B îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî PDCn(w) áåñêîíå÷íûõ
ïðèâåäåííûõ c-pipe dreams äàííîé ôîðìû w ∈ BCn è ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Cw(x, z) =
∑

D∈PDCn (w)

xα(D)zβ(D).
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà C è c-pipe dreams
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Ïðèìåð

w = 21 = s0s1 ∈ BC2

1
2 z1xi

1
2 z1xi

1
2 x2i

1
2 x2i

1
2 xixj

1
2 xixj

1
2 xixj

1
2 xixj

Cs0s1 = 2z1
∑
i

xi + 2
∑
i

x2i + 4
∑
i<j

xixj = 2
(
z1p1(x) + p21(x)

)
.
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Pipe dreams òèïà D

Áàçà BkDn
ñîñòîèò èç

áëîêà-¾ëåñåíêè¿ (äèàãðàììû
Þíãà ôîðìû (n− 1, . . . , 2, 1))
è k áëîêîâ-¾óãîëêîâ¿
(äèàãðàììû Þíãà ôîðìû
(n− 1, 1n−2)). Áëîêè
ñîåäèíåíû êîëåíàìè .
Â êëåòêàõ ñ íîìåðîì 1′

ðàçìåùàåì êîëåíà , êðåñòû
, êðåñòû ñ êðàíîì èëè

êîëåíà ñ ïàðîé êðàíîâ . Â
îñòàëüíûõ êëåòêàõ ðàçìåùàåì
êðåñòû èëè êîëåíà .
Íàçîâåì ïîëó÷åííûé îáúåêò
d-pipe dream.

Ðèñ.: Áàçà BkD4
äëÿ d-pipe dreams
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Pipe dreams òèïà D

Êàæäîé êëåòêå áàçû ñîïîñòàâèì

âåñ wt( ) ýëåìåíòà â íåé. Îí ðàâåí 2 äëÿ êîëåí ñ ïàðîé êðàíîâ , 1 äëÿ
êðåñòîâ è êðåñòîâ ñ êðàíîì è 0 äëÿ êîëåí .

íîëü, îäíó èëè äâå áóêâû σ( ) ∈ Dn. Ýòî si äëÿ â êëåòêå ñ íîìåðîì i,
s1 äëÿ â êëåòêå ñ íîìåðîì 1′, s1̂ äëÿ , ïàðà áóêâ s1s1̂ = s1̂s1 äëÿ è
id äëÿ .

ïåðåìåííóþ var( ). Îíà ðàâíà zi äëÿ êëåòêè â i-òîé ñòðîêå ëåñåíêè è xi
äëÿ êëåòêè â i-òîì óãîëêå.

Êàæäîìó d-pipe dream D ñîïîñòàâèì:

Ìîíîì xα(D)zβ(D) =
∏

∈Bk
Dn

var( )wt( )

Ñëîâà word1(D), . . . ,word2r(D)(D), ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè âûïèñûâàíèè áóêâ
σ( ) ïðè ÷òåíèè D ñïðàâà íàëåâî ñâåðõó âíèç. Çäåñü r(D) � ÷èñëî
ýëåìåíòîâ â D, ñëîâà îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì êîììóòèðóþùèõ áóêâ
s1, s1̂.

Åñëè word1(D) � ïðèâåäåííîå ñëîâî äëÿ w ∈ Dn, òî d-pipe dream D
íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì ôîðìû w = w(D).
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Pipe dreams òèïà D
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Pipe dreams òèïà D

D1 =

1 2 3 4

1
2
3
4

xα(D1)zβ(D1) = z1z3x
3
1x

3
2

word1(D1) = s2s1s1̂s3s2s1̂s1s3

word2(D1) = s2s1̂s1s3s2s1̂s1s3

w(D1) = 1423 ∈ D4

D2 =

1 2 3 4

1
2
3
4

xα(D2)zβ(D2) = z21z3x
2
1x

3
2

word1(D2) = s2s1̂s2s1s1̂s2s1s3

word2(D2) = s2s1̂s2s1̂s1s2s1s3

D2 � íåïðèâåäåííûé

Â ïðèâåäåííîì d-pipe dream êàæäàÿ òðóáà ñîåäèíÿåò i ñëåâà ñ (−1)c(i)w(D)(i)
ñâåðõó. ×èñëî c(i) � ÷èñëî êðàíîâ íà i-òîé òðóáå.
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Pipe dreams òèïà D
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Ïðèâåäåííûå pipe dreams òèïà D

Çíà÷èìûå ýëåìåíòû � âñå, êðîìå êîëåí.
Íåôîðìàëüíî: d-pipe dream íåïðèâåäåííûé, åñëè â íåì ìîæíî çàìåíèòü

íåêîòîðûå çíà÷èìûå ýëåìåíòû íà ñ ñîõðàíåíèåì ôîðìû, è ïðèâåäåííûé â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ôîðìàëüíî: d-pipe dream íåïðèâåäåííûé, åñëè â íåì âñòðå÷àåòñÿ îäèí èç
ñëåäóþùèõ 8 çàïðåùåííûõ øàáëîíîâ:

Ýòè øàáëîíû ìîæíî ïåðåâîðà÷èâàòü. Íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ïóíêòèðíûõ
êðàíîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ òðóáàõ ðîëè íå èãðàåò.
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Ïðèâåäåííûå pipe dreams òèïà D

Çíà÷èìûå ýëåìåíòû � âñå, êðîìå êîëåí.
Íåôîðìàëüíî: d-pipe dream íåïðèâåäåííûé, åñëè â íåì ìîæíî çàìåíèòü

íåêîòîðûå çíà÷èìûå ýëåìåíòû íà ñ ñîõðàíåíèåì ôîðìû, è ïðèâåäåííûé â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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êðàíîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ òðóáàõ ðîëè íå èãðàåò.
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà D è d-pipe dreams

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðèâåäåííûõ d-pipe dreams äàííîé ôîðìû w ∈ Dn
â áàçå ñ k áëîêàìè-¾óãîëêàìè¿ ÷åðåç PDk

Dn
(w).

Òåîðåìà

Ïóñòü w ∈ Dn è k ∈ Z≥0. Òîãäà

D[k]
w (z,x) =

∑
D∈PDk

Dn
(w)

xα(D)zβ(D)

Àíàëîãè÷íî òèïó B îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî PDDn(w) áåñêîíå÷íûõ
ïðèâåäåííûõ d-pipe dreams äàííîé ôîðìû w ∈ Dn è ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Dw(x, z) =
∑

D∈PDDn (w)

xα(D)zβ(D).
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà òèïà D è d-pipe dreams
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ïðèâåäåííûõ d-pipe dreams äàííîé ôîðìû w ∈ Dn è ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Dw(x, z) =
∑
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Ïðèìåðû

w = 12 = s1s1̂ ∈ D2
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2 xixj
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Ds1s1̂
= z1

∑
i

xi +
∑
i

x2i + 2
∑
i<j

xixj = z1p1(x) + p21(x).

w = 231 = s1̂s2 ∈ D3
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2
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Ds1̂s2
= z1

∑
i

xi + z2
∑
i

xi +
∑
i

x2i + 2
∑
i<j

xixj = (z1 + z2)p1(x) + p21(x).
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Äîïóñòèìûå äâèæåíèÿ íà pipe dream

Ïóñòü D,D′ � äâà ïðèâåäåííûõ pipe dream (ëþáîãî òèïà) îäèíàêîâîé ôîðìû
w. Äîïóñòèì, îíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòàìè â äâóõ êëåòêàõ: a è b (a
âûøå b), ïðè÷åì ýòè ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû îäíèì èç ñëåäóþùèõ äåâÿòè
ñïîñîáîâ:

D′ D

a

b

D′ D

a

b

D′ D

a

b

D′ D

a

b

D′ D
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b

D′ D
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b

Òîãäà D ïîëó÷àåòñÿ èç D′ ïðè ïîìîùè äîïóñòèìîãî äâèæåíèÿ (ïèøåì
D � D′).

Íåôîðìàëüíî: äîïóñòèìîå äâèæåíèå îïóñêàåò âíèç êàêîé-òî çíà÷èìûé
ýëåìåíò â pipe dream D′, ñîõðàíÿÿ ôîðìó.
Îòíîøåíèå � ìîæíî ïðîäëèòü äî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå
ïðèâåäåííûõ pipe dreams äàííîé ôîðìû.
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Äîïóñòèìûå äâèæåíèÿ íà pipe dream
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Íèæíèå a-pipe dreams

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî w ∈ Sn ìíîæåñòâî PDSn(w) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé pipe
dream Db(w), â êîòîðîì íå âñòðå÷àåòñÿ (ò.å. â ëþáîé ñòðîêå âñå
êðåñòû ëåæàò ëåâåå âñåõ êîëåí). Òàêîé pipe dream íàçûâàåòñÿ íèæíèì.

Ëþáîé pipe dream D ∈ PDSn(w) ìîæíî ïðèâåñòè ê Db(w)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîïóñòèìûõ äâèæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, Db(w) �
íàèáîëüøèé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �.
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Íèæíèå a-pipe dreams

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî w ∈ Sn ìíîæåñòâî PDSn(w) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé pipe
dream Db(w), â êîòîðîì íå âñòðå÷àåòñÿ (ò.å. â ëþáîé ñòðîêå âñå
êðåñòû ëåæàò ëåâåå âñåõ êîëåí). Òàêîé pipe dream íàçûâàåòñÿ íèæíèì.
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Íèæíèå a-pipe dreams

Òåîðåìà
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Íèæíèå b- è c-pipe dreams

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî w ∈ BCn ìíîæåñòâî PDBn(w) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
íèæíèé pipe dream Db(w), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Â Db(w) íåò ôðàãìåíòîâ è .
Êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ ýëåìåíòîâ â áëîêàõ-óãîëêàõ ñòðîãî óáûâàåò ñ ðîñòîì
íîìåðà áëîêà (ïîêà íå ñòàíåò íóëåâûì).

Ëþáîé pipe dream D ∈ PDBn(w) ìîæíî ïðèâåñòè ê Db(w)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîïóñòèìûõ äâèæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, Db(w) �
íàèáîëüøèé ýëåìåíò â PDBn(w) îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ c-pipe dreams. Åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå:
ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ ó ëåâûõ êîíöîâ ãîðèçîíòàëüíûõ ÷àñòåé

áëîêîâ-óãîëêîâ, à êîëåíà ñ êðàíîì â Db(w) ðàñïîëàãàþòñÿ â èõ âåðòèêàëüíûõ
÷àñòÿõ.
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Íèæíèå b- è c-pipe dreams

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî w ∈ BCn ìíîæåñòâî PDBn(w) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
íèæíèé pipe dream Db(w), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Â Db(w) íåò ôðàãìåíòîâ è .
Êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ ýëåìåíòîâ â áëîêàõ-óãîëêàõ ñòðîãî óáûâàåò ñ ðîñòîì
íîìåðà áëîêà (ïîêà íå ñòàíåò íóëåâûì).

Ëþáîé pipe dream D ∈ PDBn(w) ìîæíî ïðèâåñòè ê Db(w)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîïóñòèìûõ äâèæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, Db(w) �
íàèáîëüøèé ýëåìåíò â PDBn(w) îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ c-pipe dreams. Åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå:
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áëîêîâ-óãîëêîâ, à êîëåíà ñ êðàíîì â Db(w) ðàñïîëàãàþòñÿ â èõ âåðòèêàëüíûõ
÷àñòÿõ.
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Íèæíèå b- è c-pipe dreams
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Â Db(w) íåò ôðàãìåíòîâ è .
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Íèæíèå b- è c-pipe dreams
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Íèæíèå b- è c-pipe dreams

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî w ∈ BCn ìíîæåñòâî PDBn(w) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
íèæíèé pipe dream Db(w), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Â Db(w) íåò ôðàãìåíòîâ è .
Êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ ýëåìåíòîâ â áëîêàõ-óãîëêàõ ñòðîãî óáûâàåò ñ ðîñòîì
íîìåðà áëîêà (ïîêà íå ñòàíåò íóëåâûì).

Ëþáîé pipe dream D ∈ PDBn(w) ìîæíî ïðèâåñòè ê Db(w)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîïóñòèìûõ äâèæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, Db(w) �
íàèáîëüøèé ýëåìåíò â PDBn(w) îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ c-pipe dreams. Åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå:
ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ ó ëåâûõ êîíöîâ ãîðèçîíòàëüíûõ ÷àñòåé

áëîêîâ-óãîëêîâ, à êîëåíà ñ êðàíîì â Db(w) ðàñïîëàãàþòñÿ â èõ âåðòèêàëüíûõ
÷àñòÿõ.
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Ïðèìåðû

Òèï B

1 2 3 4

1
2
3
4

Òèï C

1 2 3 4

1
2
3
4

w = 2431 ∈ BC4
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Íèæíèå d-pipe dreams

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî w ∈ Dn ìíîæåñòâî PDDn(w) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íèæíèé
pipe dream Db(w), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Â Db(w) íåò ôðàãìåíòîâ (íî ìîæåò áûòü).
Êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ ýëåìåíòîâ â áëîêàõ-óãîëêàõ ñòðîãî óáûâàåò ñ ðîñòîì
íîìåðà áëîêà (ïîêà íå ñòàíåò íóëåâûì).

Â êëåòêàõ 1′ íåïóñòûõ áëîêîâ-óãîëêîâ ñòîÿò è , ïðè÷åì îíè

÷åðåäóþòñÿ: â áëîêàõ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ñòîÿò , à â áëîêàõ ñ

÷åòíûìè .

Ëþáîé pipe dream D ∈ PDDn(w) ìîæíî ïðèâåñòè ê Db(w)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîïóñòèìûõ äâèæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, Db(w) �
íàèáîëüøèé ýëåìåíò â PDDn(w) îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �.
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Íèæíèå d-pipe dreams

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî w ∈ Dn ìíîæåñòâî PDDn(w) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íèæíèé
pipe dream Db(w), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Â Db(w) íåò ôðàãìåíòîâ (íî ìîæåò áûòü).
Êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ ýëåìåíòîâ â áëîêàõ-óãîëêàõ ñòðîãî óáûâàåò ñ ðîñòîì
íîìåðà áëîêà (ïîêà íå ñòàíåò íóëåâûì).

Â êëåòêàõ 1′ íåïóñòûõ áëîêîâ-óãîëêîâ ñòîÿò è , ïðè÷åì îíè

÷åðåäóþòñÿ: â áëîêàõ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ñòîÿò , à â áëîêàõ ñ

÷åòíûìè .

Ëþáîé pipe dream D ∈ PDDn(w) ìîæíî ïðèâåñòè ê Db(w)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîïóñòèìûõ äâèæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, Db(w) �
íàèáîëüøèé ýëåìåíò â PDDn(w) îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �.
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Ïðèìåð

1 2 3 4 5

1
2
3
4
5

w = 54312 ∈ D5
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà êàê áàçèñ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü w ∈ Sn è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDSn(w). Òîãäà ìîíîì
zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé â Sw(z) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà
ïåðåìåííûõ zn−1 > · · · > z2 > z1.

Ñëåäñòâèå

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà {Sw(z) | w ∈ S∞} îáðàçóþò áàçèñ â Q[z].

Ïóñòü w ∈ BCn (èëè w ∈ Dn) è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDBCn(w)
(ñîîòâ. PDBCn(w)). Òîãäà ìîíîì xα(Db)zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé
â Bw(z,x) (ñîîòâ. â Cw(z,x) èëè Dw(z,x)) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ
zn−1 > · · · > z2 > z1 > x1 > x2 > . . . .

Ëåììà

Ïóñòü f(x) ∈ Q[p1(x), p3(x), p5(x), . . . ] è xα1
1 xα2

2 . . . xαss � ñòàðøèé ìîíîì â
f(x). Òîãäà α1 > α2 > α3 > . . . .

Ñëåäñòâèå

Êàæäîå èç òðåõ ñåìåéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà {Bw | w ∈ BC∞},
{Cw | w ∈ BC∞}, {Dw | w ∈ D∞} îáðàçóåò áàçèñ â Q[z, p1(x), p3(x), . . .].
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà êàê áàçèñ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü w ∈ Sn è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDSn(w). Òîãäà ìîíîì
zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé â Sw(z) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà
ïåðåìåííûõ zn−1 > · · · > z2 > z1.

Ñëåäñòâèå

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà {Sw(z) | w ∈ S∞} îáðàçóþò áàçèñ â Q[z].

Ïóñòü w ∈ BCn (èëè w ∈ Dn) è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDBCn(w)
(ñîîòâ. PDBCn(w)). Òîãäà ìîíîì xα(Db)zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé
â Bw(z,x) (ñîîòâ. â Cw(z,x) èëè Dw(z,x)) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ
zn−1 > · · · > z2 > z1 > x1 > x2 > . . . .

Ëåììà

Ïóñòü f(x) ∈ Q[p1(x), p3(x), p5(x), . . . ] è xα1
1 xα2

2 . . . xαss � ñòàðøèé ìîíîì â
f(x). Òîãäà α1 > α2 > α3 > . . . .

Ñëåäñòâèå

Êàæäîå èç òðåõ ñåìåéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà {Bw | w ∈ BC∞},
{Cw | w ∈ BC∞}, {Dw | w ∈ D∞} îáðàçóåò áàçèñ â Q[z, p1(x), p3(x), . . .].
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà êàê áàçèñ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü w ∈ Sn è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDSn(w). Òîãäà ìîíîì
zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé â Sw(z) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà
ïåðåìåííûõ zn−1 > · · · > z2 > z1.

Ñëåäñòâèå

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà {Sw(z) | w ∈ S∞} îáðàçóþò áàçèñ â Q[z].

Ïóñòü w ∈ BCn (èëè w ∈ Dn) è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDBCn(w)
(ñîîòâ. PDBCn(w)). Òîãäà ìîíîì xα(Db)zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé
â Bw(z,x) (ñîîòâ. â Cw(z,x) èëè Dw(z,x)) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ
zn−1 > · · · > z2 > z1 > x1 > x2 > . . . .

Ëåììà

Ïóñòü f(x) ∈ Q[p1(x), p3(x), p5(x), . . . ] è xα1
1 xα2

2 . . . xαss � ñòàðøèé ìîíîì â
f(x). Òîãäà α1 > α2 > α3 > . . . .

Ñëåäñòâèå

Êàæäîå èç òðåõ ñåìåéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà {Bw | w ∈ BC∞},
{Cw | w ∈ BC∞}, {Dw | w ∈ D∞} îáðàçóåò áàçèñ â Q[z, p1(x), p3(x), . . .].
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà êàê áàçèñ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü w ∈ Sn è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDSn(w). Òîãäà ìîíîì
zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé â Sw(z) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà
ïåðåìåííûõ zn−1 > · · · > z2 > z1.

Ñëåäñòâèå

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà {Sw(z) | w ∈ S∞} îáðàçóþò áàçèñ â Q[z].

Ïóñòü w ∈ BCn (èëè w ∈ Dn) è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDBCn(w)
(ñîîòâ. PDBCn(w)). Òîãäà ìîíîì xα(Db)zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé
â Bw(z,x) (ñîîòâ. â Cw(z,x) èëè Dw(z,x)) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ
zn−1 > · · · > z2 > z1 > x1 > x2 > . . . .

Ëåììà

Ïóñòü f(x) ∈ Q[p1(x), p3(x), p5(x), . . . ] è xα1
1 xα2

2 . . . xαss � ñòàðøèé ìîíîì â
f(x). Òîãäà α1 > α2 > α3 > . . . .

Ñëåäñòâèå

Êàæäîå èç òðåõ ñåìåéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà {Bw | w ∈ BC∞},
{Cw | w ∈ BC∞}, {Dw | w ∈ D∞} îáðàçóåò áàçèñ â Q[z, p1(x), p3(x), . . .].
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà êàê áàçèñ â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü w ∈ Sn è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDSn(w). Òîãäà ìîíîì
zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé â Sw(z) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà
ïåðåìåííûõ zn−1 > · · · > z2 > z1.

Ñëåäñòâèå

Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà {Sw(z) | w ∈ S∞} îáðàçóþò áàçèñ â Q[z].

Ïóñòü w ∈ BCn (èëè w ∈ Dn) è Db = Db(w) � íèæíèé pipe dream â PDBCn(w)
(ñîîòâ. PDBCn(w)). Òîãäà ìîíîì xα(Db)zβ(Db) � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñòàðøèé
â Bw(z,x) (ñîîòâ. â Cw(z,x) èëè Dw(z,x)) îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ
zn−1 > · · · > z2 > z1 > x1 > x2 > . . . .

Ëåììà

Ïóñòü f(x) ∈ Q[p1(x), p3(x), p5(x), . . . ] è xα1
1 xα2

2 . . . xαss � ñòàðøèé ìîíîì â
f(x). Òîãäà α1 > α2 > α3 > . . . .

Ñëåäñòâèå

Êàæäîå èç òðåõ ñåìåéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà {Bw | w ∈ BC∞},
{Cw | w ∈ BC∞}, {Dw | w ∈ D∞} îáðàçóåò áàçèñ â Q[z, p1(x), p3(x), . . .].
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Ãðàññìàíîâû ïåðåñòàíîâêè

Ïóñòü 2 ≤ k ≤ n− 1. Ïåðåñòàíîâêà w ∈ Sn íàçûâàåòñÿ k-ãðàññìàíîâîé,
åñëè

w(1) < w(2) < . . . < w(k) > w(k + 1) < w(k + 2) < . . . < w(n)

Ïåðåñòàíîâêà w ∈ BCn èëè w ∈ Dn íàçûâàåòñÿ ãðàññìàíîâîé, åñëè

w(1) < w(2) < · · · < w(n).

Ïðèìåð

w = 135624 ∈ S6 � 4-ãðàññìàíîâà ïåðåñòàíîâêà.

w = 641235 ∈ BC6
w = 643125 ∈ D6 � ãðàññìàíîâû ïåðåñòàíîâêè
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Ãðàññìàíîâû ïåðåñòàíîâêè

Ïóñòü 2 ≤ k ≤ n− 1. Ïåðåñòàíîâêà w ∈ Sn íàçûâàåòñÿ k-ãðàññìàíîâîé,
åñëè

w(1) < w(2) < . . . < w(k) > w(k + 1) < w(k + 2) < . . . < w(n)

Ïåðåñòàíîâêà w ∈ BCn èëè w ∈ Dn íàçûâàåòñÿ ãðàññìàíîâîé, åñëè

w(1) < w(2) < · · · < w(n).

Ïðèìåð

w = 135624 ∈ S6 � 4-ãðàññìàíîâà ïåðåñòàíîâêà.

w = 641235 ∈ BC6
w = 643125 ∈ D6 � ãðàññìàíîâû ïåðåñòàíîâêè
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà k-ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê

Ïóñòü w ∈ Sn � k-ãðàññìàíîâà ïåðåñòàíîâêà.

Â íèæíåì pipe dream Db(w) êðåñòû ðàñïîëîæåíû â ïîçèöèÿõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòêàì ïåðåâåðíóòîé äèàãðàììû Þíãà ôîðìû λ(w).

w = 135624

λ(w) = (2, 2, 1, 0)

1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6

Åñëè D ∈ PDSn(w), òî ïðèâåäåì åãî ê Db(w) äîïóñòèìûìè äâèæåíèÿìè.
Çàïèøåì íà ìåñòå êàæäîãî êðåñòèêà â äèàãðàììå Þíãà ÷èñëî k − i+ 1,
åñëè èçíà÷àëüíî êðåñò áûë â ñòðîêå i.

1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6

1 2
3 3
4
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà k-ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê

Ïóñòü w ∈ Sn � k-ãðàññìàíîâà ïåðåñòàíîâêà.

Â íèæíåì pipe dream Db(w) êðåñòû ðàñïîëîæåíû â ïîçèöèÿõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòêàì ïåðåâåðíóòîé äèàãðàììû Þíãà ôîðìû λ(w).

w = 135624

λ(w) = (2, 2, 1, 0)

1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6

Åñëè D ∈ PDSn(w), òî ïðèâåäåì åãî ê Db(w) äîïóñòèìûìè äâèæåíèÿìè.
Çàïèøåì íà ìåñòå êàæäîãî êðåñòèêà â äèàãðàììå Þíãà ÷èñëî k − i+ 1,
åñëè èçíà÷àëüíî êðåñò áûë â ñòðîêå i.

1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6

1 2
3 3
4
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà k-ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SSYTλ(k) ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóñòàíäàðòíûõ òàáëèö
Þíãà ôîðìû λ, çàïîëíåííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî k (íàïîìíèì, ÷òî â
òàáëèöå Þíãà ÷èñëà íåñòðîãî âîçðàñòàþò âäîëü ñòðîê è ñòðîãî
âîçðàñòàþò âäîëü ñòîëáöîâ).

Êàê èçâåñòíî, ìíîãî÷ëåíû Øóðà sλ(w) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñóììó
ìîíîìîâ ïî òàáëèöàì Þíãà:

sλ(z1, . . . , zk) =
∑

T∈SSYTk(λ)

zT ,

ãäå zT � ïðîèçâåäåíèå zi ïî âñåì âõîæäåíèÿì i â T .

Ìû óñòàíîâèëè áèåêöèþ ìåæäó PDSn(w) è SSYTλ(w)(k) äëÿ
k-ãðàññìàíîâîé ïåðåñòàíîâêè w ∈ Sn. Åñëè òàáëèöà T ñîîòâåòñòâóåò pipe
dream D, òî z̃T = zβ(D) (çäåñü z̃ = (zk, . . . , z2, z1)).

Òåîðåìà

Ïóñòü w ∈ Sn � k-ãðàññìàíîâà ïåðåñòàíîâêà, λ(w) � ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàçáèåíèå. Òîãäà

Sw (z1, z2, . . . , zk) = sλ(w)(zk, . . . , z2, z1) = sλ(w)(z1, z2, . . . , zn)
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Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà k-ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SSYTλ(k) ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóñòàíäàðòíûõ òàáëèö
Þíãà ôîðìû λ, çàïîëíåííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî k (íàïîìíèì, ÷òî â
òàáëèöå Þíãà ÷èñëà íåñòðîãî âîçðàñòàþò âäîëü ñòðîê è ñòðîãî
âîçðàñòàþò âäîëü ñòîëáöîâ).

Êàê èçâåñòíî, ìíîãî÷ëåíû Øóðà sλ(w) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñóììó
ìîíîìîâ ïî òàáëèöàì Þíãà:

sλ(z1, . . . , zk) =
∑

T∈SSYTk(λ)

zT ,

ãäå zT � ïðîèçâåäåíèå zi ïî âñåì âõîæäåíèÿì i â T .

Ìû óñòàíîâèëè áèåêöèþ ìåæäó PDSn(w) è SSYTλ(w)(k) äëÿ
k-ãðàññìàíîâîé ïåðåñòàíîâêè w ∈ Sn. Åñëè òàáëèöà T ñîîòâåòñòâóåò pipe
dream D, òî z̃T = zβ(D) (çäåñü z̃ = (zk, . . . , z2, z1)).

Òåîðåìà

Ïóñòü w ∈ Sn � k-ãðàññìàíîâà ïåðåñòàíîâêà, λ(w) � ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàçáèåíèå. Òîãäà

Sw (z1, z2, . . . , zk) = sλ(w)(zk, . . . , z2, z1) = sλ(w)(z1, z2, . . . , zn)
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P - è Q- ôóíêöèè Øóðà

Ïóñòü µ = (µ1 > µ2 > · · · > µ` > 0) � ñòðîãî óáûâàþùåå ðàçáèåíèå. Åãî
ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ñäâèíóòîé äèàãðàììû Þíãà:

µ = (7, 4, 3, 1)

Çàïîëíèì ñäâèíóòóþ äèàãðàììó Þíãà ôîðìû µ ÷èñëàìè
1◦ < 1 < 2◦ < 2 < . . . òàêèì îáðàçîì, ÷òî

×èñëà íåñòðîãî âîçðàñòàþò ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì.
Â êàæäîé ñòðîêå ÷èñëà ñ êðóæêàìè íå ïîâòîðÿþòñÿ.
Â êàæäîì ñòîëáöå ÷èñëà áåç êðóæêîâ íå ïîâòîðÿþòñÿ.

Ïîëó÷àåòñÿ êðóæêîâàÿ òàáëèöà Þíãà.

1◦ 2◦ 2 2 3◦ 4 4
2 3◦ 4◦ 4

3◦ 4 5
5◦

Ìíîæåñòâî âñåõ êðóæêîâûõ òàáëèö ôîðìû µ îáîçíà÷èì çà CYT(µ). Â
ïîäìíîæåñòâå CYT′(µ) ⊂ CYT(µ) ñîäåðæàòñÿ òàêèå òàáëèöû, ó êîòîðûõ
â ïåðâîé êëåòêå êàæäîé ñòðîêè ñòîèò ÷èñëî áåç êðóæêà.
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P - è Q- ôóíêöèè Øóðà
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P - è Q-ôóíêöèè Øóðà

Êàæäîé êðóæêîâîé òàáëèöå T ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìîíîì xT �
ïðîèçâåäåíèå ïåðåìåííûõ xi ïî âñåõ âõîæäåíèÿì i◦ è i â T .

P - è Q-ôóíêöèè Øóðà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñóììû ìîíîìîâ ïî êðóæêîâûì
òàáëèöàì Þíãà:

Qµ(x) =
∑

T∈CYT(µ)

xT , Pµ(x) =
∑

T∈CYT′(µ)

xT

Ó ïåðâûõ ÷èñåë â ñòðîêàõ ìîæíî ñòàâèòü è óáèðàòü êðóæêè ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì. Ïîýòîìó Pµ(x) = 2−`(µ)Qµ(x), ãäå `(µ) � ÷èñëî ÷èñåë â µ.

Ïðèìåð

Ïóñòü µ = (2, 1) è i < j < k � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïåðå÷èñëèì
êðóæêîâûå òàáëèöû Þíãà èç CYT′(µ):

i i
j

i j◦

j
i j◦

k
i j
k

P(2,1)(x) =
∑
i<j

(x2ixj + xix
2
j ) + 2

∑
i<j<k

xixjxk =
1

3
p31(x)− 1

3
p3(x),

Q(2,1)(x) = 4P(2,1)(x) =
4

3
p31(x)− 4

3
p3(x).
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P - è Q-ôóíêöèè Øóðà
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B-, C-, D- ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà è ãðàññìàíîâû ïåðåñòàíîâêè

Ïóñòü w ∈ BCn � ãðàññìàíîâà ïåðåñòàíîâêà è Db(w) ∈ PDBn(w) �
ñîîòâåòñòâóþùèé íèæíèé pipe dream. Â áëîêå-ëåñòíèöå êðåñòîâ íåò, è
çíà÷èìûì ýëåìåíòàì â áëîêàõ-óãîëêàõ ìîæíî ñîïîñòàâèòü êëåòêàì
ïåðåâåðíóòîé ñäâèíóòîé äèàãðàììû Þíãà ôîðìû µ(w).

w = 4312

µ(w) = (4, 3, 1, 0)

1 2 3 4

1
2
3
4
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B-, C-, D-ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà è ãðàññìàíîâû ïåðåñòàíîâêè

Ïðèâåäåì D ∈ PDBn(w) ê Db(w)
äîïóñòèìûìè äâèæåíèÿìè. Çàïèøåì
íà ìåñòå êàæäîãî êðåñòèêà â
ñäâèíóòîé äèàãðàììå Þíãà ÷èñëî i,
åñëè èçíà÷àëüíî êðåñòèê áûë â
ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè i-òîãî
áëîêà-óãîëêà (âêëþ÷àÿ óãîë), è i◦,
åñëè â âåðòèêàëüíîé.

Ýòî äàñò áèåêöèþ ìåæäó CYT′(µ(w))
è PDBn(w), ñîõðàíÿþùóþ
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìû.

Òåîðåìà

Äëÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê
w ∈ BCn

Bw(z,x) = Pµ(w)(x)

Cw(z,x) = Qµ(w)(x)

1 2 3 4

1
2
3
4

1 1 3◦ 3
2 3◦ 4◦

4
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B-, C-, D-ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà è ãðàññìàíîâû ïåðåñòàíîâêè
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åñëè â âåðòèêàëüíîé.
Ýòî äàñò áèåêöèþ ìåæäó CYT′(µ(w))
è PDBn(w), ñîõðàíÿþùóþ
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìû.

Òåîðåìà

Äëÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê
w ∈ BCn

Bw(z,x) = Pµ(w)(x)

Cw(z,x) = Qµ(w)(x)

1 2 3 4

1
2
3
4

1 1 3◦ 3
2 3◦ 4◦

4
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Ïðèâåäåì D ∈ PDBn(w) ê Db(w)
äîïóñòèìûìè äâèæåíèÿìè. Çàïèøåì
íà ìåñòå êàæäîãî êðåñòèêà â
ñäâèíóòîé äèàãðàììå Þíãà ÷èñëî i,
åñëè èçíà÷àëüíî êðåñòèê áûë â
ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè i-òîãî
áëîêà-óãîëêà (âêëþ÷àÿ óãîë), è i◦,
åñëè â âåðòèêàëüíîé.
Ýòî äàñò áèåêöèþ ìåæäó CYT′(µ(w))
è PDBn(w), ñîõðàíÿþùóþ
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìû.

Òåîðåìà

Äëÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê
w ∈ BCn

Bw(z,x) = Pµ(w)(x)

Cw(z,x) = Qµ(w)(x)

1 2 3 4

1
2
3
4

1 1 3◦ 3
2 3◦ 4◦

4

Òóòóáàëèíà À.À. B,C,D pipe dreams Ìîñêâà, èþíü 2021 42 / 1
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Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà âåðíà è äëÿ
òèïà D:

Òåîðåìà

Äëÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðåñòàíîâîê
w ∈ Dn

Dw(z,x) = Pµ(w)(x)

1 2 3 4 5

1
2
3
4
5

w = 54213 ∈ D5, 1 1 3◦ 3
2 3◦ 4◦

4
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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