á. òÏÍÁÝÅÎËÏ, á. òÕÍÑÎÃÅŒ, á. ûÅÎØ

úÁÍÅÔËÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ

íÏÓËŒÁ éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íãîíï, 2009

ââë 22.1 ò47

òÏÍÁÝÅÎËÏ á., òÕÍÑÎÃÅŒ á., ûÅÎØ á.

ò47 úÁÍÅÔËÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. | í.: íãîíï, 2009. | 64 Ó.

ISBN 978-5-XXXXX-XXX-X

œ ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÔËÁÈ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÐÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅËÃÉÊ í. óÕÄÁÎÁ Œ íÁÓ- ÓÁÞÕÓÅÓÔËÏÍ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ (Ó ÅÇÏ ÌÀÂÅÚÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ), ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÂÁÚÏŒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÅ ÂÏÌÅÅ ÎÏŒÙÅ Åč ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ computer science. ëÎÉÇÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÁ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ É ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÏŒ (ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏŒ), ŒÐÅÒŒÙÅ ÚÎÁËÏÍÑÝÉÈÓÑ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ËÏÄÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ.

ââë 22.1

ïÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÅÎ ÁŒÔÏÒÁÍÉ.

ëÎÉÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÍÏÊ; ÜÌÅËÔÒÏÎÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÄÏÓÔÕÐÎÁ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ ftp://ftp.mccme.ru/users/shen/coding.zip (ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÔÅËÓÔÙ) É ftp://ftp.mccme.ru/users/shen/coding.pdf (ÆÁÊÌ ËÎÉÇÉ)

ISBN 978-5-XXXXX-XXX-X

© òÏÍÁÝÅÎËÏ á., òÕÍÑÎÃÅŒ á., ûÅÎØ A., 2009

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

óÌÏŒÏ ĂËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅĄ Œ ÎÁÚŒÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ËÎÉÖËÉ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÛÉ- ÆÒÏŒÁÎÉÑ (ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ Œ ÓÅËÒÅÔÅ | ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, Á ËÒÉÐÔÏÇÒÁÆÉÑ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÎÅ ËÁÓÁÅÍÓÑ); ÎÅ ÉÄčÔ ÒÅÞØ ÔÁËÖÅ Ï ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÄÉÒÏŒËÉ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Ë ÄÒÕÇÏÊ. ïÓÎÏŒÎÏÊ ŒÏÐÒÏÓ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ | ËÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ Œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÞÔÏÂÙ ÉÓ- ËÁÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁÐÉÓÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÄÁÎÎÙÈ) ÎÅ ÐÏÍÅÛÁÌÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÁÌÅÎÉÀ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ x (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏŒ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÒÕÇÕÀ (ÂÏ- ÌÅÅ ÄÌÉÎÎÕÀ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y. úÁÔÅÍ y ÐÅÒÅÄÁčÔÓÑ ÐÏ ËÁÎÁÌÕ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÏÍÅÈÁÍÉ (ÉÌÉ ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÎÁ ŒÅÔÈÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅ), ÐÒÅŒÒÁÝÁÑÓØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ y^′. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ y^′ ÉÚŒÌÅËÁÅÔÓÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ x^′, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ (x).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ x ÔÒÉ ÒÁÚÁ, ÐÏÌÕÞÉŒ ŒÔÒÏÅ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ y. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÂÕËŒ Œ ÓÌÏŒÅ y ÉÓÐÏÒÔÉÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÍÅÛÁÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ x. œ ÜÔÏÍ ÐÒÉ- ÍÅÒÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ (ËÏÄÅÒ) c ÕÔÒÁÉŒÁÅÔ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ, Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÄÅËÏÄÅÒ) d ÂÅÒčÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÕÀ ÂÕËŒÕ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÅ. üÔÏÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ËÏÄ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÏÄ- ÎÕ ÏÛÉÂËÕ. (á ÄÌÑ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÏÛÉÂÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÔØ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ ÐÑÔØ ÒÁÚ.)

ðÒÉÄÕÍÙŒÁÑ ËÏÄ (ÓÐÏÓÏÂÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ), ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÍÎÏÇÏÇÏ:

• ÞÔÏÂÙ ËÏÄ ÐÏÚŒÏÌÑÌ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉ- ÂÏË;

• ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔØ ËÏÄÁ (ÎÁÓËÏÌØËÏ y ÄÌÉÎÎÅÅ x) ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÏÍÅÎØÛÅ;

• ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏÂÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÂÙ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ.

4 ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

üÔÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ Ë ËÏÄÕ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ËÏÍÐÒÏÍÉÓÓÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÅÄ- ÍÅÔ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. (ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅ ÓÉÍ- ŒÏÌÏŒ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÛÌÁ ÒÅÞØ | ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ÓÐÏÓÏÂ!)

œÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ (ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔØ É ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË) ÔÁËÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÏÓÔÁčÔ- ÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÈÏÔÑ ÐÒÉÄÕÍÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÄÏŒ, ÞÁÓÔÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÌÏÖÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ). œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÍÎÏÇÉÅ ŒÁÖÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑÓØ ÌÉÛØ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÐÏÌÑ, ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). ôÁËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÒÅÄÍÅÔ ÜÔÏÊ ËÎÉÖ- ËÉ, ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÁ (ÂÕÄÕÝÉÈ) ÐÒÏÇÒÁÍÍÉ- ÓÔÏŒ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. œ ÎÅč ŒËÌÀÞÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÏÌÅÅ ÎÏŒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ (ÄÅËÏÄÉ- ÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ çÏÌÄÒÁÊÈÁ-ìÅŒÉÎÁ, ÓŒÑÚØ Ó ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁÍÉ).

∗ ∗ ∗

âÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÔÏË ÂÙÌÁ ÓÄÅÌÁÎÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ ÓÅÍÉÎÁ- ÒÁ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÍÅÈÁÎÉËÏ- ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ Œ 2004/5 ÕÞÅÂÎÏÍ ÇÏÄÕ, ÒÁÚÂÉ- ÒÁŒÛÉÍÉ ÚÁÐÉÓÉ ÌÅËÃÉÊ íÁÄÈÕ óÕÄÁÎÁ Œ íÁÓÓÁÞÕÓÅÔÓËÏÍ ÔÅÈÎÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÅ (ÐÏ ŒÙÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ÉÎÔÅÒÎÅÔÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ, ÓÍ. http://theory.csail.mit.edu/~madhu). òÁÓÓËÁÚÙŒÁÌÉ ÎÁ ÓÅÍÉ- ÎÁÒÅ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ á. òÕÍÑÎÃÅŒ É á. òÏÍÁÝÅÎËÏ, ÔÅËÓÔ ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÌ Ë ÐÅÞÁÔÉ á. ûÅÎØ.

íÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ íÁÄÈÕ óÕÄÁÎÕ ÚÁ ÌÀÂÅÚÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÐÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÔÅËÓÔÁ, É ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÛÉÂËÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÓËÁÚÅ ÃÅÌÉËÏÍ ÎÁ ÎÁÛÅÊ ÓÏŒÅÓÔÉ. íÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÍ ÔÁËÖÅ çÒÉÇÏÒÉÑ ëÁÂÁÔÑÎÓËÏÇÏ É óÅÒÇÅÑ åÈÁÎÉÎÁ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÐÏÓÍÏÔÒÅÌÉ ÜÔÏÔ ÔÅËÓÔ É ÕËÁÚÁÌÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ (ÎÙÎÅ ÉÓÐÒÁ- ŒÌÅÎÎÙÅ) ÏÛÉÂËÉ.

á. òÏÍÁÝÅÎËÏ, á. òÕÍÑÎÃÅŒ, á. ûÅÎØ

1 . ëÏÄÙ Ó É ÓÐ ÒÁŒÌÅÎÉ ÅÍ ÏÛÉ ÂÏË: ÐÏÓÔÁÎ ÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ 5

1. ëÏÄÙ Ó ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÛÉÂÏË:

ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ

ðÕÓÔØ ˚ | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÕËŒ). þÅÒÅÚ ˚^n ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ (ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕËŒ) ÄÌÉÎÙ n Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ˚. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÌÏŒÁÍÉ x_1 : : : x_n É y_1 : : : y_n ÉÚ ˚^n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÐÏÚÉÃÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ (ÞÉÓÌÏ ÔÅÈ i, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ x_i ≠ y_i).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : ˚^k → ˚^n ÐÒÉ k ¡ n ËÁË ÓÐÏÓÏÂ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÒÉ Åč ÐÅÒÅÄÁÞÅ. ðÏÌÕÞÉŒ ÎÁ ŒÈÏÄ ÓÌÏŒÏ A ∈ ˚^k, ÍÙ ÐÅÒÅÄÁčÍ ÐÏ ËÁÎÁÌÕ ÓŒÑÚÉ ÓÌÏŒÏ F (A). œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÅÒÅÄÁ- ÞÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÓÌÏŒÁ F (A) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓËÁÖÅÎÙ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ- ŒÏ A. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ F (A) ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÓÐÕÔÁÔØ Ó F (A^′) ÄÁÖÅ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÕËŒÙ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÏŒÁÈ ÉÓ- ËÁÖÅÎÙ. åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÉÓËÁÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ e ÐÏÚÉÃÉÊ (Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏŒÅ), ÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ F (A) É F (A^′) ÂÙÌÏ 2e + 1 ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ.

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ËÏÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : ˚^k → ˚^n. úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. íÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ d(F (A); F (A^′)) ÐÒÉ A ≠ A^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ËÏÄÁ F . ëÏÄ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ e = ⌊(d−1)=2⌋ ÏÛÉÂÏË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ e ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ e Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. (ûÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ e Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÓÌÏŒÅ x ∈ ˚^n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ x ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ e ÐÏÚÉÃÉÑÈ. þÅÒÅÚ ⌊t⌋ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ t, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ t.)

ôÁËÁÑ ĂÐÏÍÅÈÏÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØĄ ËÏÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÚÁ ÓÞčÔ ĂÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔÉĄ ÐÒÉ ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ: ŒÍÅÓÔÏ k ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÍÙ ÐÅÒÅÄÁčÍ n ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ n ¿ k. þÅÍ ÂÏÌØÛÅ e É ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ k Ë n, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ ËÏÄ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÉ ÄŒÁ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞčÔ ÄÒÕÇÏÇÏ.

úÁÄÁÞÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ˚, n É e ÍÏÖ- ÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ˚^n ÎÕÖÎÏ ÕÐÁËÏŒÁÔØ ÂÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÛÁÒÏŒ ÒÁ- ÄÉÕÓÁ e. äÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ: ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÔÏÞÅË Ó ÐÏÐÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ 2e + 1 ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ. ðÏÓÌÅ

ÔÏÇÏ ËÁË ÛÁÒÙ (ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ) ŒÙÂÒÁÎÙ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ k, ÒÁŒÎÏÅ ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏŒ (ÔÏÞÅË) ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ |˚| (ÞÉÓÌÏ ÂÕËŒ ŒÏ ŒÈÏÄÎÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ), É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉ- ÎÙ k Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÛÁÒÏŒ. (þÉÓÌÏ k ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ÛÁÒÏŒ ÈŒÁÔÉÔ; ÞÁÓÔØ ÔÏÞÅË ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÅÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÊ.)

œÙÂÏÒ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ (ÍÅÖÄÕ ËÏÄÉÒÕÅÍÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ É ÉÈ ËÏÄÁÍÉ) ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÅÎ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÏŒ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. áÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÙ- ÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ F , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ŒÈÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏŒÕ X ÄÁčÔ F (X). áÌ- ÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ Ó ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ e ÏÛÉÂÏË ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ŒÈÏÄ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ Y , ÏÔÓÔÏÑÝÅÅ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ F (X) ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ e, É ÄÁčÔ X ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÙ ÈÏ- ÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÙÍÉ É ÒÁÂÏÔÁÌÉ ÂÙÓÔÒÏ.

2. âÁÚÏŒÙÅ ÏÃÅÎËÉ

ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ q = |˚|; k; n; e ËÏÄ F : ˚^k → ˚^n, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ e ÏÛÉÂÏË, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Á ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÎÅÔ? äŒÅ ÓÁÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÏÃÅÎËÉ (Ó ÔÏÊ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ) ÔÁËÏŒÙ:

çÒÁÎÉÃÁ èÜÍÍÉÎÇÁ

åÓÌÉ ËÏÄ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ

q^kV_q (e; n) ⩽ q^n

úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ V_q (e; n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÂSSčÍ (ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ) ÛÁÒÁ ÒÁ- ÄÉÕÓÁ e Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ÉÚ q ÂÕËŒ. (ïÞÅŒÉÄ- ÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÛÁÒÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ Õ ÎÅÇÏ ÃÅÎÔÒ.)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÏÄ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ q^k ÛÁÒÏŒ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÐÏÍÅÝÁÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÚ q^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÅÚ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÊ.

ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÕÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÇÒÁÎÉÃÕ èÜÍ- ÍÉÎÇÁ) Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ: k n + log_q V_q(e; n) n ⩽ 1:

ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ĂËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑĄ ËÏÄÁ (Œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÓËÏÒÏÓÔØÀ ËÏÄÁ Ą).

œ ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÇÒÁÎÉÃÕ èÜÍÍÉÎÇÁ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ volume bound (volume | ÏÂSSčÍ).

çÒÁÎÉÃÁ çÉÌÂÅÒÔÁ

åÓÌÉ (q^k − 1)V_q(2e; n) ¡ q^n;

ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÄ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q; k; n; e.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÑ ÌÉÛØ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉ- ÍÉ ÂÙÌÉ ÂÏÌØÛÅ 2e. åÓÌÉ ÎÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ q^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÏËÒÙÔÏ ÛÁÒÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ V_q(2e; n) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. õËÁ- ÚÁÎÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ q^k ÛÁÒÏŒ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË: k n + log_q V_q (2e; n) n ⩽ 1:

(ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁÐÉÓÉ ÍÙ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÓÉÌÉÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÓÌÁÂÉÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ËÏÄÁ, ÏÔÂÒÏÓÉŒ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ). üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÒÁÎÉÃÅÊ çÉÌÂÅÒÔÁ. îÅ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ ÐÕÔÁÔØ ÁŒÔÏÒÁ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÉ üÄÇÁÒÁ çÉÌÂÅÒÔÁ (Edgar N. Gilbert) ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ äÁŒÉÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ (David Hilbert).

òÁÚÍÅÒ ÛÁÒÁ

ïÂÅ ÜÔÉ ÏÃÅÎËÉ ŒËÌÀÞÁÀÔ Œ ÓÅÂÑ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÛÁÒÅ, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ q = 2 ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ s ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ

C^0_n + C^1_n + : : : + C^s_n

ðÒÉ s ⩽ n=2 (Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÁË ËÁË ÛÁ- ÒÏŒ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÄÁÖÅ É ÄŒÁ ÎÅ ÐÏÍÅÓÔÉÔÓÑ) ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÜÔÏÊ

ÓÕÍÍÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÈ ÏÔ n ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ (É ŒÓÑ ÓÕÍÍÁ) ÅÓÔØ poly(n)2^{nH(p)}

ÇÄÅ p = s=n, Á H(p) | ÜÎÔÒÏÐÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (p; 1 − p), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

H(p) = p log 1 p + (1 − p) log 1 1 − p : äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ q ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

V_q (s; n) = poly(n)q^{nHq (p)};

ÇÄÅ p = s=n, Á

H_q (p) = [ p log_q 1 p + (1 − p) log_q 1 1 − p ] + p log_q (q − 1)

úÄÅÓØ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÓËÏÂËÁ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÙÂÏÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ pn ÐÏÚÉÃÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÉÑ (ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ), ÎÏ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÝč ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ: Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ pn ÐÏÚÉÃÉÊ ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ q − 1 ÓÉÍŒÏÌÏŒ (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÔÅÐÅÒÅÛÎÅÇÏ).

çÒÁÆÉËÉ

ðÏÌÅÚÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÇÒÁÎÉÃÙ èÜÍÍÉÎÇÁ É çÉÌÂÅÒÔÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÉËÅ. ðÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÂÕÄÅÍ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÔØ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d (ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏÅ 2e, ÕÄŒÏÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË) Œ ÄÏÌÑÈ n; ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËÏÄÁ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ k=n, ÇÄÅ k | ÞÉÓÌÏ ËÏÄÉÒÕÅÍÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, Á n | ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ).

ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ q = 2 É ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂSSčÍÁ ÛÁÒÁ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÁ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ e ÏÛÉ- ÂÏË (ÇÒÁÎÉÃÁ èÜÍÍÉÎÇÁ): k n + H(e=n) ⩽ 1 + O(log n=n) äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ËÏÄÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ d k n + H(d=n) ⩽ 1 − O(log n=n)

æÏÒÍÕÌÙ ÜÔÉ ÐÏÈÏÖÉ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ d É e ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÆÉË ÄÌÑ ÇÒÁÎÉÃÙ èÜÍÍÉÎÇÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄŒÕËÒÁÔ- ÎÙÍ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÌÑ ÇÒÁÎÉÃÙ çÉÌÂÅÒÔÁ ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ (ÒÉÓ. 1).

òÉÓ. 1. çÒÁÎÉÃÙ èÜÍÍÉÎÇÁ É çÉÌÂÅÒÔÁ.

ðÏ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÄÁ Ó ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ 1=2 É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ Œ n=3 ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ŒÙÛÅ ÇÒÁÎÉÃÙ èÜÍÍÉÎÇÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÄ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ 1=8 É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ n=4 (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÍ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅ n=8 ÏÛÉ- ÂÏË) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÉÖÅ ÇÒÁÎÉÃÙ çÉÌÂÅÒÔÁ. (œÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ n, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÌÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n=n).)

þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÒÅÛčÎÎÙÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ (ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ).

10 4. ìÉ Î ÅÊ ÎÙ Å ËÏÄÙ

3. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ËÏÄÙ

çÒÁÎÉÃÕ çÉÌÂÅÒÔÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ËÏÄ, Á Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ N. âÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ N ËÏÄÏ- ŒÙÈ ÓÌÏŒ ¸_1; : : : ; ¸_N ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÓÒÅÄÉ q^n ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ˚^n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ŒÓÅ ¸_1; : : : ; ¸_n ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ¸_i É ¸_j ÐÒÉ i ≠ j ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÈÏÔÑ É ÍÁÌÁ.)

äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ i ∈ {1; : : : ; N} ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏ- ÇÏ, ÞÔÏ Œ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 2e Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ¸_i ÐÏÐÁÄÕÔ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏ- ŒÁ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ¸_j Ó ÄÁÎÎÙÍ j ÒÁŒÎÁ V_q (2e; n)=q^n (ÄÏ- ÌÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÚÁÎÉÍÁÅÍÏÊ ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ 2e); ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ¸_j (ÐÒÉ j ≠ i) ÐÏÐÁÄčÔ Œ ÜÔÏÔ ÛÁÒ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NV_q (2e; n)=q^n. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÅ i, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ¸_i ÐÏÐÁÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ¸_j , ĂÐÌÏÈÉÍÉĄ. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏËÁ- ÚÁÔØÓÑ ÐÌÏÈÉÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NV_q (2e; n)=q^n. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÐÌÏÈÉÈ i ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N^2V_q (2e; n)=q^n, Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÄÏÌÉ ÐÌÏÈÉÈ i (ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; N) | ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NV_q (2e; n)=q^n.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ

NV_q (2e; n) q^n

⩽ 1=2

(ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ, ÞÅÍ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÁ çÉÌÂÅÒ- ÔÁ). ôÏÇÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÄÏÌÉ ÐÌÏÈÉÈ i ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÁÒÉÁÎÔ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÁ ÄÏÌÑ ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÅ 1=2. úÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ É ŒÙËÉÎÕŒ ÐÌÏÈÉÅ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ (ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÄ Ó ÒÁÓÓÔÏÑ- ÎÉÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2e + 1, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ Œ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ ÈÕÖÅ (ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÓÌÏŒ | ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ Ó ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÄÁ ÅÝč ÏÔÂÒÏÓÉÌÉ ÐÏÌÏŒÉÎÕ), ÞÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÒÁÎÅÅ.

4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ

åÓÌÉ q ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ (ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÅ F_q ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,

4. ìÉ ÎÅÊ Î Ù Å ËÏÄÙ 11

ÞÔÏ ˚ = F_q , Á ÓÌÏŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÉÌÉ k) ÎÁÄ F_q . œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ. ôÁËÏÊ ËÏÄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÎÁÄ F_q ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^k_q → F^n_q . üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n × k, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÏÌÀ F_q.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ (ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ F^n_q . œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ (ÏÔÌÉ- ÞÁÀÔÓÑ ÓÄŒÉÇÏÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏ- ÄÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÒÑÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÎÕÌÅ: ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ËÏÄÏŒÏÍ ÓÌÏŒÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÂÏÌØÛÅ 2e ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^n_q , ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÂÏÌÅÅ 2e ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 2e Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ). (óÁÍÏ ËÏÄÏŒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^k_q → C ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÍ, ÌÉÛØ ÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.)

þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÄ, ÂÕÄÅÍ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ Œ ÂÁ- ÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C ŒÅËÔÏÒ ÚÁ ŒÅËÔÏÒÏÍ, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ËÏ- ÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÓÔÁŒÁÌÏÓØ ÂÏÌØÛÅ 2e. ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÅÓÔØ s ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÏŒÙÊ (ÄÏÂÁŒÌÑÅÍÙÊ) ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÂÏÌÅÅ 2e ÏÔ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; ÜÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÇÁÒÁÎÔÉ- ÒÕÅÔ, ÞÔÏ É ÐÏÓÌÅ ÅÇÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ 2e. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÏŒÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÌÅÖÁÔØ ŒÎÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ 2^s ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ 2e.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

q^{k−1}V_q (2e; n) ¡ q^n

üÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÒÁÎÉÃÅÊ œÁÒÛÁÍÏŒÁ { çÉÌÂÅÒÔÁ. ïÎÁ ÞÕÔØ ÌÕÞÛÅ ÏÃÅÎËÉ Œ ÇÒÁÎÉÃÅ çÉÌÂÅÒÔÁ (ÔÁÍ ÂÙÌÏ q^k −1, Á ÔÅÐÅÒØ q^{k−1}), ÎÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ q (ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ). ðÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ n ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÃÅÎËÉ çÉÌÂÅÒÔÁ É œÁÒ- ÛÁÍÏŒÁ { çÉÌÂÅÒÔÁ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ k=n.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔ- ÓÑ ÌÅÇËÏ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÏÄÁ), ÎÏ ÐÒÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ-

ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ (ÈÏÔÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏŒ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÂÙÓÔÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÅ- ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ).

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^n_q ÍÏÖ- ÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F^k_q → F^n_q , ÎÏ É ËÁË ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F^n_q → F^{n−k}, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ (n − k). ôÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ T ÉÚ n − k ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ. œÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ x ŒÙÓÏÔÙ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÄÏŒÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ T x = 0 (n − k ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó n ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÍÉ; ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ĂËÏÎ- ÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙĄ, ËÏÔÏÒÙÅ Õ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ). üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅč ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ. ëÏÄ Ó ÐÒÏŒÅ- ÒÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ T ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ d − 1 ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ T ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÉÛØ d − 1 ÐÏÚÉÃÉÊ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ËÁË ÒÁÚ É ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ d − 1 ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

5. ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÕÄÁčÔÓÑ ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÄ Ó ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÛÁÒÙ ÐÌÏÔÎÏ ÚÁÐÏÌ- ÎÑÀÔ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÏÓÔÉÇÁÑ ÇÒÁÎÉÃÙ èÜÍÍÉÎÇÁ). üÔÏÔ ËÏÄ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ èÜÍÍÉÎÇÁ É ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÆÁŒÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÂÕËŒ B = {0; 1}. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (⊕) É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2.

œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ B^n ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÃÅÎÔÒ É ÅÝč n ÓÌÏŒ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ n ÐÏÚÉÃÉÊ). œÓÅÇÏ ÓÌÏŒ 2^n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÛÁÎÓÙ ÎÁ ÕËÌÁÄËÕ ÛÁÒÏŒ ÂÅÚ ÐÒÏ- ÂÅÌÏŒ É ÐÅÒÅËÒÙÔÉÊ ÅÓÔØ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ 2^n ËÒÁÔÎÏ n + 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ n + 1 ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ: n = 2^s − 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ s (ÐÒÉ n = 3; 7; 15; 31; : : :; ÓÌÕÞÁÊ n = 1 ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ).

ðÒÉ n = 3 ÅÓÔØ 8 ŒÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÛÁÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÛÁÒÏŒ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÌÏÔÎÁÑ ÕÐÁËÏŒËÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÁ.

5. ëÏÄ èÜÍ Í É ÎÇÁ 13

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÁ É ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÅÒÉÉ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÅ n = 2^s − 1 É ÚÁÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÍÁÔÒÉÃÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 7 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ

0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

óÔÏÌÂÃÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÓÐÏÓÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ

x_1x_2x_3x_4x_5x_6x_7

ÉÚ B^7. äÌÑ ÎÅÇÏ ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÔÒÉ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍÙ, ÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 ÔÅ ÂÉÔÙ, ÐÒÏÔÉŒ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉÃÁ: x_4 ⊕ x_5 ⊕ x_6 ⊕x_7 (ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ), x_2 ⊕x_3 ⊕x_6 ⊕ x_7 (ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ) É x_1 ⊕ x_3 ⊕ x_5 ⊕ x_7 (ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ).

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÓÔÒÏËÕ (x_1; : : : ; x_7) ÎÁ ÜÔÕ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÁÑ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ ÔÒčÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ.

ëÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ (ÃÅÎÔÒÙ ÛÁÒÏŒ) | ÜÔÏ ÔÅ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ 7, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÔÒÉ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4 (ÔÒÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ÓÅÍØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÐÏÓÍÏÔÒÅŒ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ, ŒÔÏÒÕÀ É ÞÅÔŒčÒÔÕÀ ÓÔÒÏËÉ), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 2^4 = 16 ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ. üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÁ.

þÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ Ó ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÏÔÏÊÄčÍ ÏÔ ÃÅÎ- ÔÒÁ ÛÁÒÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÍÅÎÉÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÂÉÔÏŒ x_i? éÚÍÅ- ÎÑÔÓÑ (ÓÔÁÎÕÔ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ) ÔÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÏÔ ÂÉÔ ŒÈÏÄÉÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅ, ÇÄÅ Œ i-Ê ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉ- ÎÉÃÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁË ÒÁÚ ÄŒÏÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ i, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÜÔÉÍ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍ ÓÕÍÍÁÍ ÍÙ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÍ, ËÁËÏÊ ÂÉÔ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ, É ÓÍÏÖÅÍ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏ.

íÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÕ Œ ÌÀÂÏÍ (ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍ) ÂÉÔÅ. ïÔÓÀÄÁ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ 16 ÛÁÒÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 8 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ŒÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÅ 128 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÅÍÉÍÅÒÎÏÇÏ ÂÕÌÅŒÁ ËÕÂÁ B^7.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ s É n = 2^s − 1 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ n ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ s (ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n). åč ÓÔÏÌÂÃÙ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ s ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ B^n. ëÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ 2^{n−s}, Œ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÒÅ n + 1 = 2^s ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÏÎÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ B^n ÐÏÌÎÏÓÔØÀ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÄ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÊ (ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÚÁÎÑÔÏ ÛÁÒÁÍÉ ÂÅÚ ÐÒÏÂÅÌÏŒ), ÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÄÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÅÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË | ÞÔÏ ÏÎ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ.

1. íÏÖÎÏ ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÏË. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÄ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÎÏ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉ- ÓÌÏÍ ÂÉÔÏŒ. ïÎ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ. (âÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÓÔÒÏË ŒÙËÉÄÙŒÁÔØ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ ÕÖ ÌÕÞÛÅ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÛÉÒÉÎÕ ÍÁÔÒÉÃÙ. á ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÓÔÒÏË, ÔÏ ÔÅÒÑÅÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉ- ÎÙ ÍÅÓÔÁ.)

2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ É ÐÒÉ q ¿ 2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÐÏÌÅ F_q ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÜÔÏ ÂÙŒÁÅÔ, ËÏÇÄÁ q ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÉÛÅÍ Œ ÓÔÒÏËÁÈ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ F^s_q, ÐÒÉÞčÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÏÓÔÁŒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ. œÓÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ q^s − 1, Œ ËÁ- ÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ q − 1 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ ËÌÁÓÓÏŒ (É ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ) ÂÕÄÅÔ n = (q^s − 1)=(q −1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ s.

éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ Œ ËÏÄÏŒÏÍ ÓÌÏŒÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ, É ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÔÁ ÓÔÒÏËÁ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÏÍÅÒ ÉÚÍÅÎčÎÎÏÇÏ ÂÉÔÁ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ëÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÂÕÄÅÔ q^{n−s}, ÒÁÚÍÅÒ ÛÁÒÁ 1 + n(q − 1) (Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ n ÐÏÚÉÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÕËŒÕ ÎÁ (q − 1) ÄÒÕÇÉÈ, ÄÁ ÅÝč ÃÅÎÔÒ ÛÁÒÁ), ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ 1 + q^s − 1 q − 1

(q − 1) = q^s:

6. î ÅÒÁŒÅÎ ÓÔŒÏ óÉ ÎÇÌÔÏÎ Á 15

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÛÁÒÙ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

3. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 3, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÓÔÒÏËÉ Œ ÎÁÛÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅ (=ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÔÏÌÂÃÁ Œ ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. îÏ ÎÁÍ ŒÁÖÅÎ É ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ.

6. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ óÉÎÇÌÔÏÎÁ

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÄÁ F : ˚^k → ˚^n Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ óÉÎÇÌÔÏÎÁ

d ⩽ n − k + 1

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ q^k ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ Œ ˚^n. œÙÄÅÌÉÍ Œ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒÁÈ ÐÅÒŒÙÅ k −1 ÐÏÚÉÃÉÊ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÙ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÜÔÉ k − 1 ÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ äÉÒÉÈÌÅ (ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ q^k ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ q^{k−1}). òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n − (k − 1) = n − k + 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

äÌÑ ËÏÄÏŒ Œ ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÕÓÔÕÐÁÅÔ ÏÃÅÎ- ËÅ èÜÍÍÉÎÇÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÏÄÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d ÏÎÁ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ (ÓËÏÒÏÓÔØ) ËÏÄÁ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ 1 − d=n, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÒÉÓ. 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ (0; 1) É (1; 0). œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ËÏÎÃÙ ËÒÉŒÏÊ èÜÍÍÉÎÇÁ É ÌÅÖÉÔ ŒÙÛÅ ÎÅč.

äÌÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÎÅ ÄÁčÔ ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÐÒÉ d ≈ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÕÞÁÊ q = 3 É ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ n=2 ÉÌÉ ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅ. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÛÁÒÅ? ðÏÚÉÃÉÊ ÎÅÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ n=2 ÓÒÅÄÉ n; ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ŒÙÂÏÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^n. ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀ- ÝÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{n=2}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n=2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{3n=2} = (2 √ 2)^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. á ŒÓÅÇÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ 3^n ÔÏÞÅË, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏŒ ÂÕÄÅÔ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ (3=2 √ 2)^n É ËÒÉŒÁÑ èÜÍÍÉÎÇÁ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ d ≈ n (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ óÉÎÇÌÔÏÎÁ).

16 8. äÅËÏÄÉ ÒÏŒÁÎ É Å ËÏÄÏŒ òÉ ÄÁ { óÏÌÏÍ ÏÎ Á

7. ëÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F_q ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÇÄÁ q ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ; ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÓÁÍÏ q ÐÒÏÓÔÏÅ É ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q).

ëÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ a_0a_1 : : : a_{k−1} (ÇÄÅ a_i ∈ ˚ = F_q ) ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

A(x) = a_0 + a_1x + : : : + a_{k−1}x^{k−1}

ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k. åÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A Œ n ÚÁÒÁÎÅÅ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ F_q (ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ n ⩽ q). éÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ k − 1 ÔÏÞËÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ n−k+1 ÔÏÞÅË (ÓÒÅÄÉ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ n) ÎÅÓÏ- ŒÐÁÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏ- ÌÏÍÏÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − k + 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ËÏÄÏŒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ óÉÎÇÌÔÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

ëÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ. îÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÔÕÔ Ó ÄÅ- ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅÍ: ËÁË ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓÐÏÒÞÅÎÙ? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ (ÞÅÇÏ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÚÇÌÑÄÁ ÎÅ ÓËÁ- ÖÅÛØ).

8. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÏŒ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏ- ÎÁ éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n ÔÏÞËÁÈ, ÐÒÉÞčÍ e = ⌊(n − k)=2⌋ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÎÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅŒÅÒÎÙÍÉ. (ôÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ e ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÕ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË ÐÒÉ ËÏÄÏŒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ d = n − k + 1.) äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÍ ÄÁÎÁ ÉÓËÁÖčÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ~P , ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ Œ n ÔÏÞËÁÈ É ÏÔÌÉÞÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÎÁÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ e ÔÏÞËÁÈ. ëÁË ÎÁÊÔÉ P ?

ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ e, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÐÏËÁ ÞÔÏ ÎÅ- ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÎÁÍ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ D(x) ÓÔÅÐÅÎÉ e, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ

8. äÅËÏÄÉ ÒÏŒÁÎ É Å ËÏÄÏŒ òÉ ÄÁ { óÏÌÏÍ ÏÎÁ 17

ÎÕÌØ Œ ÍÅÓÔÁÈ ÏÛÉÂÏË. ôÏÇÄÁ P (x)D(x) ÒÁŒÎÏ ~P (x)D(x) ŒÏ ŒÓÅÈ n ÔÏÞËÁÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ P (x) É ~P (x) ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÔÅ x, ÇÄÅ D(x) = 0. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) = P (x)D(x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ k + e. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅÒÎÁ

ìÅÍÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D(x) ÓÔÅÐÅÎÉ e É Q(x) ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÍÅÎÅÅ k + e, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ~P (x)D(x) = Q(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÔÏÞÅË.

õÄÏÂÎÏ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D (ÐÒÉ x^e) ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. ôÏÇÄÁ ÌÅÍÍÕ 1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. îÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÍÉ Œ ÎÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ e ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D É k + e ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q (ŒÓÅÇÏ k + 2e ÛÔÕË), Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÎÅÊ n (ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k + 2e, ÈÏÔÑ ÎÁÍ ÜÔÏ É ÎÅ ŒÁÖÎÏ).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 1, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÒÅÛÉŒ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ. ðÒÁŒÄÁ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁ- ÅÍ, ËÁË ÏÎÉ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ĂÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉĄ D É Q. ïÂ ÜÔÏÍ ÇÏŒÏÒÉÔ ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ~D(x) É ~Q(x) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 1 (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÎÕÖ- ÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ~P (x) ~D(x) = ~Q(x) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ n ÔÏÞËÁÈ). ôÏÇÄÁ

(Á) ~Q ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ~D Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ F_q [x]; (Â) ÞÁÓÔÎÏÅ ~Q= ~D ÒÁŒÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ (É ÉÓËÏÍÏÍÕ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ P . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P ~D É ~Q ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ k + e. ïÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ P = ~P , Á ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ n − e ⩾ k + e, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁŒÎÙ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÉ ÄŒÅ ÌÅÍÍÙ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÄÏŒ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ. ïÂÁ ÅÇÏ ÜÔÁÐÁ | É ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, É ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, | ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÚÁ ŒÒÅÍÑ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ n É log q.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÑÓÎÅÎÉÊ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ F_q | ŒÅÝØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ. ïÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ĂËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏ- ÇÏĄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ 0 : : : q − 1 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ log q ŒÒÅÍÑ. ðÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÔ n É log q.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÄÅËÏÄÉÒÏ- ŒÁÎÉÉ Ó ÏÛÉÂËÁÍÉ É ÐÒÏÐÕÓËÁÍÉ (ÉÌÉ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ ÇÏŒÏÒÑÔ. ĂÓÔÉ-

18 9. ëÁÓËÁÄÎÙ Å ËÏÄÙ

ÒÁÎÉÑÍÉĄ). ðÏÄ ÐÒÏÐÕÓËÏÍ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÐÏÚÉÃÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕËŒÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÁ. (üÔÏ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÎÅŒÅÒÎÁÑ ÂÕËŒÁ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÈÏÔÑ ÂÙ ÚÎÁÅÍ, Œ ËÁËÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÁ.) œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÐÕÓËÏŒ ÐÌÀÓ ÕÄŒÏÅÎ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÏ n − k (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÐÕÓË ÏÄÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÄÁčÔ ÓÎÏŒÁ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ n ÎÁ n − 1). ôÁË ÞÔÏ ÐÒÏÐÕÓËÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌ-ÏÛÉÂËÉ (ĂÄŒÁ ÐÅÒÅÅÚÄÁ | ËÁË ÏÄÉÎ ÐÏÖÁÒĄ).

œÓÅÍ ÈÏÒÏÛÉ ÜÔÉ ËÏÄÙ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ (ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ, ÄÁ ÅÝč ÂÙÔØ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ). õÍÅÎØÛÉÔØ ÁÌÆÁŒÉÔ ÍÏÖÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ËÁÓËÁÄÎÙÈ ËÏÄÏŒ, ÏÐÉÓÙŒÁ- ÅÍÕÀ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

9. ëÁÓËÁÄÎÙÅ ËÏÄÙ

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÄ Ó ÂÏÌØÛ«ÉÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ ˚. íÏÖÎÏ ÌÉ ÅÇÏ ÐÅÒÅÄÅÌÁÔØ Œ ËÏÄ Ó ÍÅÎØÛÉÍ (ÓËÁÖÅÍ, ÄŒÏÉÞÎÙÍ) ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ˚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2^s ÂÕËŒ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ ÉÚ ˚ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÂÌÏËÁ ÉÚ s ÂÉÔÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÄ ˚^k → ˚^n ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ËÏÄ B^{sk} → B^{sn}.

ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÏÎÏ ÂÙÌÏ d, ÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÄŒÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁ ÏÔÌÉÞÁ- ÀÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ d ÂÌÏËÁÈ, Á ÏÔÌÉÞÉÅ Œ ÂÌÏËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÌÉÞÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÂÉÔÅ ÜÔÏÇÏ ÂÌÏËÁ.

ïÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ, ÏÄÎÁËÏ, ŒÏÚÒÁÓÔčÔ (Œ s ÒÁÚ), ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÊ ÐÒÏÃÅÎÔ ÏÛÉÂÏË Œ ËÏÄÏŒÏÍ ÓÌÏŒÅ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ Œ s ÒÁÚ.

âÏÌÅÅ ÎÁÄčÖÎÙÊ ÄŒÏÉÞÎÙÊ ËÏÄ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÂÕ- ËŒÙ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚ ÂÌÏËÁÍÉ ÎÅ ÉÚ s ÂÉÔÏŒ, Á ÉÚ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÉÔÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÄ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂ- ËÉ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ĂËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁĄ, ÉÌÉ ĂËÏÎ- ËÁÔÅÎÁÃÉÉĄ ÄŒÕÈ ËÏÄÏŒ, ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ËÏÄÁÍ

F_1 : ˚^{k1}_1 → ˚^{n1}_1 É F_2 : ˚^{k2}_2 → ˚^{n2}_2 ;

ÅÓÌÉ |˚_1| = |˚_2|^{k2} . ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚_1 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÂÌÏË ÉÚ k_2 ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚_2 É ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÂÌÏËÏÍ ÉÚ n_2 ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚_2.

æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ĂŒÎÅÛÎÅÇÏĄ ËÏÄÁ F_1 É ĂŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÅÇÏĄ ËÏÄÁ F_2 ËÁË ËÏÄ

F : ˚^{k1k2}_2 → ˚^{n1 n2}_2

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÓÌÏŒÅ ÄÌÉÎÙ k_1k_2, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍ ÉÚ ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚_2, ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ k_1 ÂÌÏËÏŒ ÄÌÉÎÏÊ k_2. åÓÌÉ ÜÔÉ ÂÌÏËÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÕËŒÁÍÉ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚_1, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÏÊ k_1 Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ ˚_1. ðÒÉÍÅÎÉŒ Ë ÎÅÍÕ ËÏÄ F_1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÏŒÏ ÉÚ n_1 ÂÌÏËÏŒ ÄÌÉÎÙ k_2. ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÂÌÏËÏŒ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÄÏÍ F_2, ÐÏÌÕÞÉŒ n_1 ÂÌÏËÏŒ ÄÌÉÎÏÊ n_2, ÉÌÉ ŒÓÅÇÏ n_1n_2 ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚_2.

ôÅÏÒÅÍÁ. ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ ËÏÄÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁ Œ ËÏÎËÁ- ÔÅÎÁÃÉÉ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n_1 ÂÌÏËÏŒ ÄÌÉÎÏÊ n_2. õÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ËÏÄ F_1 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ d_1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÌÏ- ËÏŒ. õÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ËÏÄ F_2 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÌÏËÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ (ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ) d_2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕËŒ, ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ d_1d_2 ÒÁÚÌÉÞÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÓËÁÄÎÙÊ ËÏÄ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÏËÏÌÏ d_1d_2=2 ÏÛÉÂÏË (ÐÏÌÏŒÉÎÁ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ). îÏ ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

10. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÁÓËÁÄÎÙÈ ËÏÄÏŒ

ðÕÓÔØ ËÏÄ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÅÊ ËÏÄÏŒ F_1 É F_2. éÍÅÑ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÙ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ F_1 É F_2, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ F : ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË Ó ÐÏÍÏÝØÀ F_2-ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, Á Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÓÌÏ- ŒÕ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ F_1-ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÌ, Œ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÍ ÓÌÏŒÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ e_1 ÂÌÏËÏŒ Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ e_2 ÏÛÉÂËÁÍÉ (ÇÄÅ e_1 É e_2 | ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÛÉÂÏË ÄÌÑ ËÏÄÏŒ F_1 É F_2). üÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË (ŒÏ ŒÓÅÈ ÂÌÏ- ËÁÈ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ e_1e_2. õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ e_i ≈ d_i=2, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ d_1d_2=4 ÏÛÉÂÏË, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÞÅÔŒÅÒÔØ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ É ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÛÉÂÏË (ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ËÏ- ÄÏŒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ).

20 1 0. äÅËÏÄÉ ÒÏŒÁÎ É Å ËÁÓËÁÄÎÙ È ËÏÄÏŒ

âÏÌÅÅ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙÊ Ë ÏÛÉÂËÁÍ (É ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÙÊ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÏÚÍÏÖÅÎ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÎÅÛ- ÎÅÇÏ ËÏÄÁ (ËÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ) ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ. éÌÉ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ Ó ÏÛÉÂËÁÍÉ É ÐÒÏÐÕÓËÁÍÉ, ÐÒÉÞčÍ ÐÒÏÐÕÓË ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌ- ÏÛÉÂËÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÁčÔÓÑ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÄÏ d_1e_2 ÏÛÉÂÏË (ÞÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÏÃÅÎËÅ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ).

äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË. ëÏÄ F_2 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ e_2 = ⌊(d_2 − 1)=2⌋ ÏÛÉÂÏË. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ĂÐÏÒÏÇĄ t Œ ÄÉÁÐÁÚÏÎÅ 0 : : : e_2. (ëÁË ÅÇÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ, ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ.) ðÏÌÕÞÉŒ ÄÌÑ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ n_1 ÂÌÏËÏŒ ÐÏ n_2 ÓÉÍŒÏÌÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ F_2- ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÂÌÏËÕ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏ- ŒÅÒËÉ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÓÍÏÔÒÉÍ, Œ ÓËÏÌØËÉÈ ÐÏ- ÚÉÃÉÑÈ ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÉÅ. åÓÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ e_2 ÐÏÚÉÃÉÑÈ (Á ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÄÁÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ), ÔÏ ÜÔÏÔ ÂÌÏË ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ĂÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍĄ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÔÌÉÞÉÊ Œ ÂÌÏËÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÒÏÇÁ t, ÔÏ ÂÌÏË ÔÁËÖÅ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÅ- ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ (ĂÉÚŒÅÓÔÎÙÈĄ) ÂÌÏËÏŒ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÂÌÏËÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙ, ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ŒÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅËÏ- ÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÄÁ F_1 | ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÕÍÅÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó u ÐÒÏÐÕÓËÁÍÉ É v ÏÛÉÂËÁÍÉ, ÅÓÌÉ u + 2v ¡ d_1.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏÞÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ (ÓÒÅÄÉ n_1n_2 ÐÏ- ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ŒÈÏÄ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ) ÍÅÎØÛÅ d_1e_2, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÌÅÍÍÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÈÏÒÏÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t | ÎÏ ÜÔÏ É ÎÅ ÎÕÖÎÏ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÐÒÏÂÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÐÅÒÅÂÏÒ ÎÅ ÐÏŒÒÅÄÉÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ) É ÚÁÔÅÍ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÄÁŒÁÔØ ÍÅÎÅÅ d_1d_2=2 ÏÔÌÉÞÉÊ).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ t ŒÙ- ÂÒÁÎÏ. ðÕÓÔØ ”_i | ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË Œ i-Í ÂÌÏËÅ (ÐÒÉ i = 1; 2; : : : ; n_1). þÉÓÌÁ ”_i ÎÁÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙ, ÎÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ:

• ÅÓÌÉ ”_i ⩽ t, ÔÏ i-Ê ÂÌÏË ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ (É ÓÏÞÔčÎ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÍ);

• ÅÓÌÉ t ¡ ”_i ¡ d_2 − t, ÔÏ i-Ê ÂÌÏË ÏÂSSÑŒÌÅÎ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ (ÍÙ ÎÅ

ÍÏÇÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ ÅÇÏ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÂÌÏË É ÓÞÅÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ t, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÎÁÛÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ d_2 − t ÐÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ);

• ÎÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ”_i ⩾ d_2 − t, ÔÏ Ó i-Í ÂÌÏËÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÓÑËÏÅ (ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÞÔčÎ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÉÌÉ ÂÙÔØ ÐÒÉÎÑÔÙÍ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÂÌÏË).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ t ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ i = 1; 2; : : : ; n_1 ÄÅÌÑÔ- ÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ (ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÔÒÅÍÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁ ”_i). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff(t), fi(t) É fl(t) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ t (ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ 0 : : : e_2) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fi(t) + 2fl(t) ¡ d_1. (òÅ- ÁÌØÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÌÕÞÛÅ, ÅÓÌÉ ÂÌÏË Ó ÂÏÌØ- ÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÛÉÂÏË ÎÅ ÂÙÌ ÐÒÉÎÑÔ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÂÌÏË, Á ÂÙÌ ÓÏÞÔčÎ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍ.)

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ fi(t) + 2fl(t) ÍÅÎØÛÅ d_1. ðÒÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t ÏÔ 0 ÄÏ e_2 ÒÁŒÎÏŒÅÒÏ- ÑÔÎÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÞØ ÉÄčÔ ÐÒÏÓÔÏ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ. á ËÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÅÇÏ ËÏÄ É ŒÎÅÓčÎÎÙÅ Œ ÎÅÇÏ ÏÛÉÂËÉ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, É ÞÉÓÌÁ ”_i) ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ.

œ ÓÉÌÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ (ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÒÅÄÎÉÊ ŒËÌÁÄ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ i, Á ÐÏÔÏÍ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÐÏ ŒÓÅÍ i. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ i (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ”_i).

• åÓÌÉ ”_i ⩽ e_2, ÔÏ Œ ÔÒÅÔØÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÍÙ ÐÏÐÁÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÍ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÕÀ ÐÏÐÁÄčÍ, ËÏÇÄÁ t ¡ ”_i. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ (ÏÎÁ ÖÅ | ŒËÌÁÄ i Œ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÓÒÅÄÎÅÅ) ÅÓÔØ ”_i=(e_2 + 1).

• åÓÌÉ ”_i ¿ e_2, ÔÏ ÍÙ ÐÏÐÁÄčÍ ÌÉÂÏ ŒÏ ŒÔÏÒÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÌÉÂÏ Œ ÔÒÅÔØÀ | ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ t ⩾ d_2 − ”_i. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁŒÎÁ (e_2 + 1) − (d_2 − ”_i) e_2 + 1 ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ ŒËÌÁÄÁ ÐÏÚÉÃÉÉ i Œ fi + 2fl ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1 + e_2 + 1 − d_2 + ”_i e_2 + 1 = 2e_2 + 2 − d_2 + ”_i e_2 + 1 ⩽ ”_i + 1 e_2 + 1 ¡ ”_i e_2

(ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ, ÞÔÏ 2e_2 + 1 ⩽ d_2: ÔÁËÏŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË É ËÏÄÏŒÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÌÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ ŒÅÒÎÁ (ÈÏÔÑ É ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÁ) ÐÒÉ ” ¿ d_2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÒÅÄÎÅÅ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ”_i=e_2 ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ i É ( ∑ ”_i)=e_2 Œ ÓÕÍÍÅ. þÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ ÍÅÎØÛÅ d_1 (ŒÅÄØ ∑ ”_i ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË Œ ËÏÄÏŒÏÍ ÓÌÏŒÅ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ).

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

11. ôÅÏÒÅÍÁ æÏÒÎÉ

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ËÏÄÙ Ó ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÄÌÉÎÏÊ ËÏ- ÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ É ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÌÑ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË (e=n Œ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ) É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËÏÄÁ (k=n Œ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ) ÂÙÌÉ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ ËÏÄÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÃÅÎËÉ œÁÒÛÁ- ÍÏŒÁ { çÉÌÂÅÒÔÁ.

îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ ÂÙÌÉ ÂÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙ (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ ÐÏ n, ÄÌÉÎÅ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ), ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ.

œ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒÁÈ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ (æÏÒÎÉ, ÓÅÒÅÄÉÎÁ 1960-È ÇÏÄÏŒ) ÔÁËÏŒÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÄŒÕÈ ËÏÄÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ŒÎÅÛÎÉÍ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ, Á ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÝÅÔÓÑ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÏÃÅÎËÉ œÁÒÛÁÍÏŒÁ { çÉÌÂÅÒÔÁ. åÓÌÉ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ O(log n), ÔÏ ÅÇÏ ÐÏÉÓË É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ/ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÔ log n, ÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÐÏ n.

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÙ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, ËÁË É ÄÏÌÉ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ É ÄÏÌÑ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË ÂÙÌÉ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.

äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ŒÏÚØÍčÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÉÍÅÒ Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ F ÉÚ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ 2^{k−1} ÂÌÏËÏŒ (ÞÉÓÌÏ ÂÌÏËÏŒ | ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÒÁÚÍÅÒÁ ÐÏÌÑ). ëÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ k ÂÉÔÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÂÌÏËÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ 2^{k−1}.

œÎÅÛÎÉÍ ËÏÄÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ: ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ŒÏ ŒÓÅÈ 2^k ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÂÌÏËÏŒ ÕÄŒÁÉŒÁÅÔÓÑ.

äÁÌÅÅ ÍÙ ËÏÄÉÒÕÅÍ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÂÌÏË ÕÄÌÉÎÑÅÔ- ÓÑ ŒÄŒÏÅ (ÉÚ k ÂÉÔÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 2k). çÒÁÎÉÃÁ œÁÒÛÁÍÏŒÁ { çÉÌÂÅÒÔÁ (ÒÉÓ. 1 ÎÁ Ó. 9) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ 10% (ÏÔ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 2k) É ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ 5% ÏÛÉÂÏË.

œ ÉÔÏÇÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ËÏÄÏŒ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ Œ 4 ÒÁÚÁ É ÉÍÅÅÔ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 5% (ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒÁ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ 1;25% ÏÛÉÂÏË, Á ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÊ | 2;5%.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÅËÏ- ÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ ÉÚ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ k- ÂÉÔÏŒÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ. œÓÐÏÍÎÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÎÏ ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ F_2[t], ÐÒÏÆÁËÔÏ- ÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÔÅÐÅÎÉ k. (úÄÅÓØ F_2 = {0; 1} | ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.) ëÁË ÎÁÊÔÉ ÜÔÏÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ? óÅÊÞÁÓ Õ ÎÁÓ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁÐÁÓ ŒÒÅÍÅÎÉ É ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÉÓ- ÐÒÏÂÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÐÒÏŒÅÒÑÑ ÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. üÔÏ ÎÅ ÌÕÞÛÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ âÅÒÌÅËÜÍÐÁ, ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ 2^k É ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÅÝč ÍÅÎØÛÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÅ- ÒÅÂÏÒ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÒÁŒÎÏÊ k2^{k−1}. ðÏÓÌÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ ÐÏÌÅ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÀÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ k ŒÒÅÍÑ (ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÎÕÖÎÏ). ôÁË ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ | ÜÔÏ ÐÏÉÓË ËÏÄÁ, ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÍÙÊ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÏÃÅÎËÉ œÁÒÛÁÍÏŒÁ { çÉÌÂÅÒÔÁ. îÏ É ÏÎ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ ÐÏ 2^k (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ ÄŒÕÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÈ ÉÚ ÔÒčÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÎÁÍÉ | ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ËÏÄÏÍ, ÔÁË ËÁË ÔÁÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÄŒÏÊ- ÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ).

äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÐÅÒÅÂÏÒÁ ŒÓÅÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ (ÞÔÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ, ÔÁË ËÁË ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^k).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÍÅÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÌÑ ÉÚ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ (Ó ÞÕÔØ ÈÕÄÛÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ

24 1 2. ëÏÄ æÏÒÎÉ { œÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ { àÓÔÅÓÅÎ Á

ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p ÍÅÖÄÕ 2^k É 2^{k+1}. ôÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ (ĂÐÏÓÔÕÌÁÔ âÅÒÔÒÁÎÁĂ, ÏÎ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ þÅÂÙÛčŒÁ), É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ 2^k ÞÉÓÌÏ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ).

12. ëÏÄ æÏÒÎÉ { œÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ { àÓÔÅÓÅ- ÎÁ éÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ æÏÒÎÉ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ) ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ àÓÔÅÓÅÎÏÍ. åč ÉÄÅÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÏÂÑ- ÚÁÎÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÂÌÏËÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÌÏËÏŒ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÅ- ÕÄÁÞÎÙÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ, ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ (ÈÏÔÑ É ÐÒÉŒÅÄčÔ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ (ÓÌÅÄÕÑ œÏÚÅÎËÒÁÆÔÕ) ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏÄÏŒ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÒÏÛÉÅ. á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÐÕÓÔØ F | ÐÏÌÅ ÉÚ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ k-ÂÉÔÏŒÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ff ∈ F ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÄ

C_ff : x → (x; ff · x)

(Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ k ÂÉÔÁÍ ÄÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÅÝč k ÂÉÔÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ff Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÌÑ F). íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÏÌÅ F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÂÉÔÏŒÏÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÓÔÒÏË ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. (éÍÅÎÎÏ ÔÁË É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÏÌÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ.) ôÏÇÄÁ ËÏÄ C_ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ ff ∈ F).

îÅ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÄ C_ff ÈÏÒÏÛ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ff = 0 ÍÙ ÄÏÐÉÓÙŒÁÅÍ ÎÕÌÉ, ÞÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ; ÐÒÉ ff = 1 ÍÙ ÄÕÂÌÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ÓÌÏŒÁ x, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÎÅ ÄÁčÔ. îÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ” ¿ 0 ÄÏÌÑ ÔÅÈ ff ∈ F, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÄÁ C_ff ÂÏÌØÛÅ ”k, ÂÌÉÚËÁ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ œÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ. äÏÌÑ ÔÅÈ ff ∈ F, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄ C_ff ÉÍÅÅÔ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ s, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

V_2(s; k)^2 2^k : ðÏÓËÏÌØËÕ V_2(s; k) ≈ 2^{kH(s=k)}, ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ s=k ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÐÒÉ- ÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏÅ 2^{(2H(s=k)−1)k}, ÂÌÉÚËÏ Ë ÎÕÌÀ.

1 2. ëÏÄ æÏÒÎ É { œÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ { àÓÔÅÓÅÎ Á 25

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ œÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ. ðÕÓÔØ ËÏ- ÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÌÑ C_ff ÎÅ ÂÏÌØÛÅ s. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÄ ÌÉÎÅÅÎ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÌÏŒÏ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÂÉÔÏŒÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ x É ffx ÎÅ ÂÏÌØÛÅ s. œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÓÌÏŒÁ x É ffx ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ s Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ. ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ff ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÄÒÏÂÉ, ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅ- ÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÁÔ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÛÁÒÅ, Á ÔÁËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ËŒÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÛÁÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ V_2(s; k)^2. á ŒÓÅÇÏ Œ ÐÏÌÅ F ÉÍÅÅÔÓÑ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ É ÄÁčÔ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÓËÁÄÎÙÊ ËÏÄ æÏÒÎÉ { œÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ { àÓ- ÔÅÓÅÎÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÌÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÄÙ C_ff. ëÏÎËÒÅÔ- ÎÏ ÜÔÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË. ëÁË É Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ æÏÒÎÉ, ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó 2^{k−1} ÂÌÏËÏŒ ÄÌÉÎÙ k, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÂÌÏËÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F. üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎÅÅ 2^{k−1}. úÁÔÅÍ ÍÙ ÂÅÒčÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ F É ÐÏÄŒÅÒÇÁÅÍ ÉÈ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÍÕ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÀ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ P (x) ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ËÏÄ C_x, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍ ÐÁÒÕ (P (x); xP (x))

ËÁË ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ 2k. œÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ŒÍÅÓÔÅ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ 2k2^k.

üÔÏÔ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ 25% (ÕÄÌÉÎÑÅÔ ÓÌÏŒÁ Œ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ). ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ (ÄÅÌčÎÎÏÅ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÉÍŒÏÌ) ÏÔÄÅÌÅÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ËÁË É Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ æÏÒÎÉ.

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË: ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ” ¿ 0 ÄÏÌÑ ÔÅÈ x ∈ F, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÄÁ C_x (Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÓÉÍ- ŒÏÌ) ÍÅÎØÛÅ ”, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1%. á ÏÄÉÎ ÐÒÏÃÅÎÔ ÂÌÏËÏŒ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ËÏÄÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÐÏŒÌÉÑÔØ ÎÁ ÅÇÏ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ.

1. ðÒÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÄÁ É ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÔÒÅ- ÂÕÀÔ ÐÅÒÅÂÏÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ (Œ ÔÅÈ ÂÌÏ- ËÁÈ, ÇÄÅ ÏÎÏ ÕÄÁčÔÓÑ) ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÅÒÅÂÏÒÁ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ.

2. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÏÄ ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÂÅÚÏ ŒÓÑËÏÇÏ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ Ï ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ŒÓč ËÁË Œ ËÏÄÁÈ òÉÄÁ { óÏ- ÌÏÍÏÎÁ, ÔÏÌØËÏ ÂÅÒčÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ) ÎÅ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ P (x), Á ÄŒÕÈ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xP (x). äÒÕÇÉÍÉ

ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÍ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ Œ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÄŒÁÖÄÙ | ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, | É ÏÂSSÅÄÉÎÑÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

13. ïÃÅÎËÁ ðÌÏÔËÉÎÁ

òÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ èÜÍÍÉÎÇÁ É çÉÌÂÅÒÔÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÒÁ- ÚÉÔÅÌØÎÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÒÉÓ. 1: ÐÒÉ d ¿ n=2 ÇÒÁÎÉÃÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÎÅ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ËÏÄÏŒ, Á ÇÒÁÎÉÃÁ çÉÌÂÅÒÔÁ ÎÅ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÕÅÔ ÉÈ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ. þÔÏ ÖÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ? (òÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÄŒÏÉÞÎÙÈ ËÏÄÁÈ, ËÏÇÄÁ ˚ = {0; 1}.)

íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ B^n ÒÁŒÎÏ n. ôÏÞËÉ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏ- ÚÉÃÉÑÈ, É ÐÏÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ Ó ÐÏÐÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ n ÎÁÊÔÉ ÎÅÌØÚÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ É ÉÓËÁÔØ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ Ó ÐÏÐÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 0;99n, ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ: ÅÓÌÉ B É C ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ A Œ 99% ÍÅÓÔ, ÔÏ B ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó C ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ 98% ÍÅÓÔ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÐÏ ÓÔÏÌØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÐÒÉÞÉ- ÎÁÍ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÏÌÉ fi ¿ 1=2.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ fi ¿ 1=2. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ B^n, ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ fin, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1 2fi − 1

+ 1:

úÄÅÓØ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n (ÈÏÔÑ É ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ fi: ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ fi Ë 1=2, ÔÅÍ ÓÌÁÂÅÅ ÏÃÅÎËÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. õÄÏÂÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃ É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃ, ÓÞÉÔÁÑ ÉÈ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ Œ R^n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ Œ R^n, ÐÏÌÏÖÉŒ

(⟨x_1; : : : ; x_n⟩; ⟨y_1; : : : ; y_n⟩) = ∑ x_iy_i n : òÁÚÎÉÃÁ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ R^n ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ Œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n. üÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ (ËÏÔÏÒÏÅ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ ÐÌÀÓ-ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃ) ÒÁŒÎÁ 1.

1 3. ïÃÅÎ ËÁ ð ÌÏÔËÉ Î Á 27

åÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÂÏÌØ- ÛÅ fin, ÔÏ ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ É ÍÅÎØÛÅ 1 − 2fi. ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ: ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ N ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : : ; e_N Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÎØÛÅ 1 − 2fi, ÔÏ

0 ⩽ (e_1 + : : : + e_N ; e_1 + : : : + e_N ) ⩽ N + N(N − 1)(1 − 2fi);

(ÉÍÅÅÔÓÑ N ËŒÁÄÒÁÔÏŒ É N(N − 1) ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ), ÏÔËÕÄÁ

N − 1 ⩽ 1 2fi − 1 ; ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ Œ ÌÅÍÍÅ.

ôÁËÏÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÒÏÓÌÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n, ÎÁ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 25% ÏÛÉ- ÂÏË ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÒÉÓ. 1 ÎÉËÁËÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ËÏÄÏŒ ÎÅÔ, ÈÏÔÑ ÏÃÅÎËÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÉÈ É ÎÅ ÚÁ- ÐÒÅÝÁÅÔ.

åÓÌÉ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÌÑ ÏÛÉÂÏË ÂÙÌÁ ÂÙ ÈÏÔØ ÞÕÔØ-ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ 50%, ÔÏ ŒÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÔÕÐÙÍÉ É ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n + 1, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

åÓÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÔÕÐÙÅ ÕÇÌÙ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÁ x_0; : : : ; x_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÔÕÐÙÅ ÕÇÌÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x_1; : : : ; x_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ˘_1x_1 + : : : + ˘_kx_k = 0

œÙÞÅÒËÎÅÍ ŒÓÅ ÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. åÓÌÉ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÚÎÁË, ÔÏ ÕÍÎÏÖÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ x_0 É ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ: ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

åÓÌÉ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ, ÔÏ ÒÁÚÎÅ- ÓčÍ ÉÈ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

˘_ix_i + : : : = ˘_j x_j + : : : ;

ÇÄÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. åÓÌÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÓÍÏÔÒÉ ŒÙÛÅ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÔ, ÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ ÎÁ ÐÒÁŒÕÀ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ) É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓÕÍÍÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ É ÐÒÑÍÙÅ ÕÇÌÙ (ÎÁÒÑÄÕ Ó ÔÕÐÙÍÉ) ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÏÚÒÁÓÔčÔ ÄÏ 2n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÌÀÓ-ÍÉÎÕÓ ŒÅËÔÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÉÈ ËÁË ÒÁÚ 2n. âÏÌØÛÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÚÑÔØ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ:

åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÒÑÍÙÅ ÉÌÉ ÔÕÐÙÅ ÕÇÌÙ, ÔÏ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2n.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÍÅÎØ- ÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ) É ŒÅËÔÏÒÙ x_1; : : : ; x_n ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. œÙÒÁÚÉÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ x_k (ÐÒÉ k ¿ n) ÞÅÒÅÚ x_1; : : : ; x_n.

ûÁÇ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ (Á Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÏÎÉ ÅÓÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ x_k ≠ 0) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É Œ ËÁËÏÍ- ÔÏ ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ x_k = ˘_1x_1 + : : : + ˘_nx_n:

ÅÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ˘_i. ðÅÒÅÎÅÓčÍ ŒÓÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÙ Œ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

x_k + (−˘_s)x_s + : : : = ˘_tx_t + : : : ;

ÇÄÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ (ŒÅÄØ ÂÙÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ). ôÏÇÄÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÅŒÁÑ) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÁÚÉÓÁ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ ÎÁ ÐÒÁŒÕÀ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓËÁ- ÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ) É ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓËÁ- ÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). ðÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉÅ.

ûÁÇ 2. åÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÏÌØÛÅ 2n, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÁ x_k ÐÒÉ k ¿ n (ÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n + 1 ÛÔÕË Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÈ ÎÕÌÅŒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÎÅ ÍÏ- ÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ŒÅÄØ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ

1 4. õÌÕÞÛÅÎÉ Å ÏÃÅÎ ËÉ óÉ Î ÇÌÔÏÎ Á 29

x_1; : : : ; x_n ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ É ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕ- ÇÏÍ ÎÅ ÍÏÇÕÔ. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ É ÍÏÖÎÏ ÓÎÏŒÁ ÒÁÚÎÅÓÔÉ ÉÈ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ ÞÁÓÔÑÍ:

¯_sx_s + : : : = ¯_tx_t + : : : ;

ÇÄÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ¯_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. ïÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÞÌÅÎ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ (ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁ- ÅÍ ÐÒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÐÒÁŒÏÊ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ) É ÎÅÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ (ËÁË ÓÕÍÍÁ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÏÃÅÎËÅ ðÌÏÔËÉÎÁ: ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n Ó ÐÏÐÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n=2 ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ 2n.

14. õÌÕÞÛÅÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ óÉÎÇÌÔÏÎÁ

éÍÅÑ ÏÃÅÎËÕ ðÌÏÔËÉÎÁ, ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏ- ÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÃÅÎËÉ óÉÎÇÌÔÏÎÁ, É ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÄÏŒ Œ ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁ- ŒÉÔÅ.

ðÕÓÔØ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ n, ÄÌÉÎÕ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏ- ŒÁ k É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d (ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, [n; k; d]_2-ËÏÄ; ÉÎÄÅËÓ 2 | ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ). ðÒÉÎÃÉÐ äÉÒÉÈÌÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ÏÔ 1 ÄÏ k − 1 ÓÒÅÄÉ 2^k ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ 2^{k−t} ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÐÅÒŒÙÈ t ÂÉÔÁÈ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÄ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ [n − t; k − t; d]_2 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒŒÙÅ t ÂÉÔÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, d ÒÁÚÌÉÞÉÊ ÐÒÉÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ n − t ÂÉÔÏŒ).

äÏËÁÚÙŒÁÑ ÏÃÅÎËÕ óÉÎÇÌÔÏÎÁ, ÍÙ ÂÒÁÌÉ t = k − 1 É ÚÁÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ:

n − (k − 1) ⩾ d

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ ÍÅÎØÛÅÅ t, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Õ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÕÄŒÏÅÎÎÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ:

n − t = 2d; ÉÌÉ t = n − 2d:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÃÅÎËÅ ðÌÏÔËÉÎÁ, ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÕÄŒÏ- ÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ:

2^{k−t} ⩽ 4d; ÉÌÉ k − n + 2d ⩽ log 4d:

úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ d ⩽ n É ÄÅÌÑ ÎÁ n ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ k n + 2 d n ⩽ 1 + 4 log n=n:

ðÒÉ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ É ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏŒÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ (ÐÕÎËÔÉÒ ÎÁ ÒÉÓ. 2).

òÉÓ. 2. õÌÕÞÛÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ óÉÎÇÌÔÏÎÁ.

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÅ-ÇÄÅ ÓÉÌØÎÅÅ, Á ËÏÅ-ÇÄÅ ÓÌÁÂÅÅ ÇÒÁÎÉÃÙ èÜÍ- ÍÉÎÇÁ.

15. ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁ

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ ðÌÏÔËÉÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ n ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ËÏÄÙ áÄÁ- ÍÁÒÁ.

ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2n ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÏŒÎÏ Œ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÐÏÚÉÃÉÊ (ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ), ÌÉÂÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ.

ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÉ n = 2^s. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÚÉÃÉÉ Œ ÓÌÏŒÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ŒÅÒÛÉÎÙ s-ÍÅÒÎÏÇÏ ÂÕÌÅŒÁ ËÕÂÁ B^s, Á ÓÌÏŒÁ | ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ B^s → B. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ 2^s = n ŒÅÒÛÉÎÁÈ, É ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ŒÏÚØÍčÍ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÉÄÁ

⟨x_1; : : : ; x_s⟩ → a_0 + a_1x_1 + : : : + a_sx_s

ÐÒÉ a_0; : : : ; a_s ∈ B (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ | ËÁË Œ ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓŒÏÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ 2^{s+1} = 2n ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

äŒÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÉÂÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (ÅÓÌÉ ÏÔ- ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ a_0), ÌÉÂÏ ÒÏŒÎÏ Œ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÔÏÞÅË (ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ B). ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, Ï ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ËÏÄÁ áÄÁÍÁ- ÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÀÓ-ÍÉÎÕÓ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (ÚÁÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÀ ÅÄÉÎÉÃÙ Ë ÁÆÆÉÎ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ a_0).

éÔÁË, Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ŒÒÅÍÅÎÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÑŒÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÉ ËÏÄÏŒ ÄÌÑ ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ: ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ, ËÏÄ æÏÒ- ÎÉ { àÓÔÅÓÅÎÁ { œÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ É ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ. ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, ÂÌÉÚËÉÊ Ë 100%, ÎÏ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÛÉÂËÕ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË (ÄÏ 25%), ÎÏ ÚÁÔÏ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. ëÏÄ æÏÒÎÉ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ: Õ ÎÅÇÏ É ÄÏÌÑ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË, É ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÈÏÔÑ É ÎÅŒÅÌÉËÉ.

äÌÑ ÂÏÌØÛ«ÉÈ ÁÌÆÁŒÉÔÏŒ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÌÕÞÛÅ: ÔÁÍ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏ- ÎÁ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏÓÔÉÞØ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ É ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ (ÐÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ óÉÎÇÌÔÏÎÁ) ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÑŒÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÄ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÊÓÑ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ ðÌÏÔËÉÎÁ (50%), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÁÓËÁÄÎÙÊ ËÏÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ËÏÄÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ, Á ŒÎÅÛÎÉÍ | ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ.

32 1 6. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎ ÏÅ ÄÅËÏÄÉ ÒÏŒÁÎ É Å ËÏÄÏŒ áÄÁÍ ÁÒÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ Ó 2^{m+1} ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^m. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÅÇÏ ËÁË ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ËÏÄÁ ÁÌÆÁŒÉÔ ÉÚ 2^{m+1} ÓÉÍŒÏÌÏŒ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁÐÉÓÉ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÖÅÒÔŒÕ- ÅÍ ÐÏÌÏŒÉÎÏÊ É ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÉÛØ 2^m ÉÚ ÎÉÈ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ” ¿ 0. œÎÅÛÎÉÊ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ”2^m ÔÁËÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ (ÂÌÏËÏŒ ÉÚ m ÂÉÔÏŒ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ 2^m ÓÉÍŒÏÌÏŒ (ÂÌÏËÏŒ), ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ 2^m ÂÉÔÁÍÉ.

œ ÉÔÏÇÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÔÁËÏŒÙ: ÄÌÉÎÁ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ- ŒÁ ”m2^m; ÄÌÉÎÁ ŒÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ (2^m)^2; ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (Œ ÒÁÓ- ÞčÔÅ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÄÏŒÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ^1_2 (1 − ”).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÓÔÉÞØ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë 50% (ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ”). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉ- ÎÁ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÉ- ÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ.

(ôÁËÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÌÉÛØ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁÛ ËÏÄ ÏÐÉÓÁÎ ÑŒÎÏ | ÇÒÁÎÉÃÁ œÁÒÛÁÍÏŒÁ { çÉÌÂÅÒÔÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ Ó ÌÕÞÛÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ÌÉÂÏ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ, ÌÉÂÏ ËÁË ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ ÄÌÑ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏ- ÌÏÍÏÎÁ, ËÁË Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ æÏÒÎÉ.)

16. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÏŒ áÄÁÍÁÒÁ

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ff ¡ 1=4. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ Ó ÉÓÐÒÁ- ŒÌÅÎÉÅÍ ÄÏ ff ÏÛÉÂÏË (ÎÁ ÓÉÍŒÏÌ).

íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ? ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÜÔÏ- ÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ: ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ÞÅÇÏ? ïÔ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÉÌÉ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ? ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ËÏÄÉÒÕÅÍ m + 1 ÂÉÔÏŒ Ó ÐÏÍÏÝØÀ 2^m ÂÉÔÏŒ, ÒÁÚÎÉÃÁ ŒÅÓØÍÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÁ.

ôÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÔÁËÏŒ: ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ 2^m ŒÒÅÍÑ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ŒÓÅ 2^{m+1} ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÄÉÒÕÅÍÙÈ ÓÌÏŒ É ÎÁÊÔÉ ÎÕÖÎÏÅ, Á ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ŒÒÅÍÑ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÌÉÛØ ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÕÀ ÞÁÓÔØ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, É ŒÓÑ ÜÔÁ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ

1 6. œÅÒÏÑÔÎ ÏÓÔÎÏÅ ÄÅËÏÄÉ ÒÏŒÁÎ É Å ËÏÄÏŒ áÄÁÍ ÁÒÁ 33

ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÚÏÎÕ ÏÛÉÂÏË, ÔÁË ÞÔÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

(âÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÐÒÏŒÅÄčÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ- ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÔÏÍ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÐÏÚÉÃÉÉ Œ ËÏÄÏŒÏÍ ÓÌÏŒÅ ÍÙ ÐÒÏÞÌÉ, É ŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÜÔÉ ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÕÌÅŒÙÍÉ; ÄÏÌÑ ÏÛÉÂÏË ÂÕÄÅÔ ÎÅŒÅÌÉËÁ, Á ÄÅËÏÄÉ- ÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÒÕÛÅÎÏ.)

äÒÕÇÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ: ÇÏŒÏÒÑ Ï ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉ- ÎÙ 2^m ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ŒÒÅÍÑ, ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÍ ĂËÁË ÏÒÁËÕÌĄ: ÐÏ ÎÏÍÅÒÕ ÂÉÔÁ (ÜÔÏÔ ÎÏÍÅÒ ÉÍÅ- ÅÔ ÄÌÉÎÕ m) ÎÁÍ ÓÏÏÂÝÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÂÉÔÁ. (üÔÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÁŒÁÔØ ÎÁ ŒÈÏÄ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉ- ÎÙ 2^m ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÕÐÎÏ ÌÉÛØ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.)

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÏÍ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ. ôÏÞÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ff ¡ 1=4 É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÞÉÓÌÏ m É (Œ ŒÉÄÅ ÏÒÁËÕÌÁ) ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ 2^m Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ff2^m ÏÛÉÂÏË, ÒÁÂÏ- ÔÁÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ŒÒÅÍÑ É ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1 − ”.

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÉÊ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ff É ÏÔ ”: ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ff Ë 1=4 É ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ ”, ÔÅÍ ÄÏÌØÛÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅÉÚ- ŒÅÓÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : B^n → B; ÉÍÅÀÝÅÊ ŒÉÄ

f(x_1; : : : ; x_n) = f_0 + f_1x_1 + f_2x_2 + : : : + f_nx_n

Œ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ff. ëÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔ f_1 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ, ÏÔÌÉ- ÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ:

f_1 = f(x_1 + 1; x_2; : : : ; x_n) − f(x_1; : : : ; x_n):

åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ (x_1; : : : ; x_n) ŒÚÑÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÓÄŒÉÎÕÔÁÑ ÔÏÞËÁ (x_1 + 1; : : : ; x_n) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÉ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÂÕÄÕÔ

ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ). ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ Ó ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2ff, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ f_1 ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÏ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − 2ff ¿ 50%.

ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ (ÄÌÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÏÞÅË) É ÚÁÔÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÏÔŒÅÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏÍ, ÍÏÖÎÏ (ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ) ÂÙÓÔÒÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f_1 ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂ- ËÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄčÍ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ f_i, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ f_0 (ÔÏÖÅ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÔÏÞËÁÍ).

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÉ (É ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÉ) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÕÂÙŒÁÅÔ ÂÙÓÔÒÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Åč, ÓËÁÖÅÍ, ÍÅÎØÛÅ 2^{−m}, ÏÓÔÁŒÉŒ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÐÏ m.

17. ëÏÄÙ òÉÄÁ { íÁÌÌÅÒÁ

ëÏÄÙ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ É ËÏÄÙ áÄÁÍÁÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ËÒÁÊÎÉ- ÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ËÏÄÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ËÏÄÁÍÉ òÉÄÁ { íÁÌÌÅÒÁ: Œ ËÏÄÁÈ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Á Œ ËÏÄÁÈ áÄÁÍÁÒÁ { ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÏ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ d ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_q . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. (ðÒÉ k = 1 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÏ- ÄÙ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ, ÐÒÉ d = 1 | ËÏÄÙ áÄÁÍÁÒÁ.) áÌÆÁŒÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÓÉÍŒÏÌÏŒ (ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ); ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ d ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ F^k | ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ.

äÌÉÎÁ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÒÁŒÎÁ q^k, Á ÄÌÉÎÁ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

m_1 + : : : + m_k ⩽ d

Œ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ C^k_{d+k} (ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÒÑÄÁ ÉÚ d ÏÂSSÅËÔÏŒ ÎÁ k + 1 ÇÒÕÐÐ Ó ÐÏÍÏÝØÀ k ÐÅÒÅÇÏÒÏÄÏË; ÞÉÓÌÁ m_1; : : : ; m_k | ÞÉÓÌÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÁÍÉ; ÏÂSSÅËÔÙ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÉ ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ ÎÉ Œ ÏÄÎÏ m_i É ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÞÁÓÔÑÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.)

ïÃÅÎËÁ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÓÎÏŒÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ:

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ F_q | ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á P (x_1; : : : ; x_k) ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÏÔ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÍ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ (ÓÕÍÍÁÒ- ÎÁÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ) ÒÁŒÎÁ d. ôÏÇÄÁ ÄÏÌÑ ÔÏÞÅË (x_1; : : : ; x_k) ∈ F^k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ P (x_1; : : : ; x_k) = 0;

ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ d=q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÍÍÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d, Œ ËÏÔÏÒÙÊ ŒÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ËÏÒÎÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ) ÄÏÌÑ ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d=q, É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÉÈ ÕÓÒÅÄÎÉÔØ.

ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÍÏÖÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÓŒÏÄÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ); ÐÒÏÝÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ k = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍ- ÍÙ ÏÂÝÅÉÚŒÅÓÔÎÏ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ k ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÔÁË. œÙÄÅÌÉÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, x_1, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÎÏÍ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎØÀ ÐÏ x_1. ðÕÓÔØ ÜÔÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ s; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, s ⩽ d. úÁÐÉÛÅÍ P ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏ x_1, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x_2; : : : ; x_k. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^s_1 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x_2; : : : ; x_k) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d − s. óÌÕÞÁÊ d − s = 0 ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ x_1; : : : ; x_k ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ

Q(x_2; : : : ; x_k) = 0

ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (d−s)=q, Á ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ P (x_1; : : : ; x_k) = 0; ÎÏ Q(x_2; : : : ; x_k) ≠ 0

ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ s=q, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_2; : : : ; x_k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Q(x_2; : : : ; x_k) ≠ 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ s ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_1, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ P (x_1; : : : ; x_k) = 0. (ôÁË ÞÔÏ ÄÁÖÅ É ÕÓÌÏŒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ

P (x_1; : : : ; x_k) = 0 ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ Q(x_2; : : : ; x_k) ≠ 0

ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ s=q.) óËÌÁÄÙŒÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ d=q. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ q^k(1 − d=q), ÔÏ ÅÓÔØ (1−d=q) Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÉÍŒÏÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ d = 1 É q = 2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 50%, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ ÄÌÑ ËÏÄÏŒ áÄÁÍÁÒÁ.

äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ k = 2. ëÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q^2 ÓÉÍŒÏÌÏŒ, Á ËÏÄÉÒÕÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ C^2_{d+2} = (d + 1)(d + 2)=2 ≈ d^2=2 ÓÉÍŒÏÌÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËÏÄÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎ (1=2)d^2=q^2, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÈÕÖÅ, ÞÅÍ Õ ËÏÄÏŒ òÉ- ÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÐÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÕÄÅÌØÎÏÍ ËÏÄÏŒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1−d=q. úÁÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÔÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÒÁŒÅÎ ËÏÒÎÀ ÉÚ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ (Á ÎÅ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÅ).

18. ëÏÄÙ âþè

üÔÉ ËÏÄÙ ÎÁÚŒÁÎÙ âþè (Œ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ | BCH) ÐÏ ÉÍÅ- ÎÁÍ ÓŒÏÉÈ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌÅÊ: âÏÕÚÁ (Bose), þÏÕÄÈÕÒÉ (Ray-Chaudhuri) É èÏËŒÉÎÇÅÍÁ (Hocquenghem). ïÎÉ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÎÁÄ ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ É ÐÒÉÍÙ- ËÁÀÔ Ë ËÏÄÕ èÜÍÍÉÎÇÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ F ÉÚ n = 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ. ôÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

A(x) = a_0 + a_1x + : : : + a_{n−1}x^{n−1}

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ n ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_0; : : : ; a_{n−1}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ n ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ F, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ↔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F. (üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕ- ÒØÅ.)

îÁÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. œÏ- ÐÅÒŒÙÈ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ n − s (ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ s). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÉÅ s ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÑÌÉÓØ ÎÕÌÀ. (ôÁÂÌÉÃÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÁ- ËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ËÁË ÍÙ ÐÏÍÎÉÍ, ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ s + 1.)

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ÅÝč, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ ÒÁŒÎÑÌÉÓØ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÐÏÌÑ F). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁÂÌÉÃÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÄŒÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÄÌÉÎÙ n.

œÓÅ ÔÁËÉÅ ÔÁÂÌÉÃÙ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ËÏÄÁ âþè. ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÓÌÏŒÏ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÄÏŒÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ËÏÄÁ âþè, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÐÒÉÎÉÍÁ- ÀÝÉÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ n ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ F ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ n − s. (úÄÅÓØ n É s | ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÄÁ.)

ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ s + 1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ Ó ÔÁËÉÍ ËÏÄÏŒÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉ- ÅÍ). óÌÏÖÎÅÅ ÐÏÎÑÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ. èÏÔÑ ÏÂÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A ÐÒÏÓÔÙ, ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, Á ÄÒÕÇÏÅ | Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÏÎÉ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ. œ ÐÏ- ÌÅ F ŒÙÄÅÌÉÍ ÐÏÄÐÏÌÅ F_2 ⊂ F, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ. [þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 1 + 1 = 0 Œ F, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ F ÒÁŒÎÁ 2. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁŒÎÁ p ¿ 2, ÔÏ Œ F ÅÓÔØ ÐÏÄÐÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É F ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ F ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÁ p.]

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ F; ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ s ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Œ ÎÕÌØ ÚÁÄÁčÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÏ ŒÔÏÒÏÅ ÎÁÛÅ ÕÓÌÏŒÉÅ | ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÕÌÉ É ÅÄÉ- ÎÉÃÙ | ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÁÄ F. ïÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÎÁÄ F_2 (ÐÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ËÏÄÁ âþè (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ C) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2, É ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ F_2-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

åÓÌÉ ÂÙ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ s ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ, ÔÏ F_2-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ C ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁŒÎÁ n. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ s ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÚÁÄÁčÔÓÑ k ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ: ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÏÌÀ F, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k ÎÁÄ F_2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ: F_2-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ C ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − sk, ÔÏ ÅÓÔØ n − s log n.

üÔÏ ÕÖÅ ËÏÅ-ÞÔÏ: ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ n Ó s log n ÐÒÏŒÅÒÏÞ- ÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ (É n − s log n ÚÎÁÞÁÝÉÍÉ) É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ s + 1. îÁ-

ÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ s = 2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÄ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 3 (ËÁË É Õ ËÏÄÁ èÜÍÍÉÎÇÁ) É 2 log n ÐÒÏŒÅÒÏÞÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ (ÞÔÏ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ èÜÍÍÉÎÇÁ).

ïÄÎÁËÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÝč ÎÅÍÎÏÇÏ ÌÕÞÛÅ: ks ÕÓÌÏŒÉÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ Œ ÎÕÌØ ÓÔÁÒÛÉÈ s ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2. þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÜÔÏ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÅÝč ËÏÅ-ÞÔÏ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ĂŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A | ÎÕÌÉ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÙĄ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: A^2(x) = A(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ F. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A^2 − A ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ F. üÔÏ ÎÅ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ ÎÕÌÅŒÙÅ (ŒÅÄØ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A^2 − A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÞÔÉ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÏÌÅ), Á ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÛØ, ÞÔÏ A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P (x) = ∏ ff∈F (x − ff)

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ x^n − x. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁ- ÇÒÁÎÖÁ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏ- ÌÑ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ, ÒÁŒÎÙÊ n − 1 (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÑ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÏÊ; ÎÏ ÜÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ŒÁÖÎÏ). ðÏÜÔÏÍÕ x^{n−1} = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÌÑ, É x^n = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÌÑ. úÎÁ- ÞÉÔ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^n −x ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ, ÐÏÜÔÏ- ÍÕ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ P ; ÏÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

éÔÁË, ÕÓÌÏŒÉÅ ĂŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A | ÎÕÌÉ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÙĄ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ- ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: A^2 −A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^n −x ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ. ëÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A?

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ x^n − x ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. îÁÄÏ ÐÏÎÉÚÉÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

x^n → x x^{n+1} → x^2 x^{n+2} → x^3 : : :

x^{2n−2} → x^{n−1}

(äÁÌØÛÅ ÄÏÌÖÎÁ ÉÄÔÉ ÓÔÒÏËÁ x^{2n−1} → x^n → x, ÎÏ ÄÏ ÔÁËÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÌÏ ÎÅ ÄÏÊÄčÔ.) úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅ- ÎÙ. (üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ĂÕÇÏÌËÏÍĄ.)

óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A^2 − A, ÅÓÌÉ

A(x) = a_{n−1}x^{n−1} + a_{n−2}x^{n−2} + : : : + a_1x + a_0:

œÙÞÉÓÌÉÔØ A^2 ÌÅÇËÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2, ÇÄÅ 1 + 1 = 0, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (u + v)^2 = u^2 + v^2, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎ Ó 2uv ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ËŒÁÄÒÁÔ ÓÕÍÍÙ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, É

A^2(x) = a_{n−1}x^{2n−2} + a_{n−2}x^{2n−4} + : : : + a_1x^2 + a_0:

äÅÌÉÍÏÓÔØ A^2 − A ÎÁ x^n − x ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÉÚ A^2 ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØÓÑ A, ÔÏ ÅÓÔØ

a^2_{n−1} = a_{n−1} a^2_{n−2} = a_{n−3}

a^2_{n−3} = a_{n−5} : : :

a^2_{n=2} = a_1

(ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÚÁÍÅÔÉŒ, ÞÔÏ n ÞčÔÎÏ É ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÓÕÍÍÁ n−1 É ÉÎÄÅËÓÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ŒÉÄ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ F_2-ÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2).

éÔÁË, ÍÙ ÚÁÐÉÓÁÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ ĂŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A | ÎÕÌÉ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÙĄ Œ ŒÉÄÅ F_2-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÙ. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n. á ÈÏÔÉÍ ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ a_{n−1} = 0, . . . , a_{n−s} = 0.

ðÒÏ a_{n−1} ÍÙ É ÔÁË ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ a^2_{n−1} = a_{n−1}, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ a_{n−1} ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÅ a_{n−1} = 0 ÕÍÅÎØÛÁ- ÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÁ 1 (Á ÎÅ ÎÁ k, ËÁË ÂÙÌÏ Œ

40 1 9. âþè É èÜÍ Í É Î Ç

ÎÁÛÅÊ ÐÒÅÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÅ). äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÙÒÁÖÁÀÔ a_{n−3}, a_{n−5},. . . , a_1 ÞÅÒÅÚ a_i Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÌÉÛØ ÄÌÑ a_{n−2}, a_{n−4}, . . . ŒÐÌÏÔØ ÄÏ a_{n−s} (ÄÌÑ ÞčÔÎÏÇÏ s) É a_{n−s+1} (ÄÌÑ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ s).

ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÅÍ ÞčÔÎÏÇÏ s (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ s + 1, É ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ s=2 ÏÛÉÂÏË). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ s=2 ÕÓÌÏŒÉÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÐÌÀÓ ÅÝč ÏÄÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 (ÎÁ a_{n−1}). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F_2-ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÄÏŒ âþè ÄÌÉÎÙ n Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ s + 1 ÄÌÑ ÞčÔÎÏÇÏ s ÒÁŒÎÁ n − 1 − ks=2 = n − 1 − (s=2) log n.

óÌÏŒÁÍÉ: ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÕÀ ÏÛÉÂËÕ ÎÕÖÎÏ log n ËÏÎÔÒÏÌØ- ÎÙÈ ÂÉÔÏŒ, ÐÌÀÓ ÅÝč ÏÄÉÎ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ÂÉÔ ÎÁ ŒÓÅÈ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ âþè-ËÏÄÏŒ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ èÜÍÍÉÎ- ÇÁ. ûÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ e = s=2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ C^e_n ≈ n^e=e! ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ e ≪ n É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁÍÅÎÑÅÍ n(n − 1) : : : (n − e + 1) ÎÁ n^e). çÒÁÎÉÃÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ

n − log(n^e=e!) = n − e log n + log e!;

ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ËÁË ÒÁÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ âþè-ËÏÄÁÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÌÉÛØ ÎÁ log e!.

19. âþè É èÜÍÍÉÎÇ

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÄÁ âþè.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k = 3, n = 8 É ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÏÌÅ F_8. íÎÏÇÏÞÌÅÎ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ 8 ÔÏÞ- ËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ, Á ÔÁËÖÅ 8 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_7; a_6; : : : ; a_0. õÓÌÏŒÉÅ ĂA ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1Ą ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

a^2_7 = a_7; a^2_6 = a_5; a^2_5 = a_3; a^2_4 = a_1:

îÁÌÏÖÉŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ a_7 = 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 7 (ÏÄÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ 8 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 2. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ËÏÄ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 2, ÔÏ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ŒÈÏÄÉÔØ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, É ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÎÁ ÞčÔÎÏÓÔØ (ÓÕÍÍÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ).

1 9. âþè É èÜÍ Í É ÎÇ 41

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ a_6 = 0. ïÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÒčÍ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑÍ É ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÄÁ ÄÏ 4. éÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ a^2_6 = a_5 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É a_5 = 0, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕ- ÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 4. œÙÂÒÏÓÉŒ ÌÀÂÏÊ ÂÉÔ, ÍÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÄÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÓÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ) É ÕÍÅÎØÛÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ 7 É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 4 Ó ËÏÄÏŒÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 3 | ŒÓč ËÁË Õ ËÏÄÁ èÜÍÍÉÎÇÁ.

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÎÁÄÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A Œ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

A(x) = ∑ ff∈F A(ff)P_ff(x);

ÇÄÅ P_ff | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n), ÒÁŒÎÙÊ 1 Œ ÔÏÞËÅ ff É 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÑ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ

P_ff(x) = (x − ff)^{n−1} + 1:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ x ≠ ff ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁŒÎÏ 1 (ÐÏÒÑÄÏË ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÑ, ÒÁŒÎÙÊ n− 1, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ Åč ÜÌÅÍÅÎÔÁ), É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (ÎÁÛÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ 2).

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (x − ff)^{n−1} ÐÏ ÂÉÎÏÍÕ îØÀÔÏÎÁ ÄÁčÔ (Œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ 2) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

x^{n−1} + x^{n−2}ff + x^{n−3}ff^2 + : : : + xff^{n−2} + ff^{n−1}:

œ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ŒÓÐÏÍÎÉŒ, ÞÔÏ Œ ÓÔÒÏËÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁ- ÓËÁÌÑ, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊËÉ, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÎÅÞčÔÎÙÅ. á ÍÏÖÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÁ (x − ff), ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ x^n − ff^n, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ (x − ff)^n (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, Á ÔÁËÖÅ Œ ÌÀÂÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ).

ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_7 É a_6 Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A. ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ É ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ P_ff,

a_7 = ∑ ff∈F A(ff); a_6 = ∑ ff∈F ffA(ff):

ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ a_7 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÎÁ ÞčÔÎÏÓÔØ (ÜÔÏ ÍÙ É ÔÁË ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). õÓÌÏŒÉÅ ÎÁ a_6 ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ ff ffA(ff) = 0

Œ ÐÏÌÅ F, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 ÎÁÄ F_2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÅÍØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ff ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÓÅÍØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ F^3_2, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÙ

(0; 0; 1); (0; 1; 0); (0; 1; 1); (1; 0; 0); (1; 0; 1); (1; 1; 0); (1; 1; 1);

É ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ A(ff) ÐÒÉ ff ≠ 0 ÂÕÄÕÔ ÔÅ ÓÁÍÙÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ Œ ËÏÄÅ èÜÍÍÉÎÇÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÏÄÁ âþè ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ A(0), ËÁË ÍÙ É ÇÏŒÏÒÉÌÉ.

œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ, ÞÔÏ k = 3 (n = 8), ÎÏ ŒÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ k.

20. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÔÒÅÂÏŒÁÌÉ, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉ- ÌÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÜÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ É ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÄÏ L ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ L). âÏ- ÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ e ÓÏÄÅÒÖÁÌ ÎÅ ÂÏÌÅÅ L ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ÄÌÉÎÙ L (Ó ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ e ÏÛÉÂÏË).

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÈ q (ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ), k (ÄÌÉ- ÎÁ ËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ), n (ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ), e (ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÛÉÂÏË) É, ÎÁËÏÎÅÃ, L. (óÌÕÞÁÊ L = 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÖÎÅÊ ÐÏ- ÓÔÁÎÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ.)

áÎÁÌÏÇ ÇÒÁÎÉÃÙ èÜÍÍÉÎÇÁ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

q^kV_q (e; n) ⩽ Lq^n

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ e Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ q^k ÛÔÕË ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏ V_q (e; n) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÁÖÄÙÊ É ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ q^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ L ÓÌÏčŒ.

œ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÛËÁÌÅ: k n + log_q V_q (e; n) n ⩽ 1 + log_q L n ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÅ L (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÏÔ n), ÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÓÄŒÉÇÁÅÔÓÑ.

úÁÔÏ ÓÄŒÉÇÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ: ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÁ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÙÍ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ üÌÁÊÅÓÁ):

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ èÜÍÍÉÎÇÁ (Œ ÐÒÅÖÎÅÊ ÆÏÒÍÅ, ÄÌÑ L = 1): q^kV_q (e; n) ⩽ q^n

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÄ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ÄÌÉ- ÎÙ L, ÇÄÅ L = O(n log q).

ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÍ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÅ L, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ L! ¿ q^n; ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ L! ≈ (L=2;718 : : :)^L, ÜÔÏ ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ L = O(n log q).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÊ ËÏÄ ÄÏ- ÐÕÓËÁÅÔ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ L-ÓÐÉÓËÏÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏŒ, ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ÔÁËÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÍÅÎØÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÄÏŒ).

œÓÅÇÏ ËÏÄÏŒ (ÔÏÞÎÅÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ˚^k → ˚^n) ÉÍÅÅÔÓÑ (q^n)^{(qk )}. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ | ÔÅÈ, ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ L (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ) ÛÁÒÁÍÉ. ðÌÏÈÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÕËÁÚÁŒ • ÐÌÏÈÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÐÏËÒÙÔÏÅ L ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÛÁÒÁÍÉ) [q^n ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ]; • ÉÎÄÅËÓÙ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÛÁÒÏŒ [ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÁ L Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ˚^k, ŒÓÅÇÏ C^L_{qk} ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ];

• ÃÅÎÔÒÙ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÛÁÒÏŒ (=ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÐÁÄÁÀÝÉÅ Œ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ e Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ, ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÅ) [L ÔÏÞÅË Œ ÛÁÒÅ, ŒÓÅÇÏ V_q (e; n)^L ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ];

• ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ [q^k − L ÔÏÞÅË, ŒÓÅÇÏ (q^n)^{qk −L} ŒÁÒÉÁÎ- ÔÏŒ].

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

q^nC^L_qk (V_q (e; n))^L(q^n)^{qk −L} ⩽ q^n

(q^k)^L L! (V_q (e; n))^L(q^n)^{qk −L}

(ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÏÃÅÎËÕ C^u_v ⩽ (v^u)=u!, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓč ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÏ, ÅÓÌÉ

q^n

(q^k)^L L! (V_q(e; n))^L(q^n)^{qk −L} ¡ (q^n)^{qk} ;

ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ ÄÁčÔ 1 L! (q^kV_q (e; n))^L ¡ (q^n)^{L−1}:

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ q^kV_q(e; n) ⩽ q^n (ÇÒÁÎÉÃÁ èÜÍÍÉÎÇÁ), ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ q^n ¡ L!, ËÁË ÍÙ É ÇÏŒÏÒÉÌÉ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÐÒÏÐÕÓËÎÕÀ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉŒ, ÞÔÏ k n + log_q V_q (e; n) n ⩽ c ¡ 1

ÔÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÃÅÎÏË ÄÏÂÁŒÉÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ((q^{c−1})^n)^L, ÍÅÎØÛÉÊ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÇÄÁ

q^kV_q(e; n) ⩽ q^{cn} = q^n(q^{c−1})^n;

É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

q^n((q^{c−1})^n)^L ¡ L!

ËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ L = O(1) (ŒÅÌÉÞÉÎÁ L ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ c É q, ÎÏ ÎÅ ÒÁÓÔčÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ L, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ q · (q^{c−1})^L ⩽ 1:

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÏŒ, ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÈ ÓÐÉÓËÏÍ, ŒÂÌÉ- ÚÉ ÇÒÁÎÉÃÙ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÌÉ ÑŒÎÏ ÜÔÉÈ ËÏÄÏŒ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ËÏÄÏŒ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁ, ÎÅ ÇÏŒÏÒÑ ÕÖÅ Ï ŒÒÅ- ÍÅÎÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ.

21 . ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉ Å É ÄÅËÏÄÉ ÒÏŒÁÎ É Å ÓÐ É ÓËÏÍ 45

21. ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÄ F : ˚^k → ˚^n Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ d ÍÅÖÄÕ ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÅËÏÄÉ- ÒÏŒÁÔØ e ÏÛÉÂÏË ÐÒÉ e ¡ d=2. ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÚÉÃÉÊ Ë ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ u (=n − d) ÐÏÚÉÃÉÑÈ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ∈ ˚^n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÓÔØ Ó y ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ (n + u)=2 (=n − d=2) ÐÏÚÉÃÉÑÈ.

œ ÜÔÉÈ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÕÄÏÂÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÓÐÉÓËÏÍ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÁ ÓÒÅÄ- ÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁ (ÉÚ ˚^n) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ u ÐÏÚÉÃÉÑÈ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ∈ ˚^n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (n + 1) ÓÌÏŒ ÍÏÇÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÎÉÍ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ √ nu ÐÏÚÉÃÉÑÈ.

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅ- ÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓč ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÁ y_1; : : : ; y_N ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏŒÏÍ y ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ √ nu ÐÏÚÉÃÉÑÈ (ËÁÖÄÏÅ Œ ÓŒÏÉÈ). ðÕÓÔØ Y_i ⊂ {1; 2; : : : ; n} | ÎÏÍÅÒÁ ÐÏÚÉÃÉÊ, ÇÄÅ y_i ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó y. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Y_i ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ √ nu ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Y_i ∩ Y_j ÐÒÉ i ≠ j ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ u ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Y_i ËÁË ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÎÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ {1; : : : ; n} (Ó ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸ É ȷ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

⟨¸; ȷ⟩ = E[(¸ − E¸)(ȷ − Eȷ)];

ÇÄÅ E | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ n ÞÉÓÅÌ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ ¸ É ȷ ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ¸ − E¸ É ȷ − Eȷ.

òÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉ- ÄÁÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

⟨¸; ȷ⟩ = E(¸ȷ) − (E¸)(Eȷ):

46 21 . ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉ Å É ÄÅËÏÄÉ ÒÏŒÁÎÉ Å ÓÐ É ÓËÏÍ

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ | ÉÎÄÉËÁÔÏÒÙ ÓÏÂÙÔÉÊ (ÒÁŒ- ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÅÓÌÉ ÓÏÂÙÔÉÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ, É ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

⟨¸_A; ¸_B ⟩ = Pr[A É B] − Pr[A] Pr[B];

ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÂÏÌØÛÅ √ nu=n = √ u=n, Á ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ u=n, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. á ÍÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (n + 1) ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÕÐÙÅ ÕÇÌÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ Y_i ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÒÏŒÎÏ √ un ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÕÇÌÙ ÉÚ ÔÕÐÙÈ ÓÔÁÎÕÔ ÎÅÏÓÔÒÙÍÉ, É ŒÍÅÓÔÏ n + 1 ÐÏ- ÌÕÞÉÔÓÑ 2n ŒÅËÔÏÒÏŒ.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ: ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÅ ËÏÄÁ F : ˚^k → ˚^n ÒÁŒÎÏ d, ÔÏ ËÏÄ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ (n + 1)-ÓÐÉÓËÏÍ Ó ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ n − √ n(n − d) ÏÛÉÂÏË.

äÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ É ÔÁË: ÐÒÉ n−e ¿ √ n(n − d) Œ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ e ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÐÏÐÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ d ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ. (éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ Œ ˚^n.)

äÌÑ ËÏÄÁ Ó ËÏÄÏŒÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 50% (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ) ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÐÉÓËÏÍ ÐÒÉ ÄÏÌÅ ÏÛÉÂÏË 1 − √ 1=2 ≈ 29%, ÞÔÏ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØ- ÛÅ ÇÒÁÎÉÃÙ Œ 25% ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ (Œ ÏÔÌÉ- ÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ) ÄÁŒÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÃÅÎËÁ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÏÄÏŒ áÄÁÍÁÒÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÏÌÅ ÏÛÉÂÏË, ÍÅÎØÛÅÊ 1=2. (âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ äÖÏÎÓÏÎÁ ÍÙ ÐÒÉŒÅ- ÄčÍ ÄÁÌØÛÅ.)

23. ïÃÅÎ ËÁ äÖÏÎÓÏÎ Á 47

22. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ËÏÄÏŒ áÄÁ- ÍÁÒÁ

ðÕÓÔØ ” ¿ 0 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÅÏÒÅÍÁ. þÉÓÌÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÑ ÎÅÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ^1_2 (1 − ”), ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=”^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ ÂÙÌÉ ÐÌÀÓ-ÍÉÎÕÓ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃ É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

⟨(x_1; : : : ; x_n); (y_1; : : : ; y_n)⟩ = 1 n ∑ i x_iy_i

(ÐÒÉ ÜÔÏÍ n ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ).

ðÕÓÔØ x | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃ É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃ). åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ y ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ^1_2 (1 − ”)n ÐÏÚÉÃÉÑÈ, ÔÏ

⟨x; y⟩ ¿ ”

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ y ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (Ó ÐÌÀÓÏÍ É ÍÉÎÕÓÏÍ), É ÏÃÅÎÉÔØ, ÄÌÑ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁËÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. éÚ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ y É −y ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÍÏÖÅÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ; ÚÁÍÅÎÑÑ ÚÎÁËÉ Õ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ Ó ÐÌÀÓÏÍ.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ (ËÏÔÏÒÕÀ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏÍ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ) ËŒÁÄÒÁÔ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ⟨x; x⟩ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁ- ÔÏŒ ÓÔÏÒÏÎ ⟨x; y_i⟩, ŒÚÑÔÏÊ ÐÏ ŒÓÅÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ y_i. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ⟨x; x⟩ = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ y_i, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ⟨x; y_i⟩ ⩾ ”, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=”^2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

23. ïÃÅÎËÁ äÖÏÎÓÏÎÁ

ðÏÈÏÖÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÄÏŒ (ÎÁÄ ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ) Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏËÏÌÏ 50%. œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

48 24. ïÃÅÎ ËÁ üÌÁÊ ÅÓÁ { âÁÓÓÁÌÙ ÇÏ

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ n É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ^1_2 (1 − ”)n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÅ- ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ÐÒÉ ÄÏÌÅ ÏÛÉÂÏË^1_2 (1 − √ ”) É ÒÁÚÍÅÒÅ ÓÐÉÓËÁ 2n. íÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌÉ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÄÏŒ, ÎÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÔÏÞËÁÈ Œ ÛÁÒÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Œ B^n ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ^1_2 (1 − √ ”)n ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n ÔÏÞÅË Ó ÐÏÐÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ^1_2 (1 − ”)n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÏÃÅÎËÉ ðÌÏÔËÉÎÁ, ÂÕ- ÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃ É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃ, ÑŒÌÑ- ÀÝÉÅÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n.

ðÕÓÔØ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ u ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ^1_2 (1 − √ ”) (Œ ÍÅÔÒÉËÅ èÜÍ- ÍÉÎÇÁ) É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ v_1; : : : ; v_N , ÐÒÉÞčÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (èÜÍÍÉÎÇÁ) ÍÅÖÄÕ v_i É v_j ÎÅ ÍÅÎØÛÅ^1_2 (1 − ”)n ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ i ≠ j. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

(u; v_i) ⩾ √ ” É (v_i; v_j ) ⩽ ”:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ u É v_i ÏÓÔÒÙÊ É ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÌÉÚÏË Ë ÐÒÑÍÏÍÕ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ v_i É v_j ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚÏË Ë ÐÒÑÍÏÍÕ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÔÕÐÏÊ.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N ⩽ 2n. üÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÂÙ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ v_i É v_j ÂÙÌÉ ÔÕÐÙÍÉ ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÍÉ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÃÅÎËÉ ðÌÏÔËÉÎÁ). þÔÏÂÙ ÓŒÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ŒÙÞÔÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ u ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ v_i. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÊÄčÍ ˘, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

(v_i − ˘u; v_j − ˘u) = (v_i; v_j ) − ˘((v_i; u) + (v_j ; u)) + ˘^2(u; u) ⩽ ⩽ ” − 2˘ √ ” + ˘^2 = (˘ − √ ”)^2 ⩽ 0;

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓč ÐÏÄÏÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ÇÏÄÉÔÓÑ ˘ = √ ”. ïÃÅÎËÁ äÖÏÎ- ÓÏÎÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ (ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÁÑ) ÏÃÅÎËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅ- ÓÔÏ É ÄÌÑ ËÏÄÏŒ ÎÁÄ q-ÂÕËŒÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ 1=2 ÎÁ (q − 1)=q É ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÐÒÉ n Œ ÏÃÅÎËÅ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÐÉÓËÁ.

24. ïÃÅÎËÁ üÌÁÊÅÓÁ { âÁÓÓÁÌÙÇÏ

ïÃÅÎËÕ äÖÏÎÓÏÎÁ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÇÒÁÎÉÃÙ èÜÍÍÉÎÇÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ËÏÄ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ d, ÔÏ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ d=2 Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂSSčÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÂSSčÍÁ ŒÓÅ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ ÛÁÒÙ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÞÅÍ d=2. ðÒÏ ÎÉÈ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅÔ. ïÄÎÁËÏ | ÐÒÉ ÐÏÄ- ÈÏÄÑÝÅÍ ÒÁÄÉÕÓÅ | ÏÃÅÎËÁ äÖÏÎÓÏÎÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ z ÐÏËÒÙÔÁ ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÛÁÒÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍ- ÍÁÒÎÙÊ ÏÂSSčÍ ÛÁÒÏŒ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÏÂSSčÍ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÎÅ- ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.

ëÏÎËÒÅÔÎÏ: ÐÕÓÔØ ËÏÄ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ n Œ ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÏÍ ÁÌ- ÆÁŒÉÔÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d =^1_2 (1 − ”)n. ûÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ^1_2 (1 − √ ”) ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ, ÎÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2n. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

2^kV_2(^1_2 (1 − √ ”)n) ⩽ 2n · 2^n;

ÄÌÑ ËÏÄÏŒ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ

d =^1_2 (1 − ”)n

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ V_2 (Ó ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ), ÄÅÌÑ ÎÁ n É ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ 2n (ÍÁÌÙÍ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó 2^n ÐÒÉ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÓÉÍÐÔÏ- ÔÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ, ÐÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 3 ÐÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ. üÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÃÅÊ üÌÁÊÅÓÁ { âÁÓÓÁÌÙÇÏ.

25. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ

ËÏÄÏŒ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ

ðÕÓÔØ ˚ = F_q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÏÄ òÉÄÁ { óÏ- ÌÏÍÏÎÁ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ) ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ n ÔÏÞËÁÈ ÐÏ- ÌÑ. ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ËÏÄÁ ÒÁŒÎÏ n − k + 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÏ (ÉÓÐÏÒÞÅÎÎÏÍÕ) ÎÁÂÏÒÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ (n + k)=2 ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ.

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÄÌÑ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÐÉÓËÏÍ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ √ nk ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

òÉÓ. 3. çÒÁÎÉÃÁ üÌÁÊÅÓÁ { âÁÓÓÁÌÙÇÏ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: ÐÒÉ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ÍÙ ÉÓËÁÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ D(x) É Q(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒÙ (x_i; y_i) (ÔÏÞ- ËÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ) ÌÏÖÁÔÓÑ ÎÁ ËÒÉŒÕÀ D(x)y − Q(x) = 0. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÉÓËÁÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y) ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÐÏ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÊ y, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÌÉ, ÞÔÏ Q(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ D(x) É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ D(x)(y − P (x)), ÇÄÅ P (x) | ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Q ÎÁ D | ÉÓËÏÍÙÊ ÏÔŒÅÔ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÔÌÉÞÉÑÍÉ: • ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ y; • ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ R(x_i; y_i), Á ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ a_i.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ (a; b) Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ m, ÅÓÌÉ R(a+u; b+v) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ u É v ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ m. ëÒÁÔÎÏÓÔØ 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏ R(a; b) = 0, ËÒÁÔÎÏÓÔØ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ x É y ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ËÒÁÔÎÏÓÔØ 3 | ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R; ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ Ó ËÒÁÔ-

ÎÏÓÔØÀ m ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ 1 + 2 + : : : + m = m(m + 1)=2 ÕÓÌÏŒÉÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R ÍÅ- ÔÏÄÏÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÕÓÌÏŒÉÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏÇÉÈ ÔÏÞËÁÈ ËÒÉŒÏÊ y = P (x) (ÇÄÅ P | ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ŒÓÅÊ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ k-ŒÚŒÅ- ÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ F_q [x; y]: ÍÏÎÏÍ x^uy^v ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ u+kv; ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÏÎÏÍÏŒ. (ðÅ- ÒÅÍÅÎÎÁÑ y ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÉÍÅÀÝÅÊ ŒÅÓ k, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁ Åč ÍÅÓÔÏ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k.)

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÅÍÍÙ ÎÏÓÑÔ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n É y_1; : : : ; y_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_q . ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ a | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

a^2 ¿ k n∑ i=1 a_i(a_i + 1);

ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y), ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ k-ŒÚŒÅ- ÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a É ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ (x_i; y_i) Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ a_i (ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÉÍÅ- ÀÝÉÈ k-ŒÚŒÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a, ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ u + kv ¡ a

Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁx u; v ⩾ 0. á ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÙÍÉ u + kv ⩽ a, u ⩾ 0, v ⩾ 0, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ a^2=2k (ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÁÔÅÔÏŒ a É a=k). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ É ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ (u; v) ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ (ÎÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ), ÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ËÌÅÔËÕ Ó ÌÅŒÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÕÇÌÏÍ (⌊u⌋; ⌊v⌋). ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÃÅÌÙÅ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ŒÅÄØ ÏÎ ÐÏËÒÙÔ ËÌÅÔËÁÍÉ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ k-ŒÚŒÅ- ÛÅÎÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a^2=2k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÉÓÌÏ

ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÈ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R Œ ÔÏÞËÁÈ (x_i; y_i) Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ a_i, ÒÁŒÎÏ n∑ i=1 a_i(a_i + 1) 2 ; ÞÔÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÌÅÍÍÙ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n É y_1; : : : ; y_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_q. ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y) ÉÍÅÅÔ k-ŒÚŒÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a É ÏÂÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ (x_i; y_i) Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ a_i (ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n). (ðÏËÁ ŒÓč ËÁË Œ ÌÅÍÍÅ 1.) ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k É ∑ {a_i | P (x_i) = y_i} ⩾ a

(ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ÔÏÞÅË (x_i; y_i), ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a). ôÏÇÄÁ R(x; P (x)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ N(x) = R(x; P (x)) (ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a. åÓÌÉ (x_i; y_i) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ R(x; y) ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m, Á P (x_i) = y_i, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ N(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ x_i ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ N ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a, Á ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, N = 0, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ R(x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á P (x) | ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÐÒÉÞčÍ R(x; P (x)) = 0. ôÏÇÄÁ R(x; y) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ y − P (x) Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ.

(òÁŒÅÎÓÔŒÏ R(x; P (x)) = 0 ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ŒÓÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ; ÜÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÌÅ ÍÁÌÏ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R(x; y) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ y, ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ x, É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÕÇÏÌËÏÍ ÎÁ y − P (x). ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÒÁ- ŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÞÁÓÔÎÏÅ ÂÕÄÅÔ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x É y, Á ÏÓÔÁÔÏË | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÅ- ÌÉÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 1 ÐÏ y, ÏÓÔÁÔÏË ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 0 ÐÏ y). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, R(x; y) = (y − P (x))Q(x; y) + S(x):

ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÔÅÐÅÒØ P (x) ŒÍÅÓÔÏ y, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ S(x) | ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ôÅÐÅÒØ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÀ ÓÐÉÓËÏÍ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÔÏÞÅË (x_i; y_i). îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k ÍÏÇÕÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ s ÉÚ ÎÉÈ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ n, k É s).

þÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ N (ÐÏËÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ) É ÐÏÌÏÖÉÍ a_1 = a_2 = : : : = N. (ëÁÖÅÔÓÑ ÓÔÒÁÎ- ÎÙÍ, ÚÁÞÅÍ ŒÏÏÂÝÅ ÎÕÖÎÙ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÜÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ.)

þÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 1, ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

a^2 ¿ k n∑ i=1 a_i(a_i + 1) = knN(N + 1);

ÔÏ ÅÓÔØ a ¿ √ knN(N + 1)

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 1 ÄÁčÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y), ÉÍÅÀÝÉÊ k-ŒÚŒÅÛÅÎ- ÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a É ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÕÌØ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ N ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (x_i; y_i).

åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ŒÙÛÅ k É ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ s ÔÏÞÅË ÉÚ ÞÉÓÌÁ (x_i; y_i), ÐÒÉÞčÍ

sN ⩾ a;

ÔÏ R(x; P (x)) = 0 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 É R(x; y) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y−P (x) ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.

éÚ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ F_q [x; y] ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ŒÉÄÁ y−P (x) Õ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ R(x; y) ÍÅÎØÛÅ a=k (ÉÎÁÞÅ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ k-ŒÚŒÅÛÅÎÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ a, ŒÅÄØ y ÉÍÅÅÔ ŒÚŒÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ k).

óÏÂÉÒÁÑ ŒÓč ŒÍÅÓÔÅ (ÓÞÉÔÁÑ a ÒÁŒÎÙÍ sN É ÐÏÄÅÌÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ N) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ s ¿ √ kn(1 + 1=N) ;

ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ k, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ s ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÅË ÓÒÅÄÉ (x_1; y_1); : : : ; (x_n; y_n), ÍÅÎØÛÅ sN=k.

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÐÒÉ s ¿ √ nk; ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅÅ N ÐÒÉÄčÔÓÑ ÂÒÁÔØ (É ÔÅÍ ÓÌÁÂÅÅ ÂÕÄÅÔ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ). åÝč ÉÚ ÎÅč ŒÉÄÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÐÒÉ s = (1+”) √ nk É n = O(k) ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ s ÔÏÞÅË ÉÚ n, ÅÓÔØ O(1).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅÓÏŒ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n É y_1; : : : ; y_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_q. ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ k É a ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ

a^2 ¿ k n∑ i=1 a_i(a_i + 1):

ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P (x) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÉÒÁÅÍÙÊ ÉÍÉ ŒÅÓ ∑ {a_i | P (x_i) = y_i)}

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ a, ÍÅÎØÛÅ a=k.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y), ÏÂÒÁ- ÝÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ (x_i; y_i) Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ a_i É ÉÍÅÀÝÉÊ k-ŒÚŒÅÛÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÅÎØÛÅ a; ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ R(x; P (x)) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ k, ÎÁÂÉÒÁÀÝÅÇÏ ŒÅÓ ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅ a; ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3 R(x; y) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ y − P (x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅ a=k.

ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÁčÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÐÉÓËÏÍ ËÏ- ÄÏŒ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Œ F_q[x; y] ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÉÚ ÎÉÈ ŒÓÅ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÉ ŒÉÄÁ y − P (x).

œÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. îÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ

ŒÙÄÅÌÑÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÐÒÏ- ÓÔÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y) É ÐÕÓÔØ (a; b) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞ- ËÁ, ÇÄÅ ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ: R(a; b) = 0. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÕÀ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ R_y. åÓÌÉ Œ ÔÏÞËÅ (a; b) ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ËÁË Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÇÄÅ Ë ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÀ R(x; y) = 0 Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (a; b) ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÎÁÈÏÄÑÔ ÆÕÎËÃÉÀ ’, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ’(a) = b É R(x; ’(x)) = 0; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÓÛÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÚÎÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ R.

ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÔÏ ÌÕÞÛÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. óÄŒÉÇÏÍ ÐÏ x É y ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ a = 0, b = 0. úÁÐÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R(x; y) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ y:

R(x; y) = r_0(x) + r_1(x)y + r_2(x)y^2 + r_3(y)y^3 + : : :

òÁŒÅÎÓÔŒÏ R(x; P (x)) = 0 ÄÁčÔ ÎÁÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ P (x) = p_1x + p_2x^2 + p_3x^3 + : : : (ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Õ P (x) ÎÅÔ, ÔÁË ËÁË ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ P (0) = 0). ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ 0 = R(x; P (x)) = r_0(x) + r_1(x)P (x) + r_2(x)P^2(x) + r_3(x)P^3(x) + : : : ;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ R(0; 0) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ r_0(0) = 0. ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ p_1, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ r_1(0) = R^′_y(0; 0), ÞÔÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÞÌÅÎÙ Ó x^2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ ÎÁ p_2 Ó ÔÅÍ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ r_1(0) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ôÁË ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ P Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É ŒÏÐÒÏÓ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÌÉ ÒÑÄ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÅÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ P (x), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ y − P (x) ÔÏÌØËÏ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ R(x; y), ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ P ÄÏ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ É ÚÁÔÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÏŒÅÒËÕ (ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ R).

ðÅÒÅÂÅÒčÍ ŒÓÅ ÐÁÒÙ (a; b), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ R(a; b) = 0 É R^′_y(a; b) ≠ 0, É ŒÙÐÏÌÎÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ. œ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÅ ÍÙ ÎÁÊÄčÍ ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ŒÉÄÁ y − P (x), ËÒÏÍÅ ÔÅÈ P , ËÏÔÏÒÙÅ ÃÅÌÉËÏÍ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ R^′_y. îÏ ÜÔÉ P

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ R^′_y(x; P (x)) = 0, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉ- ÔÁÔØ (ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ), ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ.)

26. òÉÄ { óÏÌÏÍÏÎ ÐÌÀÓ áÄÁÍÁÒ:

ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 15, ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ Ï ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÅÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ËÏÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÎÅÛÎÉÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÍÅ- ÔÏÄÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ (ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÁ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ Ó ŒÅÓÁÍÉ), ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÐÉÓËÏÍ ÄÌÑ ÔÁ- ËÏÇÏ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÏÌÅ F_2m ÉÚ 2^m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÈ x_1; : : : ; x_2m . œÎÅÛÎÉÊ ËÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ ËÏÄÉÒÕÅÔ ”2^m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÉÈ ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ ”2^m É ÂÅÒÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ P (x_1); : : : ; P (x_2m ). œÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ ËÏÄÉÒÕÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ ÉÚ m ÂÉÔÏŒ) ÓÌÏŒÏÍ ÉÚ 2^m ÂÉÔÏŒ.

òÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊ ËÁÓËÁÄÎÙÊ ËÏÄ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ”m2^m ÂÉÔÏŒ, ÒÁÚÂÉŒÁÑ ÅÇÏ ÎÁ ”2^m ÂÌÏËÏŒ ÐÏ m ÂÉÔÏŒ, É ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÎÁ ÅÇÏ ËÏÄ áÄÁÍÁÒÁ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 2^m ÂÌÏËÏŒ ÐÏ 2^m ÂÉÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ, ŒÓÅÇÏ 2^{2m} ÂÉÔÏŒ.

ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÕÄÅÌØÎÏÅ, Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÂÉÔ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ) ÄÌÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ËÏÄÁ ÒÁŒÎÏ 1−”, Á ÄÌÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÒÁŒÎÏ 1=2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ^1_2 (1 − ”).

ïÃÅÎËÁ äÖÏÎÓÏÎÁ ÇÏŒÏÒÉÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏ Ó ÄÏÌÅÊ ÏÛÉÂÏË^1_2 (1 − √ ”) É ÄÌÉÎÏÊ ÓÐÉÓËÁ 2 · 2^{2m} (ÕÄŒÏÅÎ- ÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÓÐÉÓÏË ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÔÅÈÎÉËÉ (ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅÓÏŒ ŒÄÏÌØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ z ÄÌÉÎÙ 2^{2m}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÐÉÓÏË ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÎÅÍÕ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ. òÁÚÏÂØčÍ ÓÌÏŒÏ z ÎÁ 2^m ÂÌÏËÏŒ z_1; : : : ; z_2m ÄÌÉÎÙ 2^m ËÁÖÄÙÊ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÁÓËÁÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ÂÌÏËÁ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. îÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ

26. òÉ Ä { óÏÌÏÍ ÏÎ ÐÌÀÓ áÄÁÍ ÁÒ: ÄÅËÏÄÉ ÒÏŒÁÎ É Å ÓÐ É ÓËÏÍ 57

ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ z_i É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_j ÐÏÌÑ F_2m ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÂÌÉÚËÏ ÓÌÏŒÏ z_i Ë ËÏÄÕ áÄÁÍÁÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_j . ïÂÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 2^m, É ÍÙ ŒÙÞÔÅÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ; ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÅÓÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ a_{ij} . åÓÌÉ a_{ij} ¡ 0 (ÎÅÓÏŒÐÁÄÅ- ÎÉÊ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ) ÔÏ ÔÁËÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ (z_i ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ ËÏÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_j ) ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÏÔŒÅÒÇÎÅÍ. äÌÑ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ŒÅÓÁ a_{ij} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. ðÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ 2^{2m} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÓÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏŒ i; j ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ 2^m ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ 2^m ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍ ÐÏÌÑ).

üÔÉ ŒÅÓÁ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÐÒÉ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ËÏ- ÄÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ (x_i; x_j ) ∈ F^2m , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÓÁ a_{i;j} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ÞÅÇÏ ÒÁÎØÛÅ ÎÅ ÂÙÌÏ.) œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ:

q = 2^m; n ⩽ 2^{2m}; k = ”2^m:

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÉÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a. þÅÍ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÎÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÁÂÅÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

a^2 ¿ k n∑ i=1 a_i(a_i + 1) = ”2^m ∑ i;j a_{ij} (a_{ij} + 1):

(Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, Á ÓÐÒÁŒÁ ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÙ ÉÈ ÔÅËÕÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). ðÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË

”2^m[ ∑ i;j a^2_{ij} + ∑ i;j a_{ij} ]:

œÔÏÒÏÅ (ÍÅÎØÛÅÅ) ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÃÅÎÉÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÚÁÍÅÎÉŒ ŒÓÅ a_{ij} ÎÁ ÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 2^m, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ”2^{4m}. ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÏÅ ÂÕÄÅÍ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÄÅÌÉËÁÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. óÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ i (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ ÂÌÏËÕ Œ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ, ÎÏ ÒÁÚÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÁÍ ÅÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ), ÐÏÌÕÞÉÍ

”2^m ∑ i [ ∑ j a^2_{ij} ]:

ôÅÐÅÒØ ÏÃÅÎÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ËÁÖÄÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÓËÏÂËÕ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÍ j). œÅÓ a_{ij} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏ- ÄÁ áÄÁÍÁÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x_j É ÓÌÏŒÁ z_i, ŒÚÑÔÏÅ Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ 2^m (ÓËÁ- ÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÏÌ- ÎÏÅ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ, ŒÅÓ ÒÁŒÅÎ 2^m). ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÐÒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÅÓÓÅÌÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Ó ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1. ðÏÓÌÅ ÕÞčÔÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÜÔÏ ÄÁčÔ

”2^m ∑ i [ ∑ j a^2_{ij} ] ⩽ ”2^m ∑ i 2^{2m} = ”2^m · 2^m · 2^{2m} = ”2^{4m}

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

a^2 ¿ ”2 · 2^{4m};

ÔÏ ÅÓÔØ a ¿ √ 2” 2^{2m}:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ”2^m, ÎÁÂÉ- ÒÁÀÝÉÈ ŒÅÓ a ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ, ÎÅŒÅÌÉËÏ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒ- ÎÙÊ ŒÅÓ, ÎÁÂÉÒÁÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÅÓÔØ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ É ÎÅÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ËÏÄÏŒÏÍ ÓÌÏ- ŒÅ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÌÏŒÉÔØ ŒÓÅ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ É ÎÅÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÅ √ 2”2^{2m};

ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÂÉÔ ÂÏÌØÛÅ √ 2”. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉÃÁ ÅÓÔØ 1 − 2d, ÇÄÅ d | ÄÏÌÑ ÏÛÉÂÏË, ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ d ÂÕÄÅÔ ÔÁËÉÍ: d ¡ 1 2 (1 − √ 2”: ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ Œ ÓÐÉÓËÅ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ

a=k = √ 2”2^{2m}=(”2^m);

ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁŒÎÏ 2^m, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÒÎÀ ÉÚ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ- ŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ (ÎÅÍÎÏÇÏ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ Œ ÏÃÅÎËÅ äÖÏÎÓÏÎÁ).

úÁÔÏ Õ ÎÁÓ ŒÍÅÓÔÏ √ ”, ËÁË Œ ÏÃÅÎËÅ äÖÏÎÓÏÎÁ, ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ √ 2”. œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÜÔÏ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÞÅÎØ ÇÒÕÂÏ ÏÃÅÎÉŒÁÌÉ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÏÞÎÅÅ: ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ i Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ 2^m ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{2m}, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ÓÒÅÄÎÅÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{m=2}. óÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅ- ÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ∑ j a_{ij} ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{3m=2} (Á ÒÁÎØÛÅ ÍÙ Åč ÏÃÅÎÉŒÁÌÉ ËÁË 2^{2m}, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÍÅÔÎÏÅ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ).

ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 2 Œ √ 2” ÍÏÖÎÏ (ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ m) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ.

27. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓ- ËÏÍ ÄÌÑ ËÏÄÏŒ áÄÁÍÁÒÁ

åÝč ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÊ Ó ËÏÄÁÍÉ áÄÁÍÁÒÁ | ÔÅÏÒÅÍÁ çÏÌÄÒÁÊÈÁ É ìÅŒÉÎÁ Ï ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÓÐÉÓËÏÍ (ÐÅÒ- ŒÏÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÂÙÌÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÒÉ- ÐÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÎÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÏÎÁ ÉÍÅÎÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ).

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ff ¡ 1=2 É ” ¿ 0. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ m É ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÌÏŒÕ g ÄÌÉÎÙ 2^m ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÐÉÓÏË ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏ- ÒÙÊ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1 − ” ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ g ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ff2^m ÐÏÚÉÃÉÊ.

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÒčÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ m. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÓÌÏŒÏ g (ÉÍÅ- ÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ 2^m) ÐÏÄÁčÔÓÑ ÎÁ ŒÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Œ ŒÉÄÅ ĂÏÒÁËÕÌÁĄ (ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÚÁÐÒÏÓÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÔÁ, ÕËÁÚÁŒ ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ g : B^m → B, É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ Åč ĂŒÙÚÙŒÁÔØĄ). œ ÔÒÅÔØÉÈ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ËÏ- ÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ (ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, É ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ŒÒÅÍÑ ÉÈ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÎÅÌØÚÑ), Á ÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÁ ÉÚ m + 1 ÂÉÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ff =^1_2 − ffi ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ffi ¿ 0.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ B, ÐÏÌÕÞÁ- ÀÝÉÊ ÎÁ ŒÈÏÄ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ffi; ” ¿ 0, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m É (Œ ŒÉÄÅ ÏÒÁËÕÌÁ) ÆÕÎËÃÉÀ g : B^m → B, É ŒÙÄÁÀÝÉÊ ÓÐÉÓÏË B(ffi; ”; m; g) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÔ m, 1=ffi É 1=”, ÅÓÌÉ ffi É ” ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÉÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ 1=ffi É 1=” (ÜÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÂÒÁÔÎÙ Ë ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, É Œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ” É ffi).

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ:

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ f : B^m → B | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á g : B^m → B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ f ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ (^1_2 − ffi)- ÄÏÌÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f ŒÏÊÄčÔ Œ ÓÐÉÓÏË B(ffi; ”; m; g), ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − ”.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÌÅÍÍÕ, ÐÏÑÓÎÉÍ Åč ÓŒÑÚØ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ìÅÍÍÁ ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏËÒÙÔØ ÓÐÉÓ- ËÏÍ ÏÄÎÕ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë g; Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ÐÏËÒÙÔÉÉ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÁÌÏ (ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÏÄÁ áÄÁÍÁÒÁ | ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ffi ÉÈ ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÌÅÍÍÙ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ŒÏÚÒÁÓÔčÔ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ. (ëÓÔÁÔÉ, ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÍÎÏÇÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ | ÅÓÌÉ ÂÙ ÉÈ ÂÙÌÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÓÐÉÓÏË ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ŒÙÄÁŒÁÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÎÅ ÍÏÇ Ó ŒÙÓÏËÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÐÏËÒÙŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÎÉÈ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. éÔÁË, Œ ÒÏÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ B ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÏÓÔÕÐ Ë g | ĂÉÓËÁÖčÎÎÏÍÕ ŒÁÒÉÁÎÔÕĄ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f(x_1; : : : ; x_m) = f_0 + f_1x_1 + : : : + f_mx_m;

É ÄÏÌÖÎÙ ÏÔÇÁÄÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f_0; : : : ; f_m. üÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f Œ m + 1 ÔÏÞËÁÈ

(0; 0; : : : ; 0); (1; 0; : : : ; 0); (0; 1; : : : ; 0); : : : ; (0; 0; : : : ; 1)

(É ÎÁÏÂÏÒÏÔ), É ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÏÔÇÁÄÙŒÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ŒÉÄ ÔÏÞÅË ÎÁÍ ÎÅ ŒÁÖÅÎ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÇÁÄÙŒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ m+1 ÔÏÞËÁÈ | É ÄÁÖÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË.)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É r ÉÚ B^m ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(x) = f(x + r) − —f(r);

ÇÄÅ —f | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ f (ÂÅÚ f_0). ðÕÓÔØ x ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ, Á r ÐÒÏÂÅ- ÇÁÅÔ B^m. ðÏÓËÏÌØËÕ f É g ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ (^1_2 + ffi)-ÄÏÌÅ ÐÏÚÉÃÉÊ (ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ), ÔÏ

f(x) = ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚ [ g(x + r) − —f(r) ] ; É ÜÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ íÏÎÔÅ-ëÁÒÌÏ, ŒÙÂÒÁŒ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ r É ÐÒÏŒÅÄÑ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÅ ÓÒÅÄÉ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ.

ðÌÁÎ ÜÔÏÔ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÔÁË ËÁË Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ —f(r), ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ (ŒÅÄØ —f ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ f ÌÉÛØ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ f_0).

úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÐÏ ÍÅÔÏÄÕ íÏÎÔÅ-ëÁÒÌÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÐÏ-ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÈÏÔÑ É Ó ÈÕÄÛÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÎÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ), ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. éÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ.

ðÕÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A_1; : : : ; A_N ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ^1_2 − ffi. ôÏÇÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊ- ÄčÔ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1 ffi^2 · 1 N (É ÐÏÔÏÍÕ ÍÁÌÁ ÐÒÉ ÂÏÌØÛ«ÉÈ N).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÙ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ (ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ a_i, ÒÁŒÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÅÓÌÉ A_i ÓÌÕÞÉÌÏÓØ, É ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÔÉŒ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ^1_2 − ffi. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÅ N(^1_2 − ffi). ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÐÁÒÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØÀ: ÏÎÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÓÕÍÍÙ ∑ a_i ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÊ;

ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ a_i ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1 (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÁÖÅ 1=4), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ N. äÉÓÐÅÒÓÉÑ ÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÏÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÓÏÂÙÔÉÊ, ÔÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Nffi, Á ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔ | N^2ffi^2. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ þÅÂÙÛčŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N N^2ffi^2 = 1 ffi^2 · 1 N ; ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ïÔËÕÄÁ ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ? åÓÌÉ ŒÚÑÔØ s (ÐÏÌÎÏÓÔØÀ) ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ B^m, ÔÏ ÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ (ŒÓÅÇÏ 2^s − 1 ŒÅËÔÏÒÏŒ) ÂÕÄÕÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ u_1, u_2 É u_3 | (ÐÏÌÎÏÓÔØÀ) ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÔÏ ÓÅÍØ ŒÅËÔÏÒÏŒ

u_1; u_2; u_3; u_1 + u_2; u_1 + u_3; u_2 + u_3; u_1 + u_2 + u_3

ÂÕÄÕÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. (óËÁÖÅÍ, ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ u_1 + u_2 ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ u_1 + u_3 ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ u_3 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÙ (u_1; u_2).)

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: ÎÁ s ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÙ ÎÁÔÑÇÉŒÁÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, É 2^s − 1 ÅÇÏ ŒÅÒ- ÛÉÎ (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÎÕÌÅŒÏÊ) ÂÕÄÕÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ

f(x) = ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚ [ g(x + r_i) − —f(r_i) ] ; ÇÄÅ r_i | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (2^s − 1 ÛÔÕË), Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ (ÐÏÌÎÏÓÔØÀ) ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ u_1; : : : ; u_s. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÁÌÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ 2^s −1 = poly(m), Á ÔÏÇÄÁ s = O(log m). (üÔÏ | ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ” É ffi, ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÍ. ÎÉÖÅ.)

ôÅÐÅÒØ ÇÌÁŒÎÏÅ: ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ —f(r_i) Œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ —f ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ —f(u_1); : : : ; —f(u_s), ÔÏ ÅÓÔØ s ÂÉÔÁÍÉ. œÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÁ- ÒÉÁÎÔÏŒ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 2^s, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ m ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ. œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÒÁÚÒÅÛÁÌÏÓØ ÏÔÇÁÄÙŒÁÔØ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÏÐÙÔÏË: ÁÌÇÏÒÉÔÍ B ŒÙÄÁčÔ ÎÅ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, Á ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ- ÎÙÊ (ÏÔ m) ÓÐÉÓÏË ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. ôÁË ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÏÚŒÏÌÅÎÏ ÐÅÒÅÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÜÔÉ ŒÁÒÉÁÎÔÙ, É ŒÓč ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ïÃÅÎÉÍ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f Œ m + 1 ÔÏÞËÁÈ. íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ u_1; : : : ; u_s É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÐÁÒ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ r_1; : : : ; r_2s_{−1}. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ m + 1 ÔÏÞÅË ÍÙ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÅ Ó 2^s − 1 ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÉÚ m + 1 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁ- ÇÁÅÔ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ —f(u_1); : : : ; —f(u_s) É ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ 2^s ÒÁÚ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ŒÙÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ u_1; : : : ; u_s ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ: ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ m + 1 ÔÏÞÅË É ŒÏ ŒÓÅÈ 2^s ÐÏÐÙÔËÁÈ.

äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ÓÏÂÙÔÉÑ f(x + r_i) ≠ g(x + r_i) (ŒÓÅÇÏ 2^s − 1 ÓÏÂÙÔÉÊ ÐÒÉ i = 1; 2; : : : ; 2^s − 1) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ^1_2 − ffi. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÂÏÒËÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ĂÐÌÏÈÏÊĄ (ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÐÏÐÁÄÁ- ÎÉÊ Œ ÏÛÉÂËÉ, ÇÄÅ f ≠ g), ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1 ffi^2 · 1 2^s − 1 : üÔÏ | ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x; ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÂÏÒËÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÌÏÈÏÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ m + 1 ÔÏÞÅË, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1 ffi^2 · 1 2^s − 1

· (m + 1)

É ÐÏÔÏÍÕ ÍÅÎØÛÅ ”, ÅÓÌÉ

2^s ¿ m + 1 ”ffi^2

+ 1:

á ÅÓÌÉ ŒÙÂÏÒËÁ ÈÏÒÏÛÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ m + 1 ÔÏÞÅË, ÔÏ Œ ÓÐÉÓÏË, ŒÙ- ÄÁŒÁÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ B (É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 2^s ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ), ŒÏÊÄčÔ É ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f). äÌÉÎÁ ÓÐÉÓËÁ É ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ B ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ ÏÔ (m + 1)=”ffi^2 + 1 = poly(m; 1=”; 1=ffi).

28. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ ÎÉÚËÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ É ÜËÓÐÁÎÄÅÒÙ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÄÁÍ É ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÄ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÎÏ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÙÓÔÒÏ. éÄÅÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ËÏÄÏŒ (LDPC, low density parity-check codes) ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ çÁÌÌÁÇÅÒÏÍ ÅÝč Œ 1963 ÇÏÄÕ, ÎÏ ÐÏÔÏÍ ÜÔÉ ËÏÄÙ ÂÙÌÉ ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ ÚÁÂÙÔÙ. óÉÐÓÅÒ É óÐÉÌÍÁÎ ŒÅÒÎÕÌÉÓØ Ë ÎÉÍ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1990-È ÇÏÄÏŒ É ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ ÉÈ ÓŒÑÚØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÁÆÏŒ | ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁÍÉ.

ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ É ÇÒÁÆÙ

ìÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÄ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ x_1x_2 : : : x_n, ÂÉÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏŒÅÒÏÞ- ÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÏÌÅ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÕËÁÚÁÔØ, ËÁËÉÅ ÂÉÔÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, É ËÏÄ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ (ÒÉÓ. 4). œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ n ŒÅÒÛÉÎ x_1; : : : ; x_n. ëÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉ- ÎÁ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÉ ÚÁÄÁčÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ: ÓÕÍÍÁ ÔÅÈ ÂÉÔÏŒ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ (ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÈÏÖÄÅÎÉÀ ÂÉ- ÔÁ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ; ËÒÁÔÎÙÅ ÒčÂÒÁ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ). îÉÚËÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒčÂÅÒ ÍÁÌÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉ- ÎÙ ÓÌÅŒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ D (ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ŒÈÏÄÉÔ Œ D ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ), É ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ).

òÉÓ. 4. ðÒÏŒÅÒÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÁË ÇÒÁÆ.

ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÉ (ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ). éÚ ÎÉÈ ŒÙÈÏÄÑÔ D|A| ÒčÂÅÒ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÅÄÅÊ N(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ D|A| ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÂÌÉÚËÁ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÇÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜËÓ- ÐÁÎÄÅÒÏÍ. ôÏÞÎÅÅ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ” ¿ 0 É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ff ¿ 0 É ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ

|N(A)| ⩾ (1 − ”)D|A| ÐÒÉ |A| ⩽ ffn

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ”; Œ ÄÁÌØÎÅÊ- ÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ” ¡ 1=4. ïÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÓÏÓÅÄÉ ÌÅŒÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, É ÅÓ- ÌÉ ŒÚÑÔØ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÔÏ ÚÁ ÓÞčÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ (1 − ”) ÒÁÚ. óÌÏŒÁ ĂÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏĄ ŒÁÖÎÙ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÈŒÁÔÉÔ ŒÅÒÛÉÎ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ ” ÎÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÏ ÂÒÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ D, ÉÎÁÞÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ

ÏÂÝÅÇÏ ÓÏÓÅÄÁ ÓÐÒÁŒÁ, ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÕÓÌÏŒÉÀ | Á ÔÁËÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ, ÔÁË ËÁË ÓÐÒÁŒÁ ÍÅÎØÛÅ ŒÅÒÛÉÎ, ÞÅÍ ÓÌÅŒÁ.)

òÉÓ. 5. ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ.

éÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË É ÜËÓÐÁÎÄÅÒÙ

íÙ ÏÔÌÏÖÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÏŒ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ n, ÉÈ ÓÔÅÐÅÎØ D, ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÓÐÒÁŒÁ m, ÇÒÁÎÉÃÙ ff É ”) É ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÄÁ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2^{n−m} ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÅ, ÅÓÌÉ m ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÍÉ).

íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ |A| ŒÅÒÛÉÎ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔ D|A| ÒčÂÅÒ; ÏÎÉ ÐÒÉÈÏÄÑÔ Œ (1 − ”)D|A| ŒÅÒÛÉÎ. úÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ”D|A| ŒÅÒÛÉÎ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 1), É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (1 − 2”)D|A| ŒÅÒÛÉÎ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÄÁ ÂÏÌØÛÅ ffn. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÄŒÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, É A | ÔÅ ÐÏÚÉÃÉÉ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÄ ÌÉÎÅÊÎÙÊ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉ- ÃÙ Œ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÉÚ A (Á ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÕÌÅŒÏÅ). íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

ÅÄÉÎÉÃ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ffn, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (1−2”)D|A| ĂËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈĄ ËÏÎ- ÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉÃÕ (É ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ÎÕÌÉ). åÓÌÉ ” ¡ 1=2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ: ÄÌÑ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ŒÓÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÔÏÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ A.)

òÁÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÂÏÌØÛÅ ffn, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÉÒÏ- ŒÁÔØ ÄÏ (ff=2)n ÏÛÉÂÏË. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ” ¡ 1=4 ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ: ÐÏËÁ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÍÅÎØÛÉÔ ÉÈ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ, É ÉÚÍÅÎÉÔÅ Åč. îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÁÑ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÏËÁÖÅÍÓÑ Œ ĂÌÏËÁÌØÎÏÍ ÍÉÎÉÍÕÍÅĄ): ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÕÍÍ ÕÂÙŒÁÅÔ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÎÕÌÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ z, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ. (ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, Œ ÓÉÌÕ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÎÕÌÅŒÏÅ.) ðÕÓÔØ A | ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÚÉÃÉÊ. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ A ŒÙÈÏ- ÄÉÔ D|A| ÒčÂÅÒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÅÄčÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (1 − 2”)D|A|, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ, ÅÓÌÉ ” ¡ 1=4. úÎÁÞÉÔ, Œ A ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÒčÂÅÒ ŒÅÄÕÔ Œ ËÒÉÔÉ- ÞÅÓËÉÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, É ÐÏÔÏÍÕ Åč ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ (ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÐÒÁ- ŒÉÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÚÁ ÓÞčÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÐÏÒÞÉ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ) ÕÍÅÎØÛÉÔ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ÓÕÍÍ.

œÓč? îÅ ÓÏŒÓÅÍ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ŒÎÅ A, ÍÏÇÕÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (ÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÕÍÅÎØÛÁ- ÅÔ ÞÉÓÌÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÊ), É ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÄÁÌÉÔ ÔÅËÕÝÅÅ ÓÌÏŒÏ ÏÔ ÉÓËÏÍÏÇÏ, ÕŒÅÌÉÞÉŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÛÉÂÏË A. (ðÒÅÄÏÔŒÒÁÔÉÔØ ÜÔÏ, ÎÅ ÚÎÁÑ, ÇÄÅ ÏÛÉÂËÉ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ.) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ ÉÚÍÅ- ÎÅÎÉÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÐÒÅŒÙÓÉÔ ÒÁÚÍÅÒ ffn, ÔÏ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÔÅÒÑÀÔ ÓÉÌÕ (ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÎÁÊÔÉÓØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ÓÕÍÍ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ |A| ¿ ffn ŒÓÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ, ÈÏÔÑ A É ÎÅÐÕÓÔÏ).

ðÏÞÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒ A ÎÅ ÐÒÅŒÙÓÉÔ ffn? œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ Õ ÎÁÓ ÂÙÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (ff=2)n ÏÛÉÂÏË. ðÏÞÅÍÕ ÉÈ ÞÉÓÌÏ Œ ÈÏÄÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÁ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ? äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ A ÓŒÑÚÁÎ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÎÅŒÅÒÎÙÈ ÓÕÍÍ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÎÅ ÍÅÎØ-

ÛÅ (1 − 2”)D|A| ¿^1_2 D|A| É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ D|A| (ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÅÄÅÊ). òÁÚ ÞÉÓÌÏ ÎÅŒÅÒÎÙÈ ÓÕÍÍ ÕÂÙŒÁÅÔ, Á ÌÀÆÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÅ- ÎÅÅ ÞÅÍ ÄŒÕËÒÁÔÎÙÊ, ÒÁÚÍÅÒ A ÍÏÖÅÔ ŒÏÚÒÁÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ. (óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÃÅÎËÁ (1 − 2”)D|A| ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÎÔÒÏÌØ- ÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÅÒÎÁ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÄÏÌÑ ÏÛÉÂÏË ÎÅ ÐÒÅŒÚÏÛÌÁ ff. îÏ ÅÓÌÉ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÏÓÔÁŒÁÌÏÓØ ÍÅÎØÛÅ ff, ÔÏ É ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ffn.)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÜÔÏÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ (ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÅ ÞÉÓÌÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ ÔÏÖÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ). ðÒÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÓÐÒÁŒÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ O(1) (ÓÍ. ÎÉÖÅ Ï ÔÏÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÁËÉÅ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ) É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÌÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÈ Åč ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ; ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÎÁÄÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ É ÚÁÔÅÍ ËÏÒÒÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÓÏÓÅÄÅÊ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ, ÞÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÞÅÒÅÄÉ Ó ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÁÍÉ.

éÚŒÅÓÔÎÙ ÔÁËÖÅ ÂÙÓÔÒÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÒÒÅËÃÉÉ ÏÛÉÂÏË, ÎÏ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÕÖÅ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÏŒ

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÇÒÁÆÁ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÌÅ- ŒÏÊ ÄÏÌÅ É m ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅŒÁ ÒÁŒÎÁ D É ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ Ó ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÁÍÉ ff É ” ¡ 1=4, ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ ÉÚ n − m ÂÉÔÏŒ ÓÌÏŒÁÍÉ ÉÚ n ÂÉÔÏŒ É ÂÙÓÔÒÏ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÄÏ (ff=2)n ÏÛÉÂÏË.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑ- ÝÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÅ q ¡ 1 (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÑÈ) É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ” ¿ 0. íÙ ÐÏÄÂÅÒčÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ D É ff, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËÓÐÁÎÄÅÒ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ m É n Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ q). ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÑÈ: ÞÉÓÌÁ n É m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m=n = q. âÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÌÅŒÁ É m ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÐÒÁŒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÌÅŒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÙÐÕÓËÁÅÍ D ÒčÂÅÒ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÄÏÌÀ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÉÒÁÅÔ- ÓÑ D ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ŒÙÂÏÒ ÄÅÌÁÅÔÓÑ

ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ).

íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÚ k ⩽ ffn ŒÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏ- ÓÅÄÉ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ (Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ) ÌÅÖÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B ÒÁÚÍÅÒÁ (1 − ”)Dk. äÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÔÁËÏÅ B ÒÁŒÎÁ |B|=m, ÄÌÑ D ÒčÂÅÒ ÏÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (|B|=m)^D (ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÚÁ ÓÞčÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ D ÓÏÓÅÄÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÍÉ), É ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ŒÙÂÏÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÄÏ ŒÏÚŒÅÓÔÉ ÅÝč Œ ÓÔÅÐÅÎØ k. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ A É B É ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÃÅÎËÕ ffn∑ k=0 ( C^k_n · C^{(1−”)Dk} m · ( (1 − ”)Dk m )_{Dk})

îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ 1. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ: C^v_u ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (ue=v)^v . (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, C^v_u ⩽ u^v =v!, É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ v! ⩾ (v=e)^v , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌ

∫_v 1 ln t dt, ÒÁŒÎÙÊ (t ln t − t)|^{t=v}_{t=1}, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓŒÏÅÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ln 1 + ln 2 + : : : + ln v = ln(v!).)

ïÃÅÎÉŒÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ffn∑ k=0 ( (ne=k)^k · ( me (1 − ”)Dk

)_{(1−”)Dk} · ( (1 − ”)Dk m )_{Dk})

åÓÌÉ ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓËÏÂËÉ ŒÙÎÅÓÔÉ ÎÁÒÕÖÕ e, ÔÏ ÏÎÁ ÓÔÁÎÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÔÒÅÔØÅÊ, É ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ffn∑ k=0 [ (ne=k) · e^{(1−”)D} · ( (1 − ”)Dk m )_{”D}]k

(ÍÙ ÚÁÏÄÎÏ ŒÙÎÅÓÌÉ ÏÂÝÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ k). úÁÍÅÎÑÑ (1 − ”) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÍÙ ÌÉÛØ ÕŒÅÌÉÞÉÍ ÓÕÍÍÕ: ffn∑ k=0 [ (ne=k) · e^D · ( Dk m )_{”D} ]k

íÙ ÈÏÔÉÍ ÏÃÅÎÉÔØ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÎÏ ÐÏËÁ Œ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ŒÈÏÄÉÔ k. åÇÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÁ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ffn.

îÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÒÏÓÌÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ k, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ”D ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ 1. œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ m=n = q): ffn∑ k=0 [ (e=ff) · e^D · ( Dff q )_{”D}]k

ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ËÁË ÎÁÄÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ: ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ D ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ”D ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ 1. ðÒÉ ÔÁËÏÍ D ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ff → 0, É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ff ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 1=2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÐÒÁŒÁ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÙ

õÄÏÂÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÜËÓÐÁÎÄÅÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅŒÁ, ÎÏ É ÓÐÒÁŒÁ (ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÐÒÁŒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.

óÎÏŒÁ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ q ¡ 1 (ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÑÈ) É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ” ¿ 0. äÁÌÅÅ ÍÙ ÐÏÄÂÅÒčÍ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÙÅ D É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ff ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÃÅÌÙÈ m É n Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ q ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÌÅŒÁ (ÓÔÅÐÅÎÉ D) É m ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÐÒÁŒÁ (ÓÔÅÐÅÎÉ D^′ = D=q), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ (Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ” É ff).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÑÈ: ÞÉÓÌÁ n É m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m=n = q. âÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÄŒÕ- ÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÌÅŒÁ É m ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÐÒÁŒÁ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÏ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅŒÁ ŒÏÚØ- ÍčÍ D ËÏÐÉÊ, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÐÒÁŒÁ | D^′ ËÏÐÉÊ (ÜÔÏ ÂÕ- ÄÕÔ ËÏÎÃÙ ÒčÂÅÒ). ôÏÇÄÁ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ N = Dn = D^′m ËÏÐÉÊ, É ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÁŒÙÍÉ É ÌÅŒÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÁÒÏ- ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÙÍÉ É ÐÒÁŒÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØÀ 1=N!). üÔÏ ÅÝč ÎÅ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, Ô.Ë. ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÒÁÔÎÙÅ (ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ) ÒčÂÒÁ. œÒÅÍÅÎÎÏ ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍ ËÒÁÔÎÙÅ ÒčÂÒÁ É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ- ÎÏÍ ŒÙÛÅ ÇÒÁÆÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ (É ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÅÊ 1=2) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÚ k ⩽ ffn ŒÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÉ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ (Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ) ÌÅÖÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B ÒÁÚÍÅÒÁ (1 − ”)Dk. ïÃÅÎÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ A É B.

îÁ ÎÁÛÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÉÒÁÅÍ Dk ÐÒÁŒÙÈ ËÏÎÃÏŒ, ËÕÄÁ ÂÕÄÕÔ ĂÏÔÐÒÁŒÌÅÎÙĄ ÒčÂÒÁ ÉÚ A (ŒÓÅÇÏ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ C^{Dk}_N ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ), ÚÁÔÅÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ŒÓÅ ÒÅÂÒÁ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ A, ÍÅÖÄÕ ŒÙÂÒÁÎÎÙÍÉ Dk ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ (Dk)! ŒÁ- ÒÉÁÎÔÏŒ), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÑÅÍ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ Dk ÒčÂÅÒ ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÅÓÔØ (N − Dk)! ÓÐÏÓÏÂÏŒ). œÓÅÇÏ, ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

C^{Dk}_N · (Dk)! · (N − Dk)! = N!

ÓÐÏÓÏÂÏŒ. (èÏÔÑ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÐÏÌÕ- ÞÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ A.)

ôÅÐÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÓŒÏÊ ŒÙÂÏÒ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÅ: ÂÕÄÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÅÄÅÊ A ÎÅ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ N ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÁŒÙÈ ËÏÎ- ÃÏŒ ÒčÂÅÒ, Á ÌÉÛØ ÓÒÅÄÉ (ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ) ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B (ÔÁËÉÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ŒÓÅÇÏ D^′|B| = (1 − ”)DD^′k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ŒÁÒÉÁÎ- ÔÏŒ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó C^{Dk}_N ÄÏ C^{Dk}_{D′|B|} = C^{Dk}_{(1−”)DD′ k}. ôÅÐÅÒØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ĂŒÓÅ ÓÏÓÅÄÉ A ÌÅÖÁÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ BĄ ÒÁŒÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ:

C^{Dk}_{(1−”)DD}′_k=C^{Dk}_N

ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ A É B. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÇÒÁÆ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓ- ÐÁÎÄÅÒÏÍ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ffn∑ k=0 C^k_n · C^{(1−”)Dk} m · ( C^{Dk}_{(1−”)DD}′_k=C^{Dk}_N )

äÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÐÏÞÔÉ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÍÙ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÌÉ ÐÒÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÓÏÓÅÄÅÊ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ 1=2. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ: C^v_u ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ (ue=v)^v É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (u=v)^v. (îÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ C^v_u =^u_v ·^{u−1}_{v−1} · : : : ·^{u−v+1}_1 ŒÓÅ ÄÒÏÂÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ u=v.)

ïÃÅÎÉŒÁÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ŒÙÎÏÓÑ ÏÂÝÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ k, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ffn∑ k=0 (( ne k ) · ( me (1 − ”)Dk

)_{(1−”)D} · ( (1 − ”)DD^′ke N )_D )k

œÓÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ N = D^′m, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Õ ÎÁÓ ÐÏÑŒÉÌÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ e Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓËÏÂËÅ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ (1 − ”) Œ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ (2 − ”): ffn∑ k=0 ( (ne=k) · e^{(2−”)D} · ( (1 − ”)Dk m )_{”D})k

äÁÌØÛÅ ŒÓč ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÐÒÅÖÎÅÊ ÓÈÅÍÅ. íÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÒÏÓÌÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ k. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ”D ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ 1. œÙÂÒÁŒ (ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ”) ÔÁËÏÅ D, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ k ŒÎÕ- ÔÒÉ ÓËÏÂÏË ÎÁ ffn, ÏÔ ÞÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÔÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ. ôÁËÖÅ ÏÇÒÕÂÉÍ (2 − ”) É (1 − ”) ÄÏ 2 É 1 ÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ: ffn∑ k=0 ( (e=ff) · e^{2D} · ( Dff q )_{”D})k

ôÅÐÅÒØ ÒÑÄ ÐÒÅŒÒÁÔÉÌÓÑ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÐÒÉÞčÍ Åč ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ff → 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ff ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 1=4, É ÔÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=2. ðÏÄŒÅÄčÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ: Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2 ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÄÁčÔ ÎÁÍ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÙÊ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÒčÂÒÁÍÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

õÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ËÒÁÔÎÙÈ ÒčÂÅÒ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÐÁÓÁ Œ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ Œ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ” ÎÁ ”^′ = ”=2. (ôÁËÖÅ ÚÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅÐÅÎØ D ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=”^′ = 2=”.)

ëÁË ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ËÒÁÔÎÙÅ ÒčÂÒÁ? éÚ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ ÇÒÁÆÁ ŒÙÈÏÄÉÔ ÐÏ D ÒčÂÅÒ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒčÂÒÁ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁ- ÎÙ ÐÏ ÉÈ ÌÅŒÙÍ ËÏÎÃÁÍ (ÏÔ 1 ÄÏ N = Dn). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ i; j (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÄ- ÎÏÊ ÌÅŒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ | Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÒÁÔÎÙÈ

ÒčÂÅÒ) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÒÁŒÙÅ ËÏÎÃÙ ÐÏÐÁÄÕÔ Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÕ ÓÐÒÁŒÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=m. óÕÍÍÉÒÕÑ ÜÔÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÅÒÛÉÎÁÍ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÉ É ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍ ÒčÂÅÒ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÐÁÒ ËÒÁÔÎÙÈ ÒčÂÅÒ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C^2_D · (n=m) = O(D^2=q). œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÄŒÁ ÒÁ- ÚÁ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÓŒÏč ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 1=2 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ þÅÂÙÛčŒÁ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØ- ÛÅ 1=2 Œ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(D^2=q) ÐÁÒ ËÒÁÔÎÙÈ ÒčÂÅÒ.

éÔÁË, Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2 ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÄÁčÔ ÎÁÍ ÜËÓÐÁÎÄÅÒ (Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ), É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅ 1=2 Œ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÁÔ- ÎÙÈ ÒčÂÅÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ O(D^2=q). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÂÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ (ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ) ÜËÓÐÁÎÄÅÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(D^2=q) ÐÁÒ ËÒÁÔÎÙÈ ÒčÂÅÒ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÅ- ÌÉÞÉÎÁ O(D^2=q) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÇÒÁÆÅ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó D, Œ ÔÁËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÏÖ- ÎÏ ĂÒÁÓÐÁÒÁÌÌÅÌÉÔØĄ ËÒÁÔÎÙÅ ÒčÂÒÁ, ÌÉÛØ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÈÕÄÛÉŒ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ïÐÉÛÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ĂÒÁÓÐÁÒÁÌÌÅÌÉŒÁÎÉÑĄ. îÁÚÏ- ŒčÍ ĂÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÍÉĄ ÓÁÍÉ ËÒÁÔÎÙÅ ÒčÂÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÒčÂÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ Ó ÎÉÍÉ ÏÂÝÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ (ÓÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ). ðÏËÁ Œ ÇÒÁÆÅ ÏÓÔÁÀÔ- ÓÑ ËÒÁÔÎÙÅ ÒčÂÒÁ, ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÅÒÅËÌÅÊËÉ: ÂÅÒčÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ËÒÁÔÎÙÈ ÒčÂÅÒ É ÏÂÍÅÎÉŒÁÅÍ ÅÇÏ ÐÒÁŒÙÊ ËÏÎÅÃ Ó ÐÒÁŒÙÍ ËÏÎÃÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÚÁÐÒÅÝÅÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÏÚÁÂÏÔÉÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÎÅÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ ÒčÂÒÁ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÐÅÒÅËÌÅÊËÁÈ, ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÏÂÝÉÈ ËÏÎÃÏŒ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ, ÅÓÌÉ n ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÔÎÙÈ ÒčÂÅÒ).

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÇÒÁÆ ÏÓÔÁÌÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, É Œ ÎčÍ ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ËÒÁÔÎÙÈ ÒčÂÅÒ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÍÏÇÌÏ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ. òÁÎØÛÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÌÅŒÙÈ ŒÅÒÛÉÎ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÉÚ (1 − ”^′)D|A| ÐÒÁŒÙÈ ŒÅÒÛÉÎ. ðÏÓÌÅ ÐÅÒÅËÌÅÊËÉ ÒčÂÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N(A) ÍÏÇÌÏ ÓÔÁÔØ ÍÅÎØÛÅ ÚÁ ÓÞčÔ ÎÅÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÒčÂÅÒ (ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ A), ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ Œ ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ ÒÁÓÐÁÒÁÌÌÅÌÉŒÁÎÉÑ. ôÁËÉÈ ÒčÂÅÒ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |A| (ÌÅŒÙÅ ËÏÎÃÙ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÒčÂÅÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙ). üÔÏ

ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Œ ÎÏŒÏÍ ÇÒÁÆÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÅÄÅÊ A ÎÅ ÍÅÎØÛÅ

(1 − ”^′)D|A| − |A| ⩾ (1 − ”^′ − 1 D )D|A|

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÏŒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÅÇËÁ ÕÈÕÄÛÅÎÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ: ”^′ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ (”^′ +^1_D ). úÁ ÓÞčÔ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÚÁÐÁÓÁ (”^′ = ”=2) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÜËÓÐÁÎÄÅÒ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ”.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ” ¿ 0, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ n=m, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ D É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ff) ÜËÓÐÁÎÄÅÒÙ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ (É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÙ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÔÅÐÅ- ÎØÀ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ). ïÄÎÁËÏ ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÑŒ- ÎÏÅ | ÏÎÏ ÎÅ ÄÁčÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜËÓÐÁÎÄÅÒ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ (Á ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÒÇÁÎÉ- ÚÏŒÁÔØ ÂÙÓÔÒÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅ- ÇÏ ËÏÄÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ ÄÌÉÎÁÍ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ). œ 2002 ÇÏÄÕ œÁÄÈÁÎ, œÉÇÄÅÒÓÏÎ, ëÁÐÁÌÂÏ É òÅÊÎÇÏÌÄ [M. Capalbo, O. Reingold, S. Vadhan, A. Wigderson, Randomness conductors and constant-degree lossless expanders, Proceedings on 34th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pp. 659{668, 2002] ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ ÑŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÄÌÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ” ¿ 0 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÙ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ (ÏÔ ÞÉ- ÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ) ŒÒÅÍÑ.

ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÙÈ ËÏÄÏŒ

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÙÈ ËÏÄÏŒ É ÏÂSSÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÂÙÓÔÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÎÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ËÁÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ËÏÄÏŒ | ËÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ (ÓËÏÒÏÓÔØ) É ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ É ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÒÁŒÌÑÅÍÙÈ ÏÛÉÂÏË). óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÏÃÅÎÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ÉÓÐÒÁŒÌÑÝÅÇÏ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÄÏÌÀ ÏÛÉÂÏË.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÜËÓÐÁÎÄÅ- ÒÁ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÅÍÕ ËÏÄÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÅÓÔØ Õ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ:

• ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ (n É m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ; ÍÙ ÓÞÉÔÁ- ÅÍ, ÞÔÏ m ¡ n, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ q = m=n);

• ÓÔÅÐÅÎØ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÔÓÑ D);

• ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ff É ”: ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ffn ŒÅÒÛÉÎ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÉ, ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (1 − ”)D|A| ÓÏÓÅÄÅÊ (Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ). ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÄÏŒ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ” ¡ 1=4.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁËÏÊ ËÏÄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÍÕ ÇÒÁÆÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉ- ÎÁ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÒÁŒÎÁ n, Á ÞÉÓÌÏ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÁŒÎÏ m, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{n−m}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËÏÄÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ^{n−m}_n = 1−q. äÁÌÅÅ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ffn. íÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÄÁ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ) ÂÙÌÏ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ q ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ff.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÔÏÞÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÏŒ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ. íÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ” (ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅ 1=4) É q (ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅ 1). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ff = ff(q; ”) (Á ÔÁËÖÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ D = D(q; ”)), ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËÓÐÁÎÄÅÒ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ.

òÁÎÅÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÏŒ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÕÓÌÏŒÉÑ ”D ¿ 1 É

(e=ff) · e^D · ( Dff q )_{”D} ¡ 1=2

üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ff = ff(q; ”) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ D = D(q; ”) ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÅÒÎÙ. ôÏÞÎÏÅ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÐÏÉÓË ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ. ïÄÎÁËÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ D, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÍÁËÉÓÍÕÍÕ (ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÏËÁÖÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ff =^{C(”)q}_{log(3=q)} (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁ C = C(”)). ðÒÑÍÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ff É ÐÒÉ D =^1_” log(3=q) ÏÂÁ ÎÕÖÎÙÅ ÎÁÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍ D ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ”D ¿ 1 ÏÞÅŒÉÄÎÏ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ É ŒÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏÅ, ÅÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÏÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÉÒÏŒÁÔØ (ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ 2). ðÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ff É D ÐÏÌÕÞÁÅÍ log ( e= C(”)q log(3=q) ) + 1 ” log(3=q) log e + log (C(”)=”) · log(3=q) ¡ −1

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

log (e=C(”)) − log 1 q + log log 3 q + log 3 q ( 1 ” log e + log

C(”) ” ) ¡ −1

ðÏÓÌÅ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ C(”).

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ: ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ” ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËÓÐÁÎÄÅÒ Ó ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ff = O(q= log(1=q)).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ŒÙÒÁÚÉÌÉ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÅ ËÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÞÅÒÅÚ q: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ q ¿ 0 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÙÊ ËÏÄ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (1 − q), ÉÓÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ÄÏÌÀ ÏÛÉÂÏË ffi(q) = ˙(q= log 1=q). ðÏÌÅÚÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ŒÙÒÁÚÉŒ ÎÁÏÂÏÒÏÔ q ÞÅÒÅÚ ffi. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÄÏÌÀ ÏÛÉÂÏË ffi Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÄÁ, ÓËÏÒÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ (1 − q), ÇÄÅ q(ffi) = O(ffi log 1=ffi).

óÒÁŒÎÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÏÇÏ ËÏÄÁ Ó ÏÃÅÎËÏÊ èÜÍÍÉÎÇÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÇÒÁÎÉÃÕ èÜÍÍÉÎÇÁ: ŒÓÑËÉÊ ÄŒÏÉÞ- ÎÙÊ ËÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÒÁŒÌÑÔØ ÏÛÉÂËÉ Œ ÄÏÌÅ ÐÏÚÉÃÉÊ ffi, ÉÍÅÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (1 − H(ffi)), ÇÄÅ H(ffi) = ffi log 1=ffi + (1 − ffi) log 1=(1 − ffi). ðÒÉ ffi → 0 ÍÙ ÉÍÅÅÍ H(ffi) = ffi log 1=ffi + O(ffi). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ffi ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÙÊ ËÏÄ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅÊ ÐÏÔÅÒÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó (ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ) ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ ËÏÄÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÎÙÅ ËÏÄÙ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÌÕÞÛÉÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ËÏÍÐÒÏÍÉÓÏŒ ÍÅÖÄÕ ÓËÏÒÏ- ÓÔØÀ ËÏÄÁ, ËÏÄÏŒÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ É ÂÙÓÔÒÏÔÏÊ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ.

29. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÙÌ ÕËÁÚÁÎ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅ- ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏŒ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ŒÉÄÁ (LDPC). œÏÚÎÉ- ËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: Á ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ (ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏŒ? (íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÍÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙ- ÍÉ ËÏÄÁÍÉ, ÔÁË ËÁË Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ËÏÄÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÉÍÅÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ.)

œ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÏÔ- ËÒÙÔÙÍ, ÎÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ: ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ NP-ÔÒÕÄÎÏÊ. (œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ ÞÉÔÁ- ÔÅÌÑ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÓŒÅÄÅÎÉÑÍÉ Ï ËÌÁÓÓÅ NP.)

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ (ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ B^n) ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ËÁË ÂÁÚÉÓÏÍ Œ ÎčÍ, ÔÁË É ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ŒÙÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅ- ÍÑ (ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÇÏŒÏÒÑ Ï ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÔØ, ËÁËÉÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÎÏ ÚÁÄÁÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:

äÁÎÙ: n-ÂÉÔÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ X = x_1 : : : x_n, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ⊂ B^n É ÞÉÓÌÏ k.

îÁÄÏ: ÕÚÎÁÔØ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÂÉÔÏŒ Œ ÓÌÏŒÅ x, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÐÁÌÏ Œ L.

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP: ÅÓÌÉ ÏÔŒÅÔ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÉÚÍÅ- ÎÑÅÍÙÅ ÂÉÔÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ NP-ÐÏÌÎÏÊ.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (Åč ÄÏËÁÚÁÌÉ âÅÒÌÅËÜÍÐ, íÁËüÌÉÅÓ É ŒÁÎ ôÉÌ- ÂÏÒÇ Œ 1978 ÇÏÄÕ, ŒÓËÏÒÅ ÐÏÓÌÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ NP-ÐÏÌÎÏÔÙ) ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ NP-ÔÒÕÄÎÏÊ É ŒÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, Åč ÒÅÛÁÀ- ÝÅÇÏ. (œÐÒÏÞÅÍ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ ÜÔÏ ÍÁÌÏ ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ: ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÎÅ ŒÓÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, Á ÔÏÌØËÏ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ, É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÌÉÛØ ÓÌÏŒÁ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË.)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÚÁÄÁ- ÞÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÒÅÚÅ (MAX-CUT): ÒÁÚÂÉÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ ÍÅÖÄÕ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÂÙÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ. ôÏÞÎÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÚÁÄÁ- ÞÁÈ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÄÁÎ ÇÒÁÆ É ÞÉÓÌÏ m; ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒčÂÅÒ Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÂÙÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m.

óŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÇÒÁÆÕ ÔÁËÏÊ ËÏÄ: ÂÉÔÙ ËÏ- ÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÒčÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ; ŒÓÑËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ŒÅÒ- ÛÉÎ ÇÒÁÆÁ Œ ÄŒÁ ÃŒÅÔÁ (ÏÄÎÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÒÁÓÑÔÓÑ Œ ÞčÒÎÙÊ ÃŒÅÔ, ÄÒÕ- ÇÉÅ | Œ ÂÅÌÙÊ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ: ÐÉÛÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÔÅÈ ÒčÂÒÁÈ, ËÏÎÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏËÒÁÛÅÎÙ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÃŒÅÔÁ É ÎÕÌÉ ÎÁ

ÒčÂÒÁÈ Ó ÏÄÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌ- ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÒÁÚÒÅÚ Œ ÇÒÁÆÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÔ ËÏÄÏŒÏÍÕ ÓÌÏŒÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÌÉÖÅ ŒÓÅÇÏ Ë ÓÌÏŒÕ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ. (âÏ- ÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÒÁÚÒÅÚ Ó m ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ ÒčÂÒÁÍÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÓÌÏŒÅ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ E − m ÂÉÔÏŒ, ÐÏÌÕÞÉŒ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ; ÚÄÅÓØ E | ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ ÇÒÁÆÁ.)

ïÓÔÁčÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ MAX-CUT (Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÁÒÉ- ÁÎÔÅ Ó ÏÔŒÅÔÏÍ ĂÄÁ/ÎÅÔĄ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ NP-ÐÏÌÎÏÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË Ë ÎÅÊ ÓŒÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ 3-SAT (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÈ NP-ÐÏÌÎÏ- ÔÙ; SAT ÏÚÎÁÞÁÅÔ SATis˛ablility, ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ).

œ ÚÁÄÁÞÅ 3-SAT ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÎÁÂÏÒ ÂÕÌÅŒÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_1; : : : ; x_n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ. ëÁÖÄÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÁËÉÍ-ÔÏ ÔÒčÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ÏÄÎÕ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÉÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ. üÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ ĂÄÉÚSSÀÎËÔÁĄ: ÚÁÐÒÅÔ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÉ (Ë ÐÒÉÍÅÒÕ) x_5 = 1, x_7 = 0, x_{11} = 1 ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ¬x_5 ∨x_7 ∨¬x_{11}. úÁÄÁÞÁ Œ ÃÅÌÏÍ ÔÏÇÄÁ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÅÊ (ÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÍ é) ÜÔÉÈ ÄÉÚSSÀÎËÔÏŒ. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ NP-ÐÏÌÎÏÔÕ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ NP-ÐÏÌÎÏÔÕ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ: ÚÁ- ÐÒÅÝÁÑ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÔÒÏÊËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÓËÁÖÅÍ, 1; 0; 1), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁ- ÐÒÅÔÉÔØ É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÔÒÏÊËÕ (0; 1; 0) ÄÌÑ ÔÅÈ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ NotAllEqual(a; b; c), ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ ÔÒÉ ÂÉÔÁ a; b; c ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÞÁÓÔ- ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁË: ŒÍÅÓÔÏ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ a ∨ b ∨ c ÔÒčÈ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ (ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ) ÍÙ ÐÉÛÅÍ NotAllEqual(a; b; c). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ŒÓÅ ÌÏÖÎÙ (ËÁË Œ ÄÉÚSS- ÀÎËÃÉÉ), ÎÏ É ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ŒÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙ. üÔÏÔ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ NAESAT (Not All Equal SATis˛ablity).

ìÅÍÍÁ. ïÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ 3-SAT ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë NAESAT. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ NAESAT ŒÙÄÅÒÖÉ- ŒÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ (ÚÁÍÅÎÕ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÏÄÎÕ ĂÓÐÅÃÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀĄ É ÎÁÌÏÖÉÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁÂÏÒÙ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ, ÇÄÅ ÓÐÅÃÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÌÏÖÎÁ (ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ NotAllEqual(0; a; b) = a ∨ b, ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ (ÏÂÙÞÎÙÈ) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u É v ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÁË NotAllEqual(ff; u; v), ÇÄÅ ff | ÓÐÅÃÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. õÓÌÏŒÉÅ a ∨ b ∨ c (ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÅ ŒÓÅÍ ÌÉÔÅÒÁ-

ÌÁÍ a; b; c ÂÙÔØ ÌÏÖÎÙÍÉ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÄŒÕÍÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ a ∨ b = t É t ∨ c, ÇÄÅ t | ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÎÏŒÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ (ÓŒÏÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ): ÎÏŒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÓÌÏŒÉÊ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÓÔÁÒÁÑ. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ a ∨ b = t, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÐÒÅÔÉÔØ ŒÁÒÉÁÎÔ a = 1; t = 0, ŒÁÒÉÁÎÔ b = 1; t = 0 É ŒÁ- ÒÉÁÎÔ a = 0; b = 0; t = 1. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑÍ ¬a ∨ t É ¬b ∨ t, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÌØËÏ ÄŒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (É ÜÔÏ ÍÙ ŒÙÒÁ- ÖÁÔØ ÕÍÅÅÍ). œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÄÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÐÒÅÔÉÍ É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ a = 1; b = 1; t = 0 (ÏÎ ÔÏÖÅ ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ É ÕÖÅ ÚÁÐÒÅÝčÎ), ÎÁÐÉÓÁŒ NotAllEqual(a; b; ¬t). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÓŒÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ NAESAT Ë MAX-CUT. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÁ- ÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÁË ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ŒÅÒ- ÛÉÎ ÇÒÁÆÁ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ ÉÚ ÄŒÕÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏ N ŒÅÒÛÉÎ É ŒÓÅÈ ÒčÂÅÒ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÁÍÉ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚ ÔÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÅÔ ŒÓÅ N^2 ÒčÂÅÒ. ìÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚÒÅÚ ÐÒÏÉÇÒÙŒÁÅÔ ÅÍÕ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ N ÒčÂÅÒ.

(ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÀËÁ. òÁÚ- ÒÅÚ | ÜÔÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ŒÒÅÛÉÎ ÎÁ ĂÂÅÌÙÅĄ É ĂÞčÒÎÙÅĄ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁÚÒÅÚÁ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ÃŒÅÔÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (a_1 + : : : + a_N )(b_1 + : : : + b_N ), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ a_i É b_i ÒÁŒ- ÎÙ ±1. úÎÁÞÅÎÉÑ a_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÃŒÅÔÁÍ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ b_i | Œ ÄÒÕÇÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ a_i ÚÎÁË Ă+ĄÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÛÉÎŒÍ ÂÅÌÏÇÏÃŒÅÔÁ, Á ÄÌÑ b_i | ÎÁÏÂÏÒÏÔ. òÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÒčÂÅÒ ÍÉÎÕÓ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÃŒÅÔÎÙÈ. ëÏÇÄÁ ŒÓÅ a_i É b_j ÒÁŒÎÙ 1, ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ N^2 ÞÌÅÎÏŒ a_ib_j , ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ N^2 ÒčÂÒÁÍ ÍÅÖÄÕ ÄÏÌÑÍÉ. úÁÍÅÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅËÒÁÛÉŒÁÎÉÀ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÐÁŒÛÅÅ ÒÅÂÒÏ ÄÁčÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ŒÁ- ÒÉÁÎÔÙ, ËÒÏÍÅ a_i = b_j = 1 É a_i = b_j = −1, ÄÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (N − 2)N, ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÐÁÄÁÀÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ N ÒčÂÅÒ.)

ôÅÐÅÒØ ÓÏÅÄÉÎÉÍ n ËÏÐÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ 2^n ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏŒ: Œ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÎÁÄÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ŒÓÅ ÒčÂÒÁ, ÎÏ ËÁËÕÀ ÉÚ ÐÏÌÏŒÉÎ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÁÚÒÅÚÁ, Á ËÁËÕÀ ÐÏ ÄÒÕÇÕÀ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ. œÙÂÏÒ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÒÅÚÏŒ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ n ÂÉÔÏŒ. ðÏËÁ ÞÔÏ ŒÓÅ 2^n ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÒÁÚÒÅÚÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÈÏÒÏÛÉ (ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ ŒÓÅ ÒčÂÒÁ).

üÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏÂÁŒÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÒčÂÒÁ. ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÏÂÁŒÌÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÒÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÒÁÚ-

ÎÙÈ ËÏÐÉÊ. éÚ ÎÉÈ ÒÁÚÒÅÚÁÎÙ ÌÉÂÏ 0 (ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÔÒÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏËÁÚÁÌÉÓØ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁÚÒÅÚÁ), ÌÉÂÏ 2 ÒÅÂÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁËÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÄÁčÔ ÐÒÅÍÉÀ Œ +2 ÒÅÂÒÁ, ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ (ÞÔÏ ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ NotAllEqual ÄÌÑ ÂÉÔÏŒ ÉÚ ËÏÄÁ ÒÁÚÒÅÚÁ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ NAESAT-ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÒÁÚÒÅÚÁ ÉÚ N^2 + 2m ÒčÂÅÒ, ÇÄÅ m | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ŒÙÂÒÁÔØ N ÂÏÌØÛÅ 3m, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÏÊ ŒÙÉÇÒÙÛ ÚÁ ÓÞčÔ ÒÁÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒčÂÅÒ ÎÅ ÐÅÒÅŒÅÓÉÌ ÐÒÏÉÇÒÙÛ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÚ ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÐÉÊ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ N ¿ m, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÉÇÒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚÒÅÚ, ÐÏÌÕÞÉŒ 3 ŒÍÅÓÔÏ 2.)

80 ïÇÌÁŒÌÅÎÉ Å

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

1. ëÏÄÙ Ó ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÛÉÂÏË: ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ . . . . . . . . . 5 2. âÁÚÏŒÙÅ ÏÃÅÎËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 3. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ËÏÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 5. ëÏÄ èÜÍÍÉÎÇÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 6. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ óÉÎÇÌÔÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 7. ëÏÄ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 8. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÏŒ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 9. ëÁÓËÁÄÎÙÅ ËÏÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 10. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÁÓËÁÄÎÙÈ ËÏÄÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 11. ôÅÏÒÅÍÁ æÏÒÎÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 12. ëÏÄ æÏÒÎÉ { œÏÚÅÎËÒÁÆÔÁ { àÓÔÅÓÅÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 13. ïÃÅÎËÁ ðÌÏÔËÉÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 14. õÌÕÞÛÅÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ óÉÎÇÌÔÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 15. ëÏÄ áÄÁÍÁÒÁ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 16. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÏŒ áÄÁÍÁÒÁ . . . . . . . . . . . . 32 17. ëÏÄÙ òÉÄÁ { íÁÌÌÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 18. ëÏÄÙ âþè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 19. âþè É èÜÍÍÉÎÇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 20. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 21. ëÏÄÏŒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ É ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ . . . . . . . . . . . . 45 22. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ËÏÄÏŒ áÄÁÍÁÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 23. ïÃÅÎËÁ äÖÏÎÓÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 24. ïÃÅÎËÁ üÌÁÊÅÓÁ { âÁÓÓÁÌÙÇÏ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 25. äÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ËÏÄÏŒ òÉÄÁ { óÏÌÏÍÏÎÁ . . . . . . . . . . . 49 26. òÉÄ { óÏÌÏÍÏÎ ÐÌÀÓ áÄÁÍÁÒ: ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ . . . . . . 56 27. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÏÍ ÄÌÑ ËÏÄÏŒ áÄÁÍÁÒÁ 59 28. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÄÙ ÎÉÚËÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ É ÜËÓÐÁÎÄÅÒÙ . . . . . . . . . . 63 29. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75