
Îáÿçàòåëüíûå óïðàæíåíèÿ, 2 ÷åòâåðòü
Ðàçáîð çàäà÷

8.1. a) Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî åñëè a
... b (a ≡ b (mod m)), òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

âûïîëíåíî an
... bn (an ≡ bn (mod m)).

Ðåøåíèå. Ïóñòü a
... b, òî åñòü a = bx äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî x, âîçâîäÿ ýòî ðàâåíñòâî â ñòåïåíü

n ïîëó÷àåì an = bnxn, òî åñòü an
... bn.

Ïóñòü a ≡ b (mod m), òî åñòü a − b
... m, òîãäà an − bn = (a − b)(an−1 + . . . + bn−1)

... m, òî åñòü
an ≡ bn (mod m).

8.1. b) Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè 11100 íà 12.
Îòâåò. 1. Ðåøåíèå. 11100 ≡

12
(−1)100 ≡

12
1.

8.2. Äàíû öåëûå ÷èñëà a, b è c. Èçâåñòíî, ÷òî a2 − ab+ b2 è b2 + bc+ c2 äåëÿòñÿ íà 101. Äîêàæèòå,
÷òî a3 + c3 äåëèòñÿ íà 101

Ðåøåíèå. a3 + c3 = (a3 + b3)− (b3 − c3) = (a+ b)(a2 − ab+ b2)− (b− c)(b2 + bc+ c2).

8.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå÷åòíîå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, òî îíî �
ïîëíûé êâàäðàò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü èñõîäíîå ÷èñëî n. Ðàçîáüåì åãî äåëèòåëè íà ïàðû âèäà d è n/d (òî åñòü òàêèå,
êîòîðûå â ïðîèçâåäåíèè äàþò ÷èñëî n). Òàê êàê äåëèòåëåé íå÷åòíî, òî â êàêîé-òî ïàðå ÷èñëà ñîâïàëè,
ò.å. d = n/d è n = d2.

Íà ýòîì ðåøåíèå çàêàí÷èâàåòñÿ, íî äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî � ïîëíûé êâàäðàò, òî ÷èñëà
ìîãëè ñîâïàñòü òîëüêî â îäíîé ïàðå è ïîýòîìó ó ïîëíîãî êâàäðàòà íå÷åòíîå ÷èñëî äåëèòåëåé.

9.1. a) Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî C2
n � ÷åòíîå? b) À ñóììà ÷èñåë îò 1 äî n?

Îòâåò. a) n ≡
4
0, 1; b) n ≡

4
0, 3. Ðåøåíèå. a) Çàìåòèì, ÷òî C2

n =
n(n− 1)

2
. Åñëè n(n − 1)/2

... 2,

òî n(n−1)
... 4, çíà÷èò íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îñòàòîê n ïðè äåëåíèè íà 4. Åñëè n ≡

4
0, òî n(n−1) ≡

4
0,

åñëè n ≡
4
1, òî n(n − 1) ≡

4
0, åñëè n ≡

4
2, òî n(n − 1) ≡

4
2, åñëè n ≡

4
3, òî n(n − 1) ≡

4
2. Ïóíêò b)

ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî, òàê êàê 1 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

9.2. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ äåëèòñÿ íà 2.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñ÷àñòëèâûå áèëåòû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû âèäà a1a2a3a4a5a6 è

(9− a1)(9− aa)(9− a3)(9− a4)(9− a5)(9− a6). (Ïî äðóãîìó � íà íîìåðà ñ ñóììîé 999999.)

9.3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òðåõçíà÷íîãî ÷èñëà, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 102, íî åñëè åãî çàïèñü ïîâòîðèòü
15 ðàç, òî ïîëó÷åííîå ìíîãîçíà÷íîå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 102. Ïîÿñíèòå, ïî÷åìó âû ñ÷èòàåòå, ÷òî
îíî äåëèòñÿ íà 102.

Îòâåò. Íàïðèìåð, 340. Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 340 íå äåëèòñÿ íà 102. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî
÷èñëî 340 . . . 340︸ ︷︷ ︸

15 ðàç

= 340 · 1001 . . . 001︸ ︷︷ ︸
15 åäèíèö

. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà, êðàòíîãî

34 è ÷èñëà, êðàòíîãî 3, çíà÷èò îíî äåëèòñÿ íà 34 · 3 = 102.

10.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô K5 íå ïëàíàðåí.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K5 ïëàíàðåí, òîãäà äëÿ íåãî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

Ð 6 3B− 6, îäíàêî ýòî íå òàê: Ð = 5 · 4/2 = 10, 3 · Â− 6 = 3 · 5− 6 = 9, 10 66 9.

10.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n äðîáü
12n+ 1

30n+ 2
íåñîêðàòèìà.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ÍÎÄ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ (ïî ñóòè ÍÎÄ � íàèáîëüøåå ÷èñëî, íà
êîòîðîå ìû ñìîæåì ñîêðàòèòü äðîáü, ïîýòîìó ïîñìîòðåòü íà ÍÎÄ ëîãè÷íî): (12n + 1, 30n + 2) =
(12n+ 1, 30n+ 2− 2(12n+ 1) = (12n+ 1, 6n) = (1, 6n) = 1. Çíà÷èò, äðîáü íåñîêðàòèìà.



10.3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ öèôð,
êîòîðîå äåëèòñÿ íà 45. Íå çàáóäüòå ïîÿñíèòü, ïî÷åìó âàì êàæåòñÿ, ÷òî îíî íàèáîëüøåå.

Îòâåò. 987643215. Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íàøå ÷èñëî äîëæíî äåëèòñÿ íà 5 è íà 9. Äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû îíî äåëèëîñü íà 5, îíî äîëæíî îêàí÷èâàòüñÿ ëèáî íà 5, ëèáî íà 0, à ïîñêîëüêó íàøå
÷èñëî ñîñòîèò èç íåíóëåâûõ öèôð, îíî îêàí÷èâàåòñÿ íà 5. Çàìåòèì, ÷òî äåëèìîñòü íà 9 âûïîëíåíà
àâòîìàòè÷åñêè: ñóììà öèôð ðàâíà 1 + . . .+ 9 = 9 · 5.

Äàëüøå, èç âñåõ ÷èñåë íàèáîëüøèì áóäåò î÷åâèäíî òî, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ íà 9. Èç âñåõ òàêèõ
÷èñåë íàèáîëüøåå òî, ó êîòîðîãî íà âòîðîì ìåñòå 8 è òàê äàëåå, ïîëó÷àåì îòâåò.

11.1. 2013 ãîä � ïåðâûé ñî âðåì¼í Ñðåäíåâåêîâüÿ, â çàïèñè êîòîðîãî èñïîëüçîâàíû ÷åòûðå ïîñëå-
äîâàòåëüíûå öèôðû. Ñêîëüêî òàêèõ ëåò (äî 10000 ã.) åù¼ áóäåò?

Ïëàí ðåøåíèÿ (XLII Óðàëüñêèé òóðíèð þíûõ ìàòåìàòèêîâ)
Îòâåò. 149. Ðåøåíèå. Âñåãî åñòü ñåìü ÷åòâ¼ðîê ïîñëåäîâàòåëüíûõ öèôð: îò 0, 1, 2, 3 äî 6, 7,

8, 9. Ó êàæäîé � ïî 24 ïåðåñòàíîâêè, âñåãî � 168. Èç íèõ 6 ïåðåñòàíîâîê íà÷èíàþòñÿ ñ íóëÿ, è
íå ãîäÿòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëåò, 12 � ñ åäèíèöû, è ýòè ãîäû óæå ïðîøëè, 2013 òîæå íå ñ÷èòàåòñÿ.
Îñòàåòñÿ 168− 19 = 149 ëåò.

11.2. Èìååòñÿ 2014 ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî íàèáîëüøåå èç íèõ äåëèòñÿ
íà íàèìåíüøåå. Êàêèì ìîæåò áûòü íàèáîëüøåå èç ýòèõ ÷èñåë? Íàéäèòå âñå îòâåòû è äîêàæèòå, ÷òî
äðóãèõ íåò.

Îòâåò. 2014, 2016, 2024, 2046, 2074, 2196, 2684, 4026. Ðåøåíèå. Ïóñòü èñõîäíûå ÷èñëà x, x+1, . . . ,

x + 2013. Òîãäà, ïî óñëîâèþ, x + 2013
... x è 2013

... x. Òî åñòü x äîëæåí áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà 2013.
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé äåëèòåëü 2013 ïîäõîäèò, îòêóäà è áåðåòñÿ îòâåò.

11.3. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå
x2

2
+

5

y
= 7.

Ïëàí ðåøåíèÿ (XLII Óðàëüñêèé òóðíèð þíûõ ìàòåìàòèêîâ)
Îòâåò. (±2, 1), (±3, 2), (±4,−5). Ðåøåíèå.Ïðèâåä¼ì ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ ê âèäó y(14− x2) = 10.

Âèäèì, ÷òî y � äåëèòåëü ÷èñëà 10. Ïåðåáèðàÿ âñå äåëèòåëè ÷èñëà 10, ïîëó÷àåì îòâåò.


