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Ñòàðûå çàäà÷è.

3.6. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ∠A = ∠D. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû

ê ñòîðîíàì AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ëåæàùåé íà ñòîðîíå AD. Äîêàæèòå,

÷òî äèàãîíàëè AC è BD ðàâíû.

4.10. Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3× n (3 ñòðîêè, n ñòîëáöîâ) ðàññòàâëåíû �èøêè òðåõ öâå-

òîâ ïî n øòóê êàæäîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàâëÿÿ �èøêè â ñòðî÷êàõ, ìîæíî

ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå áûëè �èøêè âñåõ òðåõ öâåòîâ.

5.9. Â ãðà�å ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû õîòÿ áû k > 2. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì åñòü

a) ïðîñòîé ïóòü äëèíû õîòÿ áû k; b) ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû k + 1.

6.8. Íà ïëîñêîì ðîâíîì ïîëå ðàñòóò 4 äåðåâà: À, Á, Â è �. Ïî ïîëþ ïðîõîäèò ïðÿìàÿ

äîðîãà. Çåìëåóñòðîèòåëü óñòàíîâèë íà äîðîãå 8 ñòîëáîâ è íà êàæäîì ïðèêðåïèë òàá-

ëè÷êó, íà êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû èìåíà äåðåâüåâ, ïðè÷åì ïåðâûì óêàçàíî áëèæàéøåå,

âòîðûì - âòîðîå ïî óäàëåííîñòè è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ñòîëáà ñ îäèíàêî-

âûìè òàáëè÷êàìè.

7.5. b) Åñòü ñâÿçíûé ãðà� íà n âåðøèíàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàðøðóò, ñî-

äåðæàùèé âñå âåðøèíû, òàêîé, ÷òî åãî äëèíà íå ïðåâîñõîäèò 2n − 3 è ïî êàæäîìó

ðåáðó îí ïðîõîäèò íå áîëåå äâóõ ðàç (âîçìîæíî, íîëü).

8.7. Â ãèìíàçèè åñòü íåñêîëüêî êðóæêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîñåùàåò íå ìåíåå

äâóõ ãèìíàçèñòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êðóæêîâ íàéäóòñÿ äâà ãèìíàçè-

ñòà, êîòîðûå ïîñåùàþò îäíîâðåìåííî îáà ýòèõ êðóæêà. Äîêàæèòå, ÷òî íà íåñêîëüêèõ

ãèìíàçèñòîâ ìîæíî âûëèòü áàíêó êðàñíîé êðàñêè, à íà äðóãèõ � ñèíåé òàê, ÷òîáû â

êàæäîì êðóæêå, áûë êàê êðàñíûé, òàê è ñèíèé ãèìíàçèñò.

11.9. Íåêîòîðûå ãîðîäà �ðà�ëàíäèè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèìè àâèàðåéñàìè êîì-

ïàíèè ��ðà�ñêèå àâèàëèíèè� òàê, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîëåòåòü äî ëþáîãî

äðóãîãî, âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè. Àâèàêîìïàíèÿ îòêðûëà íîâûé ðåéñ ìåæäó äâóìÿ

ãîðîäàìè, è îêàçàëîñü, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà òåïåðü ìîæíî äîëåòåòü äî ëþáîãî äðóãî-

ãî íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé ïåðåñàäêîé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåéñîâ ìîãëî áûòü

íåîáõîäèìî, ÷òîáû äîáðàòüñÿ èç îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé äî ýòîãî?

11.10. Â ëåâîì íèæíåì óãëó òàáëèöû 7 × 7 ñòîèò ÷èñëî 1, à â ïðàâîì âåðõíåì �

÷èñëî 9. Ìîæíî ëè çàïîëíèòü îñòàëüíûå êëåòêè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ó

êàæäîãî ÷èñëà ñîñåäè ñïðàâà è ñâåðõó (åñëè åñòü) áûëè íå ìåíüøå ýòîãî ÷èñëà, è âî

âñåõ êâàäðàòàõ 2× 2 ñóììû ÷èñåë áûëè ðàçëè÷íû?

12.3. Íåíóëåâûå ÷èñëà x, y è z òàêîâû, ÷òî x + y + z = 1 è 1/x + 1/y + 1/z = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî x3 + y3 + z3 − 3xyz = 1.

12.4. Íàòóðàëüíîå n íàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íûì, åñëè ñóììà âñåõ åãî íàòóðàëüíûõ äå-

ëèòåëåé, êðîìå íåãî ñàìîãî, áîëüøå n. Äîêàæèòå, ÷òî êðàòíîå èçáûòî÷íîãî ÷èñëà òîæå
èçáûòî÷íî.

12.5. Äîêàæèòå, ÷òî (3n + 1)n − 2 äåëèòñÿ íà 3n − 2.

12.6.M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i 6 7
ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ðîâíî ÷åðåç i òî÷åê M . Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè-

÷åñòâî òî÷åê ìîæåò áûòü â M?

12.7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà ëþáîå êîëè÷åñòâî

ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, áîëüøåå 5. (Òðåóãîëüíèêè íå îáÿçàíû áûòü îäèíàêîâûìè.)



12.9. Íåñêîëüêî ñåìèêëàññíèö ñîáðàëè ïîðîâíó øèøåê. Âðåìÿ îò âðåìåíè êàêèå-òî

ñåìèêëàññíèöû ðàçäàþò êàæäîé èç îñòàëüíûõ ïîðîâíó èç ñâîèõ øèøåê. Ïîñëå ìíîãî-

êðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ òàêîé ïðîöåäóðû ó �åðòðóäû îñòàëîñü 23 øèøêè, à ó Íèíåëè �

6 øèøåê. Ñêîëüêî áûëî ñåìèêëàññíèö?

13.3. Ìîæåò ëè òî÷íûé êâàäðàò èìåòü ïîðîâíó íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé âèäà 3k + 1
è 3k + 2?

15.5. Â ãðà�å ñî 100 âåðøèíàìè áåç òðåóãîëüíèêîâ ñòåïåíè âñåõ âåðøèí áîëüøå 40.

Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðà�å íåò öèêëîâ äëèíû 5.

15.7. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëà
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ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

b) Âûâåäèòå èç ïóíêòà a), ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

16.3. a, b � öåëûå ÷èñëà. Îêàçàëîñü, ÷òî (a, b) + [a, b] = a + b. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî

èç ÷èñåë äåëèòñÿ íà äðóãîå.

16.4. Íà äèàãîíàëè AC ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD âûáðàíû òî÷êè E è F òàêèå, ÷òî

AE = AB è AF = AD. Ïóñòü G è H � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà

ñòîðîíó AB èç òî÷åê E è F ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AG+ FH = AC.

20.6. Íàçîâåì ðàñêðàñêó äîñêè 8 × 8 â òðè öâåòà õîðîøåé, åñëè â ëþáîì óãîëêå

èç ïÿòè êëåòîê ïðèñóòñòâóþò êëåòêè âñåõ òðåõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî

õîðîøèõ ðàñêðàñîê íå ìåíüøå, ÷åì 68.

20.7. Â êâàäðàòå 3 × 3 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 9 òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë â ëþáîé

ñòðîêå, ñòîëáöå è ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ÷èñåë

â âåðõíåé ñòðî÷êå ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ÷èñåë â íèæíåé.

21.7. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, n > 1 èçâåñòíî, ÷òî [a, b] = (a − b)n. Äîêàæèòå,
÷òî n = 2.

23.5. Â íåêîòîðûõ äåðåâíÿõ �îññèè ñóùåñòâîâàëî êîãäà-òî ñëåäóþùåå ãàäàíèå:

Äåâóøêà çàæèìàëà â ðóêå øåñòü òðàâèíîê òàê, ÷òîáû êîíöû òðàâèíîê òîð÷àëè

ñâåðõó è ñíèçó; ïîäðóãà ñâÿçûâàëà ýòè òðàâèíêè ïîïàðíî ìåæäó ñîáîé ñâåðõó è ñíèçó

â îòäåëüíîñòè. Åñëè ïðè ýòîì âñå øåñòü òðàâèíîê îêàçûâàëèñü ñâÿçàííûìè â îäíî

êîëüöî, òî ýòî îçíà÷àëî, ÷òî äåâóøêà â òåêóùåì ãîäó âûéäåò çàìóæ.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàâèíêè ïðè çàâÿçûâàíèè íàóäà÷ó îáðàçóþò êîëüöî?

23.6. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x1 = 1, à
ïðè k > 2 êàæäûé ÷ëåí xk íà k áîëüøå ñóììû âñåõ ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ. Íàéäèòå

ñóììó ïåðâûõ 100 ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

24.6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî (a, b) 6= (1, 1) è a2 + b
.

.

. b2 + a. Äîêàæèòå,
÷òî b2 + a � ñîñòàâíîå.

24.7. Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè A1, B1, C1 ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïóñòü p = BA1/BC, q = CB1/CA, r = AC1/AB.
b) Ïóñòü îòðåçêè AA1,BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ïîæàëóéñòà,

÷òî SA1B1C1
/SABC 6 1/4.

25.3. Â òàáëèöå 2011 × 2011 ðàññòàâëÿþòñÿ ÷èñëà 1 è −1 òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèÿ

÷èñåë a) âî âñåõ ñòðîêàõ; b) âî âñåõ ñòðîêàõ è âî âñåõ ñòîëáöàõ áûëè ðàâíû 1. Ñêîëü-

êèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?



25.5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n òàêèå, ÷òî n
.

.

. ϕ(n).

25.6. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ðàâíû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

O. Òî÷êà P âíóòðè òðåóãîëüíèêà AOD òàêîâà, ÷òî CD ‖ BP è AB ‖ CP . Äîêàæèòå,
÷òî òî÷êà P ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà AOD.

25.7. �åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
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= x2 + x3 + . . .+ x10
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= x1 + x3 + · · ·+ x10
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x10

= x1 + x2 + · · ·+ x9
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