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15.1. Ïóñòü a) n = pqr2; b) n = pα1

1 · pα2

2 · . . . · pαs

s . Íàéäèòå ñóììó äåëèòåëåé ÷èñëà n.
Îòâåò. a) (1+p)(1+q)(1+r+r2); b) (1+p1+ . . .+pα1

1 )· . . .·(1+ps+ . . .+pαs

s ). �åøåíèå. Äîêàæåì
òîëüêî ïóíêò b) (ïîñêîëüêó ïóíêò a) ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì). Çàìåòèì, ÷òî âñå äåëèòåëè

÷èñëà n èìåþò âèä pβ1

1 · pβ2

2 · . . . · pβs

s , ãäå 0 6 βi 6 αi. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê

êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ, ïîëó÷èòñÿ ðîâíî îäèí ðàç è íèêàêèõ äðóãèõ ñëàãàåìûõ íå

âîçíèêíåò (äîñòàòî÷íî âçÿòü èç ïåðâîé ñêîáêè pβ1

1 , èç âòîðîé � pβ2

2 , . . . , èç ïîñëåäíåé � pβs

s ).

Çàìå÷àíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + x + . . . + xn = (xn+1
− 1)/(x − 1), îòâåò â ïóíêòå b) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

pα1+1

1 − 1

p1 − 1
· . . . ·

pαs+1
s − 1

ps − 1
15.2. Ìîæåò ëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 8 è äàâàòü îñòàòîê îñòàòîê 10 ïðè äåëåíèè íà 12?

Îòâåò. Íåò, íå ìîæåò. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî äàåò îñòàòîê 10 ïðè äåëåíèè íà 12,

òî îíî èìååò âèä 12k+10, è äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 4. À ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 8, äåëèòñÿ

è íà 4, òî åñòü äàåò îñòàòîê 0 ïðè äåëåíèè íà 4.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 4, òî ïðè äåëåíèè íà 12 îíî ìîæåò äàâàòü îñòàòêè òîëüêî 0,

4 è 8.

15.4. Åñòü 4 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Ìîãóò ëè èõ ïîïàðíûå ÍÎÄû îáðàçîâûâàòü øåñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ÷èñåë?

Îòâåò. Íåò, íå ìîãóò. �åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî.

Ñðåäè 6 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë èìååòñÿ ðîâíî äâà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò äâå

ðàçëè÷íûå ïàðû ÷èñåë (èç èñõîäíûõ ÷åòûðåõ), êàæäîå èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 3. Òî åñòü åñòü êàê

ìèíèìóì 3 ÷èñëà (èç èñõîäíûõ ÷åòûðåõ), êàæäîå èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 3, íî òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå

òðè ÍÎÄà äîëæíî äåëèòñÿ íà 3, à ó íàñ èõ ðîâíî 2, ïðîòèâî÷åðèå.

15.6. Â êîììåð÷åñêîì òóðíèðå ïî �óòáîëó ó÷àñòâîâàëî ïÿòü êîìàíä. Êàæäàÿ äîëæíà áûëà ñûãðàòü

ñ êàæäîé ðîâíî îäèí ìàò÷. Â ñâÿçè ñ �èíàíñîâûìè òðóäíîñòÿìè îðãàíèçàòîðû íåêîòîðûå èãðû

îòìåíèëè. Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî âñå êîìàíäû íàáðàëè ðàçëè÷íîå ÷èñëî î÷êîâ è íè îäíà êîìàíäà â

ãðà�å íàáðàííûõ î÷êîâ íå èìååò íóëÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî èãð ìîãëî áûòü ñûãðàíî â òóðíèðå,

åñëè çà ïîáåäó íà÷èñëÿëîñü òðè î÷êà, çà íè÷üþ � îäíî, çà ïîðàæåíèå � íîëü?

Î�èöèàëüíîå ðåøåíèå (Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå 2005, 4 ýòàï)

Îòâåò. 6. �åøåíèå. Â òóðíèðå ðàçûãðàíî íå ìåíåå 1+2+3+4+5=15 î÷êîâ, à ïîñêîëüêó çà èãðó

êîìàíäû â ñóììå íàáèðàëè íå áîëåå òðåõ î÷êîâ, òî ñûãðàíî íå ìåíåå ïÿòè èãð. Íî ïÿòü èãð íå

ìîãëî ïðîèçîéòè, ïîñêîëüêó òîãäà âñå èãðû çàêîí÷èëèñü ÷üåé-ëèáî ïîáåäîé, è íå áóäåò êîìàíäû,

íàáðàâøåé îäíî î÷êî. Çà øåñòü èãð ýòî ìîãëî ñëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, òàê: 1 è 2, 2 è 5, 4 è 5 ñûãðàëè

âíè÷üþ, à 3, 4, 5 âûèãðàëè ó 1.


