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9.1. a) Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî C2

n
� ÷åòíîå? b) À ñóììà ÷èñåë îò 1 äî n?

Îòâåò. a) n ≡

4

0, 1; b) n ≡

4

0, 3. �åøåíèå. a) Çàìåòèì, ÷òî C2

n
=

n(n− 1)

2
. Åñëè n(n − 1)/2

.

.

. 2,

òî n(n−1)
.

.

. 4, çíà÷èò íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îñòàòîê n ïðè äåëåíèè íà 4. Åñëè n ≡

4

0, òî n(n−1) ≡
4

0,

åñëè n ≡

4

1, òî n(n − 1) ≡

4

0, åñëè n ≡

4

2, òî n(n − 1) ≡

4

2, åñëè n ≡

4

3, òî n(n − 1) ≡

4

2. Ïóíêò b)

ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî, òàê êàê 1 + . . .+ n =
n(n + 1)

2
.

9.2. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ äåëèòñÿ íà 2.

�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñ÷àñòëèâûå áèëåòû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû âèäà a1a2a3a4a5a6 è

(9− a1)(9− a
a
)(9− a3)(9− a4)(9− a5)(9− a6). (Ïî äðóãîìó � íà íîìåðà ñ ñóììîé 999999.)

9.3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òðåõçíà÷íîãî ÷èñëà, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 102, íî åñëè åãî çàïèñü ïîâòîðèòü

15 ðàç, òî ïîëó÷åííîå ìíîãîçíà÷íîå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 102. Ïîÿñíèòå, ïî÷åìó âû ñ÷èòàåòå, ÷òî

îíî äåëèòñÿ íà 102.

Îòâåò. Íàïðèìåð, 340. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 340 íå äåëèòñÿ íà 102. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî

÷èñëî 340 . . . 340
︸ ︷︷ ︸

15 ðàç

= 340 · 1001 . . . 001
︸ ︷︷ ︸

15 åäèíèö

. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà, êðàòíîãî

34 è ÷èñëà, êðàòíîãî 3, çíà÷èò îíî äåëèòñÿ íà 34 · 3 = 102.
9.4. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî (2n+ 3, 7n+ 6)?
Îòâåò. 1, 3, 9. �åøåíèå. Ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà d = (2n+3, 7n+6) = (2n+3, n−3) = (9, n−3).

Çíà÷èò, 9
.

.

. d è d íå ìîæåò áûòü ðàâíî íè÷åìó, êðîìå 1, 3, 9. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè

îòâåòû ìîãóò áûòü, äîñòàòî÷íî âçÿòü n− 3 = 1, 3, 9 èëè n = 4, 6, 12 ñîîòâåòñòâåííî.
9.5. Â äîìå 1000 êîìíàò ñ íîìåðàìè 1, . . . , 1000. Èçíà÷àëüíî âñå äâåðè çàêðûòû. Íî÷üþ 1000

ïðèçðàêîâ ëåòàþò ïî äîìó è îòêðûâàþò äâåðü, åñëè îíà çàêðûòà, ëèáî çàêðûâàþò åå, åñëè îíà

îòêðûòà. Èçâåñòíî, ÷òî k-òûé ïðèçðàê ïîäëåòàåò ê êàæäîé äâåðè  íîìåðîì, êðàòíûì k, ïðè÷åì
òîëüêî îäèí ðàç. Ñêîëüêî äâåðåì áóäåò îòêðûòî óòðîì?

Îòâåò. 31. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ê êàæäîé äâåðè ïîäëåòàåò ñòîëüêî ïðèçðàêîâ, ñêîëüêî äåëè-

òåëåé èìååò íîìåð ýòîé äâåðè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óòðîì äâåðü áûëà îòêðûòà, ê íåé äîëæíî ïîäëåòåòü

íå÷åòíîå ÷èñëî ïðèçðàêîâ (ïî÷åìó?). Çíà÷èò, ïî çàäà÷å 8.3. îòâåòîì áóäåò êîëè÷åñòâî ïîëíûõ êâàä-

ðàòîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000. Çàìåòèì, ÷òî 312 = 961, 322 = 1024, îòêóäà è ïîëó÷àåì îòâåò.

9.10. Ïóñòü a, b, c � òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Íà äîñêó âûïèñàëè òðè ïðîèçâåäåíèÿ ab, ac, bc, è
ó êàæäîãî èç íèõ ñò¼ðëè âñå öè�ðû, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ. Ìîãëî ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èëèñü òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñëà?

Î�èöèàëüíîå ðåøåíèå (îëèìïèàäà èì. Ýéëåðà 2013, ðåãèîíàëüíûé ýòàï)

Îòâåò. Íå ìîãëî. �åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïðîèçâåäåíèÿ ab, bc è ca îêàí÷èâàþòñÿ,

ñîîòâåòñòâåííî, äâóçíà÷íûìè ÷èñëàìè n, n + 1 è n + 2. Ñðåäè ýòèõ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë

îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ íå÷¼òíîå, çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå êàêèõ-òî äâóõ èç ÷èñåë a, b è c íå÷¼òíî. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äâà èç ÷èñåë a, b è c íå÷¼òíû. Íî òîãäà òðåòüå ÷èñëî ÷¼òíî, èíà÷å âñå
òðè ïðîèçâåäåíèÿ ab, bc, ca áûëè áû íå÷¼òíûìè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Èòàê, ñðåäè ïðîèçâåäåíèé îäíî íå÷¼òíîå è äâà ÷¼òíûõ ÷èñëà, òî åñòü ÷èñëî n ÷¼òíî. Òîãäà ÷èñëî a
÷¼òíî, à ÷èñëà b è c íå÷¼òíû. Òåïåðü, åñëè a äåëèòñÿ íà 4, òî îáà ÷èñëà n è n+2 äîëæíû äåëèòüñÿ íà 4.

Åñëè æå a íå äåëèòñÿ íà 4, òî ÷èñëà n è n+2 òàêæå íå äåëÿòñÿ íà 4. Îäíàêî èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷èñåë n è n + 2 îäíî îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 4, à äðóãîå � íåò. Ïðîòèâîðå÷èå.


