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7.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðà�à ðàâíû 10, òî ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîãî

ðåáðà ãðà� îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì.

�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáðà ãðà� ðàñïàëñÿ íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî êîíöû ðåáðà ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå

òàê, òî ìåæäó íèìè åñòü ïóòü. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ãðà� îñòàëñÿ ñâÿçíûì. �àññìîòðèì ëþáûå äâå

âåðøèíû. Ïî óñëîâèþ, â èñõîäíîì ãðà�å ìåæäó íèìè áûë ïóòü. Åãî ìîãëî íå ñòàòü òîëüêî èçç-çà

òîãî, ÷òî îí ïðîõîäèë ÷åðåç âûêèíóòîå ðåáðî. Çàìåíèâ ýòî ðåáðî â ïóòè íà ïóòü ìåæäó íèìè, ìû

ïîëó÷èì ìàðøðóò, ñîåäèíÿþùèé äâå âûáðàííûå âåðøèíû.

Èòàê, âåðøèíû ðåáðà ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè. Çíà÷èò, â êàæäîé èç íèõ ðîâíî ïî

îäíîé âåðøèíå ñòåïåíè 9, à âñå îñòàëüíûå ñòåïåíè 10, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé î ðóêîïîæàòèÿõ.

7.2. Íàéäèòå êîý��èöèåíò ïðè akblcn−k−l
ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ â âûðà-

æåíèè (a+ b+ c)n.
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Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó áèíîìà Íüþòîíà (ñì. ëåêöèþ ïî êîìáèíàòðèêå) çàìåòèì, ÷òî äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îäíî÷ëåí akblcn−k−l
íàì íóæíî èç k ñêîáîê âûáðàòü a, èç l ñêîáîê âûáðàòü b,
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7.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2.

�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1 + 2 + . . .+ n =
n(n + 1)

2
, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî
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Äîêàæåì åãî èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà. n = 1: 13 =
1222
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.

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. 13 + 23 + . . .+ k3 = k2(k+1)2
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k2(k + 1)2
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ïåðåõîä äîêàçàí.

7.4. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé â òî÷êå 0 ñèäèò êóçíå÷èê. Îí ìîæåò ïðûãàòü âïðàâî íà 1 èëè íà 2. Äîêà-

æèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ äîáðàòüñÿ äî òî÷êè n ðàâíî êàêîìó-òî ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è è íàéäèòå

ýòî ÷èñëî (â çàâèñèìîñòè îò n).

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç An êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ êóçíå÷èêó äîáðàòüñÿ äî òî÷êè n. Çàìåòèì,

÷òî âñå âàðèàíòû äîáðàòüñÿ äî òî÷êè n ïðè n > 2 ðàçáèâàþòñÿ íà äâà òèïà: ïîñëåäíèé ïðûæîê áûë

äëèíû 2 èëè áëèíû 1. Ïåðâûõ ïî îïðåäåëåíèþ An−2 (òàê êàê â íà÷àëå êóçíå÷èê êàê-òî äîáïðûãàë

æå äî òî÷êè n− 2), âòîðûõ An−1. Òàêèì îáðàçîì, An = An−1 + An−2.

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî òàì òâîðèòüñÿ â íà÷àëå ðÿäà. Ëåãêî ïðîâåðèòü (íó, âû ïîíÿëè), ÷òî A1 = 1,
A2 = 2. Çíà÷èò, A1 = F2, A2 = F3 è âèäèìî An = Fn+1. Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî (è âàì òóò ïðèäåòñÿ

ñäåëàòü ýòî ñàìèì) äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n.


