
Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà, ñèñòåìû âû÷åòîâ
Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Òåîðåìà. (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà, ÌÒÔ) Äëÿ ëþáîãî öåëîãî a è ïðîñòîãî p
âûïîëíåíî

ap ≡ a (mod p).

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ÌÒÔ (ïî èíäóêöèè). Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà óòâåðæäå-
íèå äëÿ íàòóðàëüíûõ a (è íóëÿ). Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî a. Âñå
ñðàâíåíèÿ � ïî ìîäóëþ p.

Áàçà. a = 0: î÷åâèäíî, 0p ≡ 0.
Ïåðåõîä. a→ a+ 1
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. ap ≡ a.
Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî (a+ 1)p ≡ a+ 1. Ñîãëàñíî áèíîìó Íüþòîíà, èìååì:

(a+ 1)p = ap + C1
pa

p−1 + . . .+ Cp−1
p a+ 1 ≡

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 1 < k < p ÷èñëî Ck
p äåëèòñÿ íà p, òî åñòü ñðàâíèìî ñ 0 ïî

ìîäóëþ p è
≡ ap + 1 ≡ a+ 1,

ãäå ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Òåïåðü îñòàëîñü ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå äëÿ îòðèöàòåëüíûõ a. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p > 2 âûïîëíåíî (−a)p = −ap ≡ −a, à ïðè
p = 2 óòâåðæäåíèå ÌÒÔ î÷åâèäíî. �

Ñèñòåìû âû÷åòîâ. Òåîðåìà Ýéëåðà
Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ÌÒÔ (÷åðåç ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ). Âñå

ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ p.
Ïóñòü, äëÿ íà÷àëà, (a, p) = 1. Ðàññìîòðèì òîãäà íàáîð ÷èñåë a, 2a, . . . , (p − 1)a.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë íå äåëèòñÿ íà p. Ïîêàæåì, ÷òî âñå îíè äàþò
ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ai ≡ aj, òî, ïîñêîëüêó
(a, p) = 1, íà a ìîæíî ñîêðàòèòü è ïîëó÷èòü i ≡ j, ÷åãî áûòü íå ìîæåò (òàê êàê
1 6 i, j 6 p − 1). Òîãäà a, 2a, . . . , (p − 1)a äàþò âñå íåíóëåâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà p, òî åñòü 1, 2, . . . , p− 1.

Çíà÷èò,

a · 2a · . . . · (p− 1)a ≡ 1 · 2 · . . . · (p− 1) (mod p)

ap−1 · (p− 1)! ≡ (p− 1)! (mod p)

ap−1 ≡ 1 (mod p),

ãäå ïîñëåäíèé ïåðåõîä ïîëó÷àåòñÿ ñîêðàùåíèåì íà (p − 1)!, ìû ìîæåì ýòî ñäåëàòü,
ïîñêîëüêó (p, (p− 1)!) = 1.

Çàìå÷àíèå. Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè (a, p) = 1, ò.å. a 6 ... p, òî ap−1 − 1
... p, à

çíà÷èò è ap − a = a · (ap−1 − 1)
... p. Åñëè æå a

... p, òî ap − a = a · (ap−1 − 1) òàêæå
äåëèòñÿ íà p. Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàññóæäåíèå, èíîãäà ïîä ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà ïîíèìàþò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè p ∈ P, (a,p) = 1, òî ap−1 ≡ 1 (mod p). �



Îïðåäåëåíèå. Ïîëíîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n íàçûâàåòñÿ íàáîð öåëûõ
÷èñåë, â êîòîðîì êàæäûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà n âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì ðîâíî n ÷èñåë, äàþùèõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè
ïðè äåëåíèè íà n.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A � ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî ÷èñëà b ìíîæåñòâî A + b = {x + b | x ∈ A} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , an}. Ïîêàæåì, ÷òî â ìíîæåñòâå A+b =
{a1 + b, . . . , an + b} âñå ÷èñëà äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. Èç
ýòîãî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî èõ ðîâíî n è áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî A + b � ïîëíàÿ ñèñòåìà
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Èòàê, ïóñòü íàøå ïðåäïîëîæåíèå íå âåðíî è ñóùåñòâóþò ÷èñëà, äàþùèå îäèíàêî-
âûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. Ïóñòü ýòî ÷èñëà ai + b è aj + b. Òîãäà ai + b ≡ aj + b
è ai ≡ aj (âñå ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ n). Îäíàêî ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê êàê A �
ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n è â íåé íå ìîæåò áûòü ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ïî
ìîäóëþ n. �

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A � ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî ÷èñëà b, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n, ìíîæåñòâî bA = {bx | x ∈ A} òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå âçàèìíîé ïðîñòû ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì, òî åñòü âåðíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè bA � ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ, òî
(b, n) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåãî
óòâåðæäåíèÿ. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà ba1, . . . , ban äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. Åñëè bai ≡ baj, òî ai ≡ aj, ñîêðàùàòü íà b ìû ìîæåì
èç-çà òîãî, ÷òî (b, n) = 1. �

Îïðåäåëåíèå. Ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n íàçûâàåòñÿ íàáîð
öåëûõ ÷èñåë, â êîòîðîì êàæäûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà n, âçàèìíî ïðîñòîé ñ n,
âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç.

Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
n îáîçíà÷àåòñÿ ϕ(n). ϕ(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A � ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà b, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n, ìíîæåñòâî bA = {bx | x ∈ A} òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ äëÿ
ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ÷èñëà â ìíîæåñòâå bA äàþò ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìå-

òèòü, ÷òî âñå îíè âçàèìíî ïðîñòû ñ n. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (ba, n)
... p äëÿ íåêîòîðîãî

ïðîñòîãî p, òî n
... p è ëèáî a

... p, ëèáî b
... p, íî òîãäà ëèáî (a, n)

... p, ëèáî (b, n)
... p,

ïðîòèâîðå÷èå. �



Òåîðåìà. (Òåîðåìà Ýéëåðà) Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n è ëþáîãî öåëîãî a, âçàèìíî
ïðîñòîãî ñ n âûïîëíåíî

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = {b1, b2, . . . , bϕ(n)} � ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ n. Òîãäà aB = {ab1, ab2, . . . , abϕ(n)} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íèõ ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n:

b1 · b2 · . . . · bϕ(n) ≡ ab1 · ab2 · . . . · abϕ(n) (mod n).

Îòêóäà, ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñîêðàùåíèÿ íà b1 · . . . · bϕ(n) (ïî÷åìó
îíî âçàèìíî ïðîñòî ñ n?) è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Îáðàòíûé ýëåìåíò. Òåîðåìà Âèëüñîíà
Ìîòèâàöèÿ. Íàì áû õîòåëîñü óìåòü ðåøàòü ñðàâíåíèå ax ≡ c (mod m).
Â ñëó÷àå îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ ax = c íàì áûëî äîñòàòî÷íî óìíîæèòü ýòî óðàâíåíèå

íà a−1 = 1/a è ïîëó÷èòü ax/a = c/a, òî åñòü x = c/a. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî b, ÷òî ab ≡ 1 (mod n), òî íàì äîñòàòî÷íî óìíîæèòü èñõîäíîå ñðàâíåíèå
íà íåãî è ïîëó÷èòü, ÷òî x ≡ bc (mod n).

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì, îáðàòíûì ê ýëåìåíòó a ïî ìî-
äóëþ n, åñëè ab ≡ 1 (mod n).

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è n, òàêèõ, ÷òî (a, n) = 1, ñóùåñòâóåò îáðàò-
íûé ýëåìåíò ê a ïî ìîäóëþ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = {b1, b2, . . . , bϕ(n)} � ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ n. Òîãäà aB = {ab1, ab2, . . . , abϕ(n)} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Òàê êàê (1, n) = 1 (îñòàòîê 1 ëåæèò â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå
âû÷åòîâ), òî ñóøåñòâóåò òàêîå ÷èñëî bk, ÷òî abk ≡ 1 (mod n), òî åñòü bk ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê a ïî ìîäóëþ n. �

Çàìå÷àíèå. 1. Ïîñêîëüêó â ëþáîé ïðèâåäåííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ñóùåñòâóåò ðîâ-
íî îäíî ÷èñëî, äàþùåå îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà n, òî îñòàòîê îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî
ìîäóëþ n îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

2. (�Äåëåíèå íà íîëü�) Ïîêàæåì, ÷òî åñëè (a, n) > 1, òî íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà,
îáðàòíîãî ê a ïî ìîäóëþ n. Â ÷àñòíîñòè, åñëè a ≡

n
0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (a, n)
... p äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p, òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî b

÷èñëî ab äåëèòñÿ íà p, åñëè æå ïðè ýòîì è ab−1
... n

... p, òî òîãäà è 1 = ab− (ab−1)
... p,

ïðîòèâîðå÷èå.

3. Åñëè b ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê a, òî a ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê b.

Òåîðåìà. (Òåîðåìà Âèëüñîíà) Ïóñòü p ∈ P. Òîãäà

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ÷èñëó îò 1 äî p−1 åãî îáðàòíûé ýëåìåíò
(ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 1 ýòîò ýëåìåíò åäèíñòâåííûé). Òîãäà, ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 3,
âñå ÷èñëà ðàçîáüþòñÿ íà ïàðû, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, äëÿ êîòîðûõ îáðàòíûé
ýëåìåíò ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ýëåìåíòîì.



Åñëè äëÿ ýëåìåíòà x îáðàòíûì ÿâëÿåòñÿ îí ñàì, òî x2 ≡
p
1 èëè x2 − 1

... p. Òàê êàê

x2 − 1 = (x − 1)(x + 1), à p � ïðîñòîå, òî ëèáî x − 1
... p, ëèáî x + 1

... p, èëè x ≡
p
1 è

x ≡
p
p− 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà, èìååì:

(p− 1)! ≡ 1 · (p− 1) · (x1x2) · . . . · (x2k−1x2k) ≡
≡ 1 · (−1) · 1 · 1 · . . . · 1 ≡
≡ −1 (mod p),

÷òî è òðåáîâàëîñü. �

Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ÌÒÔ
Òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî ÌÒÔ (÷åðåç öèêëû).1 Ïóñòü (a, p) = 1. Áóäåì äîêà-

çûâàòü, ÷òî ap−1 ≡
p
1.

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà p, à èç âåðøèíû x â âåðøèíó y âåäåò ðåáðî, åñëè y ≡

p
ax. Òàêèì îáðàçîì,

èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî (ñêîëüêî ïðèõîäèò ìû ïîêà íå çíàåì).
Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó b è âûéäåì èç íåå ïî ðåáðó â âåðøèíó ba, èç íåå �

â âåðøèíó ba2, îòòóäà � â ba3 è ò.ä. Ïîñêîëüêó âåðøèí êîíå÷íî, òî ðàíî èëè ïîçäíî
ìû ïðèäåì â êàêóþ-òî âåðøèíó, â êîòîðîé óæå áûëè.

Ìîæåò ëè ýòà âåðøèíà áûòü îòëè÷íà îò b? Åñëè äà, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà
y è õîòÿ áû äâå òàêèå âåðøèíû x1 è x2, ÷òî è èç x1, è èç x2 ðåáðî âåäåò â y. Íî òîãäà
ax1 ≡

p
ax2 ≡

p
y. Îòêóäà, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà a, ïîëó÷àåì x1 ≡

p
x2, ÷åãî áûòü íå ìîæåò,

ïðîòèâîðå÷èå. (Èìåííî òóò ìû âîñïîëüçîâàëèñü, ÷òî (a, p) = 1.)
Çíà÷èò, ìû âåðíåìñÿ èìåííî â b. Òàêèì îáðàçîì, âñå âåðøèíû ðàçáèëèñü íà íåñêîëü-

êî íåïåðåñåêàþùèõñÿ (ïî÷åìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ?) öèêëîâ. Â ÷àñòíîñòè, âåðøèíà 0
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öèêë äëèíû 1.

Ðàññìîòðèì öèêë, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ 1. Â íåì êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ íåêî-
òîðîé ñòåïåíüþ a, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî ad ≡

p
1. Èç âñåõ òàêèõ d

âûáåðåì íàèìåíüøåå. Òîãäà ñðåäè îñòàòêîâ 1, a, a2, . . . , ad−1 íåò îäèíàêîâûõ, òî åñòü
öèêë, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ 1, èìååò äëèíó d.

Êàêóþ äëèíó òîãäà èìåþò äðóãèå öèêëû? Ïóñòü b � íåêîòîðûé íåíóëåâîé îñòà-
òîê è öèêë, â êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ, èìååò äëèíó d1. Òîãäà bad1 ≡

p
b, òî åñòü (ïîñëå

ñîêðàùåíèÿ íà b) èìååì ad1 ≡
p
1, òî åñòü d 6 d1. (Èìåííî òóò ìû ïîëüçóåìñÿ, ÷òî p �

ïðîñòîå è ëþáîé íåíóëåâîé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà p âçàèìíî ïðîñò ñ p.)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ad ≡

p
1, òî bad ≡

p
b, òî åñòü äëèíà öèêëà, â êîòîðîì

íàõîäèòñÿ b íå ìîæåò áûòü áîëüøå d, à çíà÷èò d1 6 d è d1 = d.
Òàêèì îáðàçîì, íàø ãðàô ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âåðøèíó 0, à òàêæå íåñêîëüêî

(ïóñòü k) ãðóïï âåðøèí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ öèêë äëèíû d. Çíà-
÷èò, dk = p − 1. Îòêóäà, âîçâîäÿ ñðàâíåíèå ad ≡

p
1 â ñòåïåíü k, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

óòâåðæäåíèå: ap−1 = adk ≡
p
1. �

1Êàðòèíêè êîãäà-íèáóäü ïîÿâÿòñÿ.



Çàìå÷àíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ýéëåðà (aϕ(n) ≡
n
1) äîñòàòî÷íî ðàññìàò-

ðèâàòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû � îñòàòêè, âçàèìíî ïðîñòûå ñ n.


