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5.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ äîñêó òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã

äðóãà a) òðè ëàäüè; b) äâóõ êîðîëåé?

Îòâåò. a)

64 · 49 · 36

3!
; b)

4 · 60 + 24 · 58 + 36 · 55

2
. �åøåíèå. a) Ïîñòàâèòü ïåðâóþ ëàäüþ åñòü 64

ñïîñîáà. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ 64 ñïîñîáîâ åñòü 49 ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü âòîðóþ ëàäüþ (òàê êàê ó íàñ

åñòü 7 ñòðîê è 7 ñòîëáöîâ, íà êîòîðûå ìû ìîæåì ïîñòàâèòü). Àíàëîãè÷íî, ïîñòàâèòü òðåòüþ ëàäüþ

ó íàñ åñòü 36 ñïîñîáîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíî 3 ëàäüè åñòü 64 · 49 · 36 ñïîñîáîâ.
Åñëè ìû òåïåðü âîçüìåì âàðèàíò ðàññòàíîâêè ëàäåé íà ìåñòà a, b, c, òî ñóùåñòâóåò 3! â êàêîì

ïîðÿäêå ìû ìîãëè èõ âûáèðàòü (ïåðâûì îäíî èç òðåõ ìåñò, âòîðûì � îäíî èç äâóõ îñòàâøèõñÿ).

Ïîýòîìó êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè 3! ñïîñîáàìè, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

b) Èíòåðåñ ýòîé çàäà÷è â òîì, ÷òî íå äëÿ êàæäîãî èç 64 âàðèàíòîâ ïîñòàâèòü ïåðâîãî êîðîëÿ

îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü âòîðîãî.

Åñëè ìû ïîñòàâèì ïåðâîãî êîðîëÿ â óãîë, òî ó íàñ áóäåò 60 âàðèàíòîâ ïîñòàâèòü âòîðîãî êîðîëÿ.

Åñëè íà êðàé, íî íå â óãîë, òî 58. Åñëè íå íà êðàé, òî 55. Òàêèì îáðàçîì ïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíî

äâóõ êîðîëåé åñòü 4 · 60 + 24 · 58 + 36 · 55 âàðèàíòîâ.
Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè äâàæäû, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

5.2. Â ìàëåíüêîì ïðèõîäå ãðà�ñòâà Ëèïøèð âñåãî 5 óñàäåá, íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå äîðîãè èìåþò îáùèé êîíåö. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðè óñàäüáû, íèêàêèå

äâå èç êîòîðûõ íå ñîåäèíåíû äîðîãîé.

�åøåíèå. Åñëè äîðîã íåò âîîáùå, òî óòâåðåæäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî. Èíà÷å ðàññìîòðèì êàêóþ-

íèáóäü äîðîãó, ñîåäèÿþùóþ óñàäüáû A è B. Òîãäà ëþáàÿ îñòàâøàÿñÿ äîðîãà èìååò îäèí èç êîíöîâ

èëè A èëè B, à çíà÷èò ìåæäó îñòàâøèìèñÿ òðåìÿ óñàäüáàìè äîðîã íåò.

5.3. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(n− 1) · n
=

n− 1

n
.

�åøåíèå. Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.
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Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.
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Ïåðâîå ðàâåíñòâî � çäðàâûé ñìûñë, âòîðîå � ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, âñå îñòàëüíûå � ðåçóëüòàò

ïðåîáðàçîâàíèé. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Âòîðîå ðåøåíèå.
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Çàìåòèì, ÷òî
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5.4. Èçâåñòíî, ÷òî x +
1

x
� öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî

xn +
1

xn
� òîæå öåëîå.

�åøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n, ïðèòîì íå òîëüêî äëÿ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, à äëÿ íàòóðàëüíûõ è íóëÿ.
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Äà-äà, íå ïî èíäóêöèè, íî ðåøåíèå æå êëàññíîå.



Áàçà. n = 0, n = 1: x0 + 1

x0 = 1 + 1 = 2, n = 1 � î÷åâèäíî èç óñëîâèÿ.

Ïåðåõîä. n = k − 1, n = k −→ n = k + 1.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. xk−1 +
1

xk−1
, xk +
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� öåëûå ÷èñëà.

Çàìåòèì, ÷òî
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,

ïî óñëîâèþ è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âñå ÷èñëà â ïðàâîé ÷àñòè � öåëûå, à çíà÷èò è ÷èñëî â

ëåâîé ÷àñòè öåëîå. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ìû îïèðàåìñÿ íà äâà ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèÿ, òî è áàçà äîëæíà ñî-

ñòîÿòü èç äâóõ ÷èñåë (ïîñêîëüêó èíà÷å ìû íå ñìîæåì ñäåëàòü óæå ïåðâûé ïåðåõîä)
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5.8. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû íåñêîëüêî îêðóæíîñòåé, ïðè÷åì ëþáûå äâå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå,

÷òî èõ ìîæíî áûëî íàðèñîâàòü íå îòðûâàÿ êàðàíäàø îò áóìàãè (ðèñîâàòü ëèíèþ äâàæäû íåëüçÿ).

�åøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó îêðóæíîñòåé.

Áàçà. n = 1: î÷åâèäíî, îäíó îêðóæíîñòü ìû òî÷íî ñìîæåì íàðèñîâàòü.

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû k îêðóæíîñòåé, ïðè÷åì ëþáûå äâå

ïåðåñåêàþòñÿ, òî èõ ìîæíî áûëî íàðèñîâàòü íå îòðûâàÿ êàðàíäàø îò áóìàãè.

Âûêèíåì îäíó îêðóæíîñòü. Äëÿ îñòàâøèõñÿ âñå åùå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå î òîì, ÷òî ëþáûå äâå

ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà èõ ìîæíî íàðèñîâàòü, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè (ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè). Âåðíåì k+1�óþ îêðóæíîñòü. Êàê òîëüêî â íàøåì ðèñîâàíèè âñòðå÷àåòñÿ ýòà îêðóæíîñòü,

ðèñóåì åå, è ïðîäîëæàåì ðèñîâàòü äàëüøå. Ïåðåõîä äîêàçàí.
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Ïîïðîáóéòå ñäåëàòü ïåðåõîä îò 1 ê 2, ïðè óñëîâèè, ÷òî âû íå çíàåòå, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ n = 0.


