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3.1. Âûâåäèòå ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ Ck

n
.

Îòâåò.

n!

k!(n− k)!
. �åøåíèå. Íà ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî Ck

n
ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé äëèíû n èç 0 è 1, â êîòîðûõ ðîâíî k åäèíèö.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äàâàéòå ïûòàòüñÿ âûáèðàòü òå k ìåñò, íà êîòîðûõ â íàøåé ïîëåäîâàòåëüíîñòè

ìîãóò ñòîÿòü 1.

Ïåðâàÿ åäèíèöà ìîæåò ñòîÿòü íà îäíîì èç n ìåñò.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ n âàðèàíòîâ åñòü n − 1 âàðèàíò, ãäå ìîæåò ñòîÿòü âòîðàÿ åäèíèöà. Òàêèì

îáðàçîì âûáðàòü ïåðâûå äâå åäèíèöû åñòü n(n− 1) âàðèàíòîâ.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ n(n− 1) âàðèàíòîâ åñòü n− 2 âàðèàíòà, ãäå ìîæåò ñòîÿòü òðåòüÿ åäèíèöà.

Òàêèì îáðàçîì âûáðàòü ïåðâûå òðè åäèíèöû åñòü n(n− 1)(n− 2) âàðèàíòîâ. È òàê äàëåå.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíî k ìåñò äëÿ åäèíèö åñòü n(n− 1) . . . (n− k+1) âàðèàíò.
Îäíàêî êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè äàëåêî íå îäèí ðàç. Íàïðèìåð, äëÿ k = 3 è âàðèàíòà

{1, 2, 3} ïîðÿäîê, â êîòîðîì ìû ìîãëè âûáðàòü ýòè 3 ìåñòà ìîã áûòü (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1),
(3, 1, 2), (3, 2, 1) � 6 âàðèàíòîâ.

Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ k ìåñò êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè k! ñïîñîáàìè. Äëÿ
âàðèàíòà {a1, . . . , ak}, ïåðâûì âûáðàííûì ìåñòîì ìîæåò áûòü îäíî èç k ìåñò. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ

k âàðèàíòîâ åñòü k − 1 âàðèàíò âûáðàòü òî ìåñòî, êîòîðîå áûëî âòîðûì è òàê äàëåå.

Ñòàëî áûòü, Ck

n
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)(n− k)!

k!(n− k)!
=

n!

k!(n− k)!
.

Âòîðîå ðåøåíèå. Äàâàéòå ñ÷èòàòü, äëÿ íà÷àëà, ÷òî ó íàñ âñå íóëè ðàçëè÷íû è âñå åäèíèöû

ðàçëè÷íû (òî åñòü ó íàñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 01, 02, . . . , 0n−k, 11, 12, . . . , 1k). Òîãäà êîëè÷åñòâî

ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîé èç (ðàçëè÷íûõ) 0 è 1 áóäåò ðàâíî n! (íà ïåðâîå ìåñòî � ëþáóþ èç n

öè�ð, äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ïåðâîé öè�ðû íà âòîðîå � ëþáóþ èç n− 1 îñòàâøèõñÿ è òàê äàëåå).

Äàâàéòå äëÿ óëó÷øåíèÿ ïîíèìàÿ âûïèøåì âñå ýòè âàðèàíòû íà äîñêó. Ïîñëå ýòîãî äàâàéòå ñîòðåì

âñå èíäåêñû ó íóëåé. Òîãäà êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåò íàïèñàíà (n − k)!
ðàç (ïîñêîëüêó èìåííî ñòîëüêî ñïîñîáîâ äëÿ îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàïèñàòü èíäåêñû ó íóëåé).

Ïîýòîìó ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ íà äîñêå îñòàíåòñÿ

n!

(n− k)!
. Ñîòðåì íåêîòîðûå âàðèàíòû òàê, ÷òî

êàæäûé âàðèàíò ïðèñóòñòâîâàë ðîâíî îäèí ðàç.

Òåïåðü ñîòðåì èíäåêñû ó âñåõ åäèíèö. Òîãäà êàæäûé âàðèàíò îêàæåòñÿ íàïèñàí íà äîñêå k! ðàç
(òàê êàê èìåííî ñòîëüêî ó íàñ åñòü ñïîñîáîâ äëÿ âàðèàíòà ïðèïèñàòü èíäåêñû åäèíèöàì). Ïîýòîìó

ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ íà äîñêå îñòàíåòñÿ

n!

k!(n− k)!
.

Çàìå÷àíèå. Íåêîòîðûì ýòî ðåøåíèå äîëæíî íàïîìíèòü, êàê ìû ïåðåñòàâëÿëè áóêâû â ñëîâàõ.

Òàê îíî è åñòü: ìû ïåðåñòàâëÿåò �áóêâû�-öè�ðû â ñëîâå 00 . . . 011 . . . 1 (n− k íóëåé, k åäèíèö).

3.2. Íîìåðîì áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öè�ð (â îòëè÷èå îò ÷èñëà, íîìåð

ìîæåò íà÷èíàòüñÿ íà 0). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ íîìåðîâ, ó êîòîðûõ ðîâíî òðè öè�ðû

÷¼òíûå?

Îòâåò. C3

6
·56. �åøåíèå. Äëÿ íà÷àëà âûáåðåì òå 3 ìåñòà, íà êîòîðûõ ó íàñ áóäóò ñòîÿòü ÷åòíûå

öè�ðû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü C3

6
ñïîñîáàìè.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ åñòü 56 âàðèàíòîâ çàïèñàòü íîìåð, ó êîòîðîãî ÷åòíûå öè�ðû áóäóò

èìåííî íà ýòèõ ìåñòàõ: íà êàæäîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü îäíà èç 5 öè�ð.

3.3. Íà ïëîñêîñòè ëåæàò íåñêîëüêî ïðÿìûõ, ðàçáèâàþùèõ åå íà ÷àñòè. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî

ýòè ÷àñòè ìîæíî çàêðàñèòü â 2 öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì, òî åñòü òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ÷àñòè,

ãðàíè÷àùèå ïî îòðåçêó, áûëè çàêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

�åøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïðÿìûõ.

Áàçà. n = 0.
Åñëè ïðÿìûõ íåò, òî êðàñèì ïëîñêîòü â îäèí öâåò è òîãäà ëþáûå äâå ÷àñòè, ãðàíè÷àùèå ïî

îòðåçêó, áóäóò çàêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, ïîñêîëüêó ïîïðîñòó íåò ÷àñòåé, ãðàíè÷àùèõ ïî îòðåçêó.

1

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.

1

Ïî÷åìó â ïîåçäàõ ñòîï-êðàíû êðàñíûå, à â ñàìîëåòàõ � ãîëóáûå?



Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: Åñëè íà ïëîñêîñòè ëåæàò k ïðÿìûõ, òî ÷àñòè, íà êîòîðûå îíè ðàçáè-

âàþò ïëîñêîñòü, ìîæíî çàêðàñèòü â 2 öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Ó íàñ åñòü k + 1 ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè. Äàâàéòå óáåðåì îäíó èç ïðÿìûõ. Òîãäà íà ïëîñêîñòè

îñòàíåòñÿ k ïðÿìûõ è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Çàêðàñèì ÷àñòè íà êîòîðûå

ýòè k ïðÿìûõ ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Òåïåðü âñïîìíèì îá óáðàíîé, k + 1�îé, ïðÿìîé. Îíà ïîäåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè.

Äàâàéòå â îäíîé èç ïîëóïëîñêîñòåé èçìåíèì âñå öâåòà íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Òåïåðü íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

äâà ñëó÷àÿ: åñëè ÷àñòè ãðàíè÷àò ïî îòðåçêó, íå ëåæàùåìó íà k + 1�îé ïðÿìîé, èëè ïî îòðåçêó, íà

íåé ëåæàùåìó.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ÷àñòè áóäóò ðàçíîãî öâåòà, òàê êàê îíè áûëè ðàçíîãî öâåòà äî äîáàâëåíèÿ k+1�
îé ïðÿìîé, ïîñëå äîáàâëåíèÿ è ïîñëå ïåðåêðàøèâàíèÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå, òàê êàê ïîñëå äîáàâëåíèÿ

k + 1�îé ïðÿìîé, íî äî ïåðåêðàøèâàíèÿ ýòè ÷àñòè áûëè îäíîãî öâåòà, à ïîòîì ìû èçìåíèëè öâåò â

îäíîé èç ÷àñòåé. Ïåðåõîä äîêàçàí.
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3.4. Ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà äîêàæèòå, ÷òî C0

n
+ C1

n
+ . . .+ Cn

n
= 2n.

�åøåíèå. Ïî áèíîìó Íüþòîíà

2n = (1 + 1)n = C0

n
+ C1

n
+ . . .+ Cn

n
.

3.10. Â Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðàíå n ãîðîäîâ. Ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì

äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.

�åøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà. n = 1 � î÷åâèäíî.

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè â ñòðàíå k ãîðîäîâ è ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ

îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì, òî íàéä¼òñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.

Ó íàñ åñòü ñòðàíà ñ k + 1 ãîðîäîì. Äàâàéòå âðåìåííî çàáóäåì îá îäíîì èç ãîðîäîâ, íàçîâåì åãî

A. Òîãäà îñòàíåòñÿ ñòðàíà ñ k ãîðîäàìè, â êîòîðîé ëþáûå äâà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì

äâèæåíèåì. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñðåäè ýòèõ k ãîðîäîâ íàéäåòñÿ òàêîé ãîðîä B, ÷òî èç íåãî

ìîæíî ïîïàñòü ïî âñå îñòàâøèåñÿ k − 1.
Òåïåðü âñïîìíèì î ãîðîäå A.

Åñëè äîðîãà ìåæäó A è B âåäåò èç B â A, òî òîãäà èç B ìîæíî ïîïàñòü âî âñå ãîðîäà (â A ïî

ýòîé äîðîãå, â îñòàâøèåñÿ � ïî âûáîðó ãîðîäà B).

Åñëè æå äîðîãà ìåæäó A è B âåäåò èç A â B, òî òîãäà èç A ìîæíî ïîïàñòü âî âñå ãîðîäà (â

íà÷àëå â B, à ïîòîì èç B â ëþáîé äðóãîé). Ïåðåõîä äîêàçàí.

2

Äðóæåñêèé ñîâåò: íàðèñóéòå êàðòèíêó.


