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1.1. Äîêàæèòå, ÷òî Ck

n
= Cn−k

n
.

�åøåíèå. Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, Ck

n
� ýòî êîëè÷åñòâî k�ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

n�ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î ñëåäóþùåì ðåøåíèè.

Ïóñòü èñõîäíîå n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî A = {1, 2, . . . , n}. �àññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà: ïåðâîå

áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ k�ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, à âòîðîå � èç âñåõ n−k�ýëåìåíòíûõ.

Óñòðîèì ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó k�ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó B ⊂ A åãî äîïîëíåíèå A \ B � n − k�

ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîìó n− k�ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó C ñîîòâåòñòâóåò åãî

äîïîëíåíèå A\C (ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîìó ÷òî-òî äà ñîîòâåòñòâóåò è ïðèòîì ðîâíî

îäíî).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïåðâîì ìíîæåñòâå ðîâíî Ck

n
ýëåìåíòîâ, à âî âòîðîì � Cn−k

n
, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Íà ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî Ck

n
ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîëñëåäîâàòåëüíîñòåé äëè-

íû n èç 0 è 1, ñîäåðæàùèõ ðîâíî k åäèíèö.

�àññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà: îäíî ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (äëèíû n), ñîäåðæàùèõ

ðîâíî k åäèíèö, à äðóãîå � ñîäåðæàùèõ ðîâíî n− k åäèíèö. Óñòàíîâèì ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, a2, . . . , an) ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1− a1, 1− a2, . . . , 1− an) (òî
åñòü çàìåíèì âñå 1 íà 0, à âñå 0 íà 1). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîïîñòàâëåíèå çàäàåò âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàøèìè äâóìÿ ìíîæåñòâàìè.

Äàëüíåéøåå àíàëîãè÷íîìó ïåðâîìó ðåøåíèþ.

1.2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 120, è a) äåëÿùèõñÿ íà 2 èëè íà 3; b) äåëÿùèõñÿ

íà 2, íà 3 èëè íà 5.

a) Îòâåò. 80 . �åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak ìíîæåñòâî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 120, êîòîðûå

äåëÿòñÿ íà k.

Íàì íóæíî íàéòè ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ |A2∪A3|. Ïî �îðìóëå âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé ïîëó÷àåì

|A2 ∪ A3| = |A2|+ |A3| − |A2 ∩A3|.

Â ïåðåñå÷åíèè A2 è A3 ëåæàò ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 2 è íà 3, ñòàëî áûòü, äåëÿòñÿ íà 6 è

A2 ∩A3 = A6. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |A2| = 60, |A3| = 40, |A6| = 20, ïîëó÷àåì |A2 ∪A3| = 60 + 40− 20 = 80.
b) Îòâåò. 88 . �åøåíèå. Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ ïóíêòà a) ïîëó÷àåì

|A2 ∪ A3 ∪ A5| = |A2|+ |A3|+ |A5| − |A2 ∩ A3| − |A3 ∩ A5| − |A5 ∩ A2|+ |A2 ∩A3 ∩A5| =

= |A2|+ |A3|+ |A5| − |A6| − |A15| − |A10|+ |A30| =

= 60 + 40 + 24− 20− 8− 12 + 4 = 88.

1.3. Ñàìûé âûñîêèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ñàìûé âûñîêèé øàõìàòèñò ñðåäè ìàòåìàòè-

êîâ � âñåãäà ëè ýòî îäèí è òîò æå ÷åëîâåê?

Îòâåò. Äà. �åøåíèå. Ýòîò ÷åëîâåê � ñàìûé âûñîêèé ÷åëîâåê ñðåäè ëþäåé, êîòîðûå îäíîâðå-

ìåííî ÿâëÿþòñÿ è ìàòåìàòèêàìè, è øàõìàòèñòàìè.

1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000, ïîðîâíó ÷èñåë ñ ñóììîé öè�ð 15 è ñ ñóììîé öè�ð 12.

�åøåíèå. �àññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà: ïåðâîå áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000, ñ

ñóììîé öè�ð 15, âòîðîå � ñ ñóììîé öè�ð 12. Óñòàíîâèì ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

×èñëó abc (a, b è c� ïðîèçâîëüíûå öè�ðû, òî åñòü íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü íîëü) ñîïîñòàâèì

÷èñëî (9− a)(9− b)(9 − c). Çàìåòèì, ÷òî ñóììà öè�ð ýòèõ äâóõ ÷èñåë ðàâíà 27 (a+ b+ c+ (9− a) +
(9− b) + (9− c) = 27). Çíà÷èò, ýòî ñîïîñòàâëåíèå ñòàâèò âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ÷èñëà
ñ ñóììîé 12 è 15.

Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî.

1.5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ íåò äâóõ ðÿäîì ñòîÿùèõ îäèíàêîâûõ

öè�ð?

Îòâåò. 96. �åøåíèå. Íà ïåðâîì ìåñòå ó íàñ ìîæåò ñòîÿòü îäíà èç 9 öè�ð (âñå, êðîìå 0).



Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ 9 âàðèàíòîâ åñòü 9 âàðèàíòîâ, êàêàÿ öè�ðà ìîæåò ñòîÿòü íà âòîðîì ìåñòå

(âñåãî 10 öè�ð, íî ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü òó, ÷òî ïîñòàâèëè íà ïåðâîå ìåñòî). Òàêèì îáðàçîì,

ïîñòàâèòü öè�ðû íà ïåðâûå äâà ìåñòà åñòü 92 âàðèàíòîâ.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ 92 âàðèàíòîâ åñòü 9 âàðèàíòîâ, êàêàÿ öè�ðà ìîæåò ñòîÿòü íà òðåòüåì ìåñòå,

ïîýòîìó ïîñòàâèòü öè�ðû íà ïåðâûå òðè ìåñòà åñòü 93 âàðèàíòîâ.
È òàê äàëåå, ïîëó÷àåì, ÷òî íà âñå øåñòü ìåñò åñòü 96 âàðèàíòîâ.

1.6. Êîñòÿ ïûòàåòñÿ ñîñòàâèòü �àíòèìàãè÷åñêèé� êâàäðàò 4 × 4 èç ÷èñåë: −1, 0, 1, ò. å. òàêîé, ÷òî
ñóììû ÷èñåë ïî âåðòèêàëÿì, ãîðèçîíòàëÿì è äâóì äèàãîíàëÿì ðàçëè÷íû. Óäàñòñÿ ëè ýòî åìó?

Îòâåò. Íåò. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñóììû ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò−4 äî 4, òî åñòü âñåãî 9 âàðèàíòîâ,
â òî âðåìÿ êàê íàì òðåáóåòñÿ 10 ðàçëè÷íûõ ñóìì.

1.7. Â êèíîòåàòðå 7 ðÿäîâ ïî 10 ìåñò êàæäûé. �ðóïïà èç 50 äåòåé ñõîäèëà íà óòðåííèé ñåàíñ,

à ïîòîì íà âå÷åðíèé. a) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå äåòåé, êîòîðûå íà óòðåííåì ñåàíñå ñèäåëè

â îäíîì ðÿäó è íà âå÷åðíåì òîæå ñèäåëè â îäíîì ðÿäó. b) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà a), åñëè

äåòåé 49?

Îòâåò. b) Íåò, íåâåðíî. �åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íàéäåòñÿ ðÿä, â êîòîðîì íà óòðåííåì ñåàíñà

ñèäåëè õîòÿ áû 8 äåòåé (åñëè ýòî íå òàê, òî íà êàæäîì ðÿäó ñèäåëî íå áîëåå 7, ðÿäîâ 7, çíà÷èò äåòåé

íå áîëåå 49). Òîãäà âå÷åðîì, êàêèå äâîå èç ýòèõ äåòåé ñíîâà îêàæóòñÿ â îäíîì ðÿäó (òàê êàê èíà÷å â

êàæäîì ðÿäó áóäåò ñèäåòü íå áîëåå 1 èç ýòèõ äåòåé, ðÿäîâ 7, çíà÷èò èõ áûëî íå áîëåå 7). b) Ïðèìåð

ìîæíî ïðèäóìàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

1.8. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå xy − x− y = 5.
Îòâåò. (−5, 0), (−2,−1), (−1,−2), (0,−5), (2, 7), (3, 4), (4, 3), (7, 2). �åøåíèå. Äîáàâèì ê îáåèì

÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïî 1. Òîãäà, ïîñëå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè áóäåì èìåòü: (x − 1)(y − 1) = 6.
Ïîñêîëüêó x è y � öåëûå, òî ïåðåáèðàÿ âàðèàíòû ðàçëîæèòü 6 â ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë,

ïîëó÷àåì îòâåò.


