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Çàíÿòèå 13: ïåðåëèâàíèÿ äâóìÿ â¼äðàìè (äîïîëíåíèå)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âû, íàâåðíÿêà, íà ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêàõ, óðîêàõ èíôîðìàòèêè èëè ãäå-òî åù¼ ñòàëêèâàëèñü
ñ çàäà÷àìè íà ïåðåëèâàíèÿ. Ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à òàêîãî òèïà óñòðîåíà î÷åíü ïðîñòî: åñòü ñîñóäû
îáú¼ìàìè a è b ëèòðîâ (a > b > 0, îáà ÷èñëà öåëûå) è îçåðî. Òðåáóåòñÿ îòìåðèòü ïðè ïîìîùè ýòèõ
ñîñóäîâ x < a ëèòðîâ.

Òàêóþ çàäà÷ó î÷åíü ïðîñòî ðåøèòü: íàäî çàïîëíèòü áîëüøîé ñîñóä, çàòåì âû÷¼ðïûâàòü èç íåãî
âîäó ìàëåíüêèì ñîñóäîì äî òåõ ïîð, ïîêà ìîæåì. Îñòàòîê íóæíî ïåðåëèòü â ìàëåíüêèé ñîñóä, äàëåå
íàïîëíèòü áîëüøîé äî êðà¼â, äîëèòü èç íåãî ìàëåíüêèé äî óïîðà, çàòåì ïîâòîðèòü âñþ âûøåîïèñàí-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ìû ïðèä¼ì ê óñïåõó.1

Òåîðèÿ ñðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ïðîñòî è ýëåãàíòíî äîêàçàòü ðåçóëüòàòèâíîñòü ïðèâåä¼ííîãî àëãîðèòìà.

Î÷åâèäíûå ñîîáðàæåíèÿ

Åñëè x íå êðàòíî ÍÎÄ(a, b), òî x ëèòðîâ ïîëó÷èòü íåëüçÿ. Åñëè æå ÍÎÄ(a, b) |x, òî ìîæíî èç-
ìåðÿòü îáú¼ìû íå â ëèòðàõ, à â ¾ïñåâäîëèòðàõ¿ òàêèõ, ÷òî 1 ¾ïñåâäîëèòð¿ åñòü x ëèòðîâ. Òàêèì
îáðàçîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ âçàèìíî ïðîñòûõ a è b.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì a è b âçàèìíî ïðîñòûìè.

Ôîðìàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Ðàñïèøåì ïîýòàïíî êîëè÷åñòâî âîäû â ñîñóäàõ. Ïóñòü bn ëèòðîâ íàõîäèòñÿ â ìàëåíüêîì ñîñóäå
ïîñëå n-é èòåðàöèè àëãîðèòìà; b0 = 0.

1) Â áîëüøîì ñîñóäå a ëèòðîâ, â ìàëåíüêîì bn ëèòðîâ.

2) Äîëèâàåì ìàëåíüêèé ñîñóä äî êðà¼â. Â áîëüøîì ñîñóäå a + bn− b ëèòðîâ, â ìàëåíüêîì b ëèòðîâ.

3) Âû÷¼ðïûâàåì ìàëåíüêèì ñîñóäîì áîëüøîé. Â áîëüøîì ñîñóäå ñòàíåò (a + bn − b) mod b ëèòðîâ,
â ìàëåíüêîì 0 ëèòðîâ.

4) Ïåðåëèâàåì îñòàòîê â ìàëåíüêèé ñîñóä. Â ìàëåíüêîì òåïåðü bn+1 = (a + bn − b) mod b ëèòðîâ.

Àðèôìåòèêà îñòàòêîâ ñïåøèò íà ïîìîùü

Ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ bn ïî ìîäóëþ b. Ïîëó÷èì

b0 ≡ 0; bn+1 ≡ bn + a.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî bn ≡ na. Ïîñêîëüêó a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü çíà÷åíèå
bn èç ëþáîãî êëàññà (íîìåð n íóæíîé èòåðàöèè áóäåò ïðåäñòàâèòåëåì ÷àñòíîãî ïðè äåëåíèè bn íà
a ïî ìîäóëþ b). À òàê êàê 0 6 bn < b, òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáîå çíà÷åíèå bn ïóò¼ì íåñêîëüêèõ
èòåðàöèé (â öåëî÷èñëåííîì äèàïàçîíå [0, b) åñòü ðîâíî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ êàæäîãî êëàññà).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åñëè x > b, òî ìû åãî ïîëó÷èì â áîëüøîì ñîñóäå íà òîé æå èòåðàöèè
àëãîðèòèìà, ÷òî è bn ≡ x− a.

1Åñòü òàêæå àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â íàïîëíåíèè áîëüøîãî ñîñóäà ïðè ïîìîùè ìàëåíüêîãî. Îí

òîæå ðàáîòàåò.


