
Ãèìíàçèÿ 1543, ìàòåìàòè÷åñêèé ñïåöêóðñ, 8 Â

Çàíÿòèå 6: ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, íå èìåþùåå íèêàêèõ íàòó-
ðàëüíûõ äåëèòåëåé êðîìå ñåáÿ è 1.

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè). Ëþáîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (âîçìîæíî, ïóñòîãî) ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì ëþáûå äâà òàêèõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d
öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

n = 2d1 · 3d2 · 5d3 · 7d4 · 11d5 · . . .

Ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìû áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ìíîæèòå-
ëåé n.

1) Ïóñòü m è n � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à c è d � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé èõ ïðîñòûõ
ìíîæèòåëåé. Äîêàæèòå, ÷òî m |n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ i âûïîëíåíî ci 6 di.

2) Ïóñòü n � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à d � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé åãî ïðîñòûõ ìíîæè-
òåëåé. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n.

3) Ïóñòü m è n � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à c è d � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé èõ ïðîñòûõ
ìíîæèòåëåé. Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ÷èñëà mn.

4) Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, a è b � öåëûå. Äîêàæèòå, ÷òî p | ab òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p | a
èëè p | b.

Îïðåäåëåíèå. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì öåëûõ ÷èñåë a è b, íå ðàâíûõ 0 îäíîâðåìåííî, íà-
çûâàåòñÿ íàèáîëüøåå n òàêîå, ÷òî n | a è n | b. Îáîçíà÷åíèå: ÍÎÄ(a, b).

Îïðåäåëåíèå. ×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1.

5) Ïóñòü m è n � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, c è d � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé èõ ïðîñòûõ
ìíîæèòåëåé. Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ÍÎÄ(m, n).

6) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n � îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë a è b, òî n |ÍÎÄ(a, b).

7) Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(ca, cb) = c ·ÍÎÄ(a, b) ïðè c > 0.

8) Äîêàæèòå, ÷òî
a

ÍÎÄ(a, b)
è

b

ÍÎÄ(a, b)
âçàèìíî ïðîñòû.

Îïðåäåëåíèå. Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì öåëûõ íåíóëåâûõ ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå
ïîëîæèòåëüíîå n òàêîå, ÷òî a |n è b |n. Îáîçíà÷åíèå: ÍÎÊ(a, b).

9) Ïóñòü m è n � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, c è d � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé èõ ïðîñòûõ
ìíîæèòåëåé. Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ÍÎÊ(m, n).

10) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n � îáùåå êðàòíîå öåëûõ ÷èñåë a è b, òî ÍÎÊ(a, b) |n.
11) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåëûå a è b íå ðàâíû 0, òî ab = ÍÎÊ(a, b) ·ÍÎÄ(a, b).

12) Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÊ(ca, cb) = c ·ÍÎÊ(a, b) ïðè c > 0.

13) Äîêàæèòå, ÷òî
ÍÎÊ(a, b)

a
è
ÍÎÊ(a, b)

b
âçàèìíî ïðîñòû.

14) à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1 è ab = m2, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà k è l, ÷òî a = k2,
b = l2.

á) Íàéäèòå íåêîòîðûå òàêèå ÷èñëà n > m > 100, ÷òî 1 + 2 + . . . + n = m2.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî m(m + 1) íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ïðîñòîãî ÷èñëà íè ïðè êàêîì öåëîì

m > 1.


