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Çàíÿòèå 3: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðåêóðñèÿ

Îïðåäåëåíèå. Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò
ìíîæåñòâà X, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X

x1, x2, x3, . . . , xn, . . .

(Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò xn.)

Ïðèìåð. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

à) Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a : 2, 3, 4, 5, 6, . . . èìååì: a1 = 2, a2 = 3, a3 = 4, . . . , an = n + 1. Ìû
âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a çàäàåòñÿ ïðàâèëîì n 7→ n + 1.

á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b : 1, 4, 9, 16, 25, . . . ìîæíî çàäàòü ïðàâèëîì bn = n2 èëè n 7→ n2.

1) Íàïèøèòå ôîðìóëó, çàäàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, 2, 0, 2, 0, 2, . . .

2) Íàïèøèòå ôîðìóëó, çàäàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 2, 4, 8, 16, 32, . . .

3) Íàïèøèòå ôîðìóëó, çàäàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 9, 16, 25, 36, 49, . . .

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî çàäàâàòü íå òîëüêî ôîðìóëîé. Èíîãäà óäîáíåå èõ çàäàâàòü
ïðè ïîìîùè ðåêóðñèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëû, âûðàæàþùèå êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åðåç ïðåäûäóùèå, íà-
çûâàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.

Ïðèìåð. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

à) f1 = 1, f2 = 1, fn+2 = fn+1 + fn. Òàê çàäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è.1

á) f1 = 1, fn+1 = (n + 1) + fn. Òàê çàäà¼òñÿ ñóììà fn = 1 + 2 + . . . + n.
â) fn+1 = fn. Òàê çàäà¼òñÿ ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (íå îäíîçíà÷íî).
ã) f1 = 1, f2 = 2, fn+1 = f 2

n. À âîò ýòî ñîîòíîøåíèå íå çàäà¼ò âîîáùå íè îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
ä) c0 = 1, cn+1 = c0cn+c1cn−1+· · ·+ckcn−k+· · ·+cnc0. Òàê çàäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êàòàëàíà.

2

4) Çàäàéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, 3; 0, 33; 0, 333; 0, 3333; 0, 33333; 0, 333333; . . . ðåêóððåíòíî.

5) Àíäðåé ïîñìîòðåë íà ñâîè îöåíêè ïî ìàòåìàòèêå è óæàñíóëñÿ: 5; 2; 5; 2; 5; 2; 5; . . . Çàäàéòå ðåêóð-
ðåíòíî è ôîðìóëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî òåêóùèõ (è îæèäàåìûõ â áóäóùåì) îöåíîê.

6) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíî: s1 = 1, sn+1 = |2sn − 11|. Íàéäèòå s1543.

7) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíî: a1 = 2, an+1 = an + 5. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî
÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: an = 2 + 5(n− 1).

8) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíî: a1 = 3, an+1 = 2an. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî ÷ëåíû
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: an = 3 · 2n−1.

9) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíî: a1 = 1, a2 = 5, an+1 = 5an − 6an−1, n ≥ 2. Äîêàæèòå ïî
èíäóêöèè, ÷òî ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: an = 3n − 2n.

10∗) Âû÷èñëèòå ïåðâûå íåñêîëüêî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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Äà, êàê íè ñòðàííî, íî ýòî òà ñàìàÿ çíàêîìàÿ âàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü! (Êàêàÿ?) Äîêàæèòå ýòî.

1×èñëà Ôèáîíà÷÷è çàäàþò êîëè÷åñòâî ïàð êðîëèêîâ ÷åðåç n ìåñÿöåâ ïîñëå íà÷àëà ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ, åñëè

êðîëèêè ðàçìíîæàþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó: êàæäàÿ ìîëîäàÿ ïàðà êðîëèêîâ ÷åðåç ìåñÿö ñòàíîâèòñÿ ñïîñîáíîé ê

ðàçìíîæåíèþ, êàæäàÿ ñïîñîáíàÿ ê ðàçìíîæåíèþ ïàðà êàæäûé ìåñÿö ðîæàåò ìîëîäóþ ïàðó. Èçíà÷àëüíî åñòü îäíà

ìîëîäàÿ ïàðà.
2×èñëà Êàòàëàíà ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â êîìáèíàòîðèêå. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü cn êàê êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ

ïðàâèëüíî ðàññòàâèòü â ñòðî÷êó n ïàð ñêîáîê.


