
Ãèìíàçèÿ 1543, ìàòåìàòè÷åñêèé ñïåöêóðñ, 8 Â

Çàíÿòèå 1: ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ïðèíöèï èíäóêöèè â ôîðìå Ïåàíî. Ïóñòü A1, A2, A3, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäåíèé.
Åñëè, âî-ïåðâûõ, âåðíî óòâåðæäåíèå A1, à âî-âòîðûõ, ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî î÷åðåäíîå óòâåðæäå-
íèå An+1 âåðíî, ñ÷èòàÿ èçâåñòíûì, ÷òî ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå An âåðíî, òî ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ âåðíû.

1) Íåñêîëüêî ïðÿìûõ äåëÿò ïëîñêîñòü íà ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñêðàñèòü ýòè ÷àñòè â áåëûé
è ÷¼ðíûé öâåò òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ÷àñòè (èìåþùèå îáùèé îòðåçîê ãðàíèöû) áûëè ðàçíîãî öâåòà.

2) Åñòü ïèðàìèäêà ñ n êîëüöàìè è äâà ïóñòûõ ñòåðæíÿ òîé æå âûñîòû. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåêëàäûâàòü
âåðõíåå êîëüöî ñ îäíîãî ñòåðæíÿ íà äðóãîé, íî ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ êëàñòü áîëüøåå êîëüöî íà
ìåíüøåå. Äîêàæèòå, ÷òî

à) ìîæíî ïåðåëîæèòü âñå êîëüöà íà îäèí èç ïóñòûõ ñòåðæíåé;
á) ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèé;
â∗) ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåêëàäûâàíèé îáîéòèñü íåâîçìîæíî.

3) Èç êâàäðàòà êëåò÷àòîé áóìàãè ðàçìåðîì 2n × 2n âûðåçàëè îäíó êëåòêó. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åí-
íóþ ôèãóðó ìîæíî ðàçðåçàòü íà ¾óãîëêè¿ èç òðåõ êëåòîê.

Áîëåå óäîáíûé ïðèíöèï èíäóêöèè. Ïóñòü A1, A2, A3, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óòâåðæäå-
íèé. Åñëè ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî î÷åðåäíîå óòâåðæäåíèå An âåðíî, ñ÷èòàÿ èçâåñòíûì, ÷òî âñå
ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ âåðíû, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ âåðíû.

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà. Â ëþáîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî.

4) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé.

5) Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò ìîæíî ðàçáèòü íà ëþáîå êîëè÷åñòâî êâàäðàòîâ, áîëüøåå 5.

6) Äîêàæèòå, ÷òî ìîíåòàìè 3 è 5 òóãðèêîâ ìîæíî çàïëàòèòü ëþáóþ ñóììó, íà÷èíàÿ ñ 8 òóãðèêîâ.

7) Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3 × n ñòîÿò ôèøêè 3 ðàçíûõ öâåòîâ, ïî n øòóê êàæäîãî öâåòà. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî ïåðåñòàâèòü ôèøêè â êàæäîé ñòðîêå òàê, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå áûëè ôèøêè âñåõ 3
öâåòîâ.

8) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íå÷¼òíî, òî n+1 ÷¼òíî (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî óòâåð-
æäåíèå ¾åñëè n ÷¼òíî, òî n + 1 íå÷¼òíî¿ î÷åâèäíî â îòëè÷èå îò óòâåðæäåíèÿ èç çàäà÷è).

8à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íàòóðàëüíîå n íå÷¼òíî, òî n− 1 ÷¼òíî (èíäóêöèÿ òóò óæå íå íóæíà).

8á) À òåïåðü äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äâóõ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë ÷¼òíà (è òóò èíäóêöèÿ
íå òðåáóåòñÿ).

9) Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì ðàññóæäåíèè:

Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøå 2012. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
íå ïðåâûøàþùåå 2012. Òîãäà ïóñòü m � íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî. Òîãäà m − 1 > 2012. Çíà÷èò,
m > 2013 > 2012. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Çíà÷èò, ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøå 2012.

10) Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì ðàññóæäåíèè:

Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîì ñòàäå êîðîâ âñå êîðîâû îäíîãî öâåòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ñòàäî êîðîâ,
â êîòîðîì åñòü ïàðà êîðîâ ðàçíîãî öâåòà. Ðàññìîòðèì òàêîå ñòàäî íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàçìåðà.
Ïóñòü â í¼ì m êîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî m > 2 (â íåîäíîöâåòíîì ñòàäå åñòü õîòÿ áû 2 êîðîâû). Âûáåðåì
äâóõ êàêèõ-òî ðàçëè÷íûõ êîðîâ a è b. Îñòàòîê ñòàäà îáîçíà÷èì áóêâîé X. Çàìåòèì, ÷òî êîðîâà a
âìåñòå ñ êîðîâàìè X � ýòî ñòàäî èç (m−1) êîðîâû. Ïîýòîìó îíî îäíîöâåòíîå. Àíàëîãè÷íî, ñòàäî èç
b è X îäíîöâåòíîå. Ðàññìîòðèì ëþáóþ êîðîâó èç X. Îíà îäíîãî öâåòà ñ a è b. Çíà÷èò, a è b îäíîãî
öâåòà, à çíà÷èò, âñ¼ ñòàäî èç m êîðîâ îäíîöâåòíîå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.



Äîïîëíåíèå

Ìû ñêëîííû ê îáîáùåíèÿì. Åñëè ìû èä¼ì âäîëü ïîëÿ è âèäèì, ÷òî âñå ðàñòåíèÿ íà ýòîì ïîëå
çåë¼íîãî öâåòà, òî â íåêîòîðûé ìîìåíò ó íàñ ìîæåò âîçíèêíóòü ïîäîçðåíèå: ¾À ìîæåò áûòü, âñå
ðàñòåíèÿ çåë¼íîãî öâåòà?¿ Êîíå÷íî, ýòî íå òàê, íî åñëè ÷åëîâåê íå âèäåë â ñâîåé æèçíè íèêàêèõ
ðàñòåíèé, êðîìå çåë¼íûõ, òî îí, íàâåðíîå, áóäåò ñîìíåâàòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè íåçåë¼íûõ ðàñòåíèé.
Òàêîé ïåðåõîä îò óòâåðæäåíèÿ ¾ìíîãèå ðàñòåíèÿ çåë¼íûå¿ ê óòâåðæäåíèþ ¾âñå ðàñòåíèÿ çåë¼íûå¿
â ôèëîñîôèè íàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé.

Èíäóêöèÿ � ýòî ñóæäåíèå îá îáùèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ íà îñíîâå íàáëþäåíèÿ êàêèõ-òî ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ ýòèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Ïðîòèâîïîëîæíà èíäóêöèè äåäóêöèÿ � ïåðåõîä îò îáùèõ çàêîíî-
ìåðíîñòåé ê èõ ÷àñòíûì ñëó÷àÿì. Äåäóêöèÿ ëåæèò â îñíîâå ëîãèêè (çà÷àñòóþ ïîä òåðìèíàìè ¾äå-
äóêöèÿ¿ è ¾ëîãè÷åñêèé ïåðåõîä¿ ïîäðàçóìåâàþò îäíî è òî æå). Èíäóêöèåé æå ìîæíî èç íàáîðà
èñòèííûõ ïðåäïîñûëîê ïîëó÷èòü ëîæíîå ñëåäñòâèå. Òåì íå ìåíåå, èíäóêöèÿ áûâàåò ïîëåçíà ïðè
ïîñòðîåíèè êàêèõ-ëèáî òåîðèé: ñàìûé ïðîñòîé (íî äàëåêî íå âñåãäà ñàìûé ðåçóëüòàòèâíûé) ñïîñîá
ñäåëàòü òàê, ÷òîáû òåîðèÿ íå ïðîòèâîðå÷èëà íàøèì íàáëþäåíèÿì � îáîáùèòü ýòè íàáëþäåíèÿ è
ïîëîæèòü îáùåå óòâåðæäåíèå â îñíîâó òåîðèè.

Èíäóêöèÿ, íàïðèìåð, ïîçâîëÿåò ÷àñòè÷íî îòâåòèòü íà âîïðîñ: ¾×òî òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî?¿. Ê
íàòóðàëüíûì ÷èñëàì ìû îòíîñèì òå ÷èñëà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñ÷¼òà: 1, 2, 3, 4, 5, . . . Åñëè ìû
âîçüì¼ì ÷èñëî 1543, òî âû÷èòàÿ èç íåãî ìíîãî ðàç åäèíèöó ìû êîãäà-íèáóäü ïîëó÷èì âñå ÷èñëà îò 1
äî 1542 (òî åñòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ìåíüøèå 1543). Îáîáùèì ýòî óòâåðæäåíèå: ¾Âû÷èòàÿ èç ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ìíîãî ðàç åäèíèöó ìû êîãäà-íèáóäü (ïðè óñëîâèè íåîãðàíè÷åííîñòè íàøåé
æèçíè) ïîëó÷èì âñå ÷èñëà, ìåíüøèå åãî¿. Ýòî óòâåðæäåíèå ïîêà åù¼ íå ìàòåìàòè÷åñêîå (íèêàêî-
ãî ¾êîãäà-íèáóäü¿ â ìàòåìàòèêå íåò!), à ôèëîñîôñêîå, íî åìó óæå ìîæíî ïðèäàòü ìàòåìàòè÷åñêèé
ñìûñë. Íî äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî âàæíîå ïîíÿòèå.

Ñîâîêóïíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáúåäèí¼ííûõ êàêèì-òî îáùèì äëÿ íèõ ñâîéñòâîì, ìû áóäåì
íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ó íàñ åñòü ïîäìíîæåñòâî ÷¼ò-
íûõ ÷èñåë (îïðåäåë¼ííîå ñâîéñòâîì ¾áûòü ÷¼òíûì¿), ïîäìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë (îïðåäåë¼ííîå
ñâîéñòâîì ¾áûòü ïðîñòûì¿), è äàæå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ìàëåíüêèìè
çåë¼íûìè êàìíååäàìè. Ïîäìíîæåñòâà áûâàþò ïóñòûìè. Òàêîâî, ñêîðåå âñåãî, ïîñëåäíåå èç ïðèâå-
ä¼ííûõ â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ (åñëè ìû íå ñ÷èòàåì íèêàêîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìàëåíüêèì çåë¼íûì
êàìíååäîì). Â ëþáîì ñëó÷àå ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü ñâîéñòâîì ¾íå áûòü ñàìèì ñî-
áîé¿.

Òàê âîò, èñõîäÿ èç íàøåãî ôèëîñîôñêîãî ïðèíöèïà î âû÷èòàíèè åäèíèöû, ¾äîêàæåì¿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå: ¾Â ëþáîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî¿. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ðàç ïîäìíîæåñòâî íåïóñòî, â í¼ì åñòü õîòÿ áû îäíî ÷èñëî. Âîçüì¼ì ýòî ÷èñëî è ïóò¼ì
âû÷èòàíèÿ åäèíèöû ïîëó÷èì èç íåãî âñå ìåíüøèå. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðîâåðèì, íàõîäèòñÿ
ëè îíî â èíòåðåñóþùåì íàñ ïîäìíîæåñòâå. Ñðåäè òåõ, êîòîðûå òàì íàõîäÿòñÿ, âûáåðåì íàèìåíüøåå.
Îíî è áóäåò íàèìåíüøåì â íàøåì ïîäìíîæåñòâå.

Êîíå÷íî, ýòî ¾äîêàçàòåëüñòâî¿ íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì. Ñêîðåå, ýòî � íàáîð ñëîâ, ïðèçâàí-
íûé óáåäèòü â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè íàèìåíüøåãî ÷èñëà íå ïðîòèâîðå÷èò íàøåé
èíòóèöèè. Çàòî òåïåðü ìû èìååì ïðèíöèï, ïîëíîñòüþ êîððåêòíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè. Îí
òîæå íîñèò íàçâàíèå èíäóêöèè, íî íå ïðîñòîé, à ìàòåìàòè÷åñêîé (è åãî ïðèìåíåíèå ÿâëÿåòñÿ, êàê
áû ýòî ñòðàííî íè çâó÷àëî, ðàçíîâèäíîñòüþ äåäóêöèè, à íå èíäóêöèè).

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñî-
äåðæèò íàèìåíüøåå ÷èñëî.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýòîò æå ïðèíöèï è â òåðìèíàõ ñâîéñòâ.

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè êàêîìó-òî ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿåò õîòÿ áû îäíî
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî åñòü íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó ñâîéñòâó.

Ýòîò ïðèíöèï ìû ïðèíèìàåì çà àêñèîìó. Òåïåðü ó íàñ ïîÿâèëîñü î÷åíü ýôôåêòèâíîå ñðåäñòâî
îáùåíèÿ ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå. Ïîïûòàéòåñü äîêàçàòü ïðèíöèï èíäóêöèè â ôîðìå Ïåàíî, èñõîäÿ èç ïðèíöèïà
íàèìåíüøåãî ÷èñëà. Ïîäóìàéòå, êàêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âàì äëÿ ýòîãî ïîòðå-
áîâàëèñü.


