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Ðåøåíèÿ 1

Çàäà÷à 15. Äàíî íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå n. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáûõ íà-

òóðàëüíûõ a è b, äëÿ êîòîðûõ a2b + 1 äåëèòñÿ íà n, ÷èñëî a2 + b òàêæå
äåëèòñÿ íà n. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n.
Îòâåò n = 1, 3, 5, 15
Ðåøåíèå Äëÿ ëþáîãî a âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n ÷èñëà a2, 2a2, . . . , na2 äàþò
âñå âîçìîæíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ b òàêîå, ÷òî

a2b+1 äåëèòñÿ íà n. Èç ñèñòåìû

{
a2b+ 1 ≡ 0

a2 + b ≡ 0
ñëåäóåò, ÷òî

{
a2b+ 1 ≡ 0

a4 + a2b ≡ 0
,

îòêóäà a4 − 1 ≡ 0. Èç Ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a
âçàèìíî ïðîñòîãî ñ 3, a4− 1

... 3. Àíàëîãè÷íî ïîäõîäèò n = 5, à óæå îñòþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïîäõîäèò n = 15 = 3 · 5
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî äðóãèå n íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ âîç-

ìüåì a = 2. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî 15 = 24 − 1
... n. Çíà÷èò n = 1, 3, 5, 15

�
Çàäà÷à 25. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD, AD ‖ BC. Íà îñíîâàíèÿõ AD è BC
âûáðàíû òî÷êè P è K ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AP

PD = BK
KC . Íà îòðåçêå PK

âûáðàíû òî÷êè X è Y òàê, ÷òî ∠AYD = ∠BCD è ∠BXC = ∠ADC.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè C,D,X, Y ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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1. Ñíà÷àëà íàäî äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå AP
PD = BK

KC ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

ïðÿìûå AB, PK è CD ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Íàçîâåì åå O.

2. Èç òåîðåìû î âïèñàííîì óãëå è óãëå ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé ñëå-

äóåò, ÷òî óñëîâèå ∠BXC = ∠ADC = ∠BCO è îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæ-

íîñòü ω1 îïèñàííàÿ îêîëî BXC êàñàåòñÿ OD â òî÷êå C. Àíàëîãè÷íî
îêðóæíîñòü ω2 îïèñàííàÿ îêîëî AYD êàñàåòñÿ OD â òî÷êå D.

3. Ïóñòü X1 � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ OX è ω1. Òîãäà ïî òåîðåìå î

ñòåïåíè òî÷êè: OX ·OX1 = OC2

4. Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå O è êîýôôèöèåíòîì OD
OC .

Òî÷êà C ïåðåõîäèò â òî÷êó D, ïðÿìàÿ OD îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Çíà÷èò

îêðóæíîñòü ω1 ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü êàñàþùóþñÿ OD â òî÷êå D
ò.å. â ω2. Òî÷êà X1 ïåðåéäåì â ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ω2 è OX, ò.å.

â Y . Çíà÷èò
OY

OX1
=

OD

OC

5. Èç ðåçóëüòàòîâ äâóõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ ñëåäóåò, ÷òî OX · OY =
OC ·OD. Çíà÷èò ïî òåîðåìå î ñòåïåíè òî÷êèX, Y,C, d ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.
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