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Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ñòåïåíü ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëüíûì îñíîâàíèåì a è ðàöèî-

íàëüíûì ïîêàçàòåëåì r:
1) ar > 0;
2) ar1 · ar2 = ar1+r2 ;
3) (ar1)r2 = ar1·r2 ;
4) Åñëè r1 < r2, òî a

r1 < ar2 ïðè a > 1 è ar1 > ar2 ïðè 0 < a < 1.
Ëåììà 1. (íåïðåðûâíîñòü â íóëå äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ):

(∀ε > 0)(∃δ > 0)((r ∈ Q, |r| < δ)⇒ (|ar − 1| < ε))
Òåîðåìà 1. Ïóñòü a > 0, x ∈ R. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà M = {am|m ∈ Q,m < x} è B =

{ab|b ∈ Q, b > x}. Ó ìíîæåñòâ M è B åñòü ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî ìíîæåñòâ M è B íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ax.
Ëåììà 2. Ïóñòü a > 1, x ∈ R, r ∈ Q. Òîãäà åñëè x < r, òî è ax < ar.
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ x > r, è äëÿ 0 < a < 1.
Òåîðåìà 2. Âñå 4 ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì âûïîëíÿþòñÿ è

äëÿ ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì.

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Ôóíêöèÿ y = ax, îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ x ∈ R, íàçûâàåòñÿ
ïîêàçàòåëüíîé.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì, 1x = 1 äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x.
Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàòü ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ ïðè a = 1 íåçà÷åì.

Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè:

1) Ãðàôèê ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0; 1).
2) Ïðè a > 1 ôóíêöèÿ y = ax âîçðàñòàåò, à ïðè 0 < a < 1 � óáûâàåò íà R.
3) Ôóíêöèÿ y = ax íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé îñè.

4) Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

56. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: a) y = 2x; á) y =
(
1

2

)x
.

57. Ñðàâíèòå ÷èñëà: à) (
√
2)−0,3 è (

√
2)−0,2; á)

(√
2

2

)π
è

(√
2

2

)e
.

58. Ðåøèòå óðàâíåíèå
(
1

2

)x+3
= − 4

x+ 2
.

Äîìàøíåå çàäàíèå

59. Äîêàæèòå, ÷òî (ab)x = ax · bx è (
a

b
)x =

ax

bx
äëÿ ëþáûõ a > 0, b > 0, x ∈ R.

60. Ñðàâíèòå ÷èñëà: à) 0, 1−1,2 è 0, 1−1,3; á)
(
3

2

)2
3
è
(
3

2

)3
4
.

61. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: a) y = 21−x; á) y = −0, 2|x+2|; â) y = 3 · 2
x
2 .

62. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = |2x + 1|+ |2x − 1|.

63. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |x− 1|> 2, 5x.

64. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 10sin 2x cos 3x+cos 2x sin 3x+0,5



Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ

Òàê êàê ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîíîòîííà, òî äëÿ âñåõ a > 0, a 6= 1 âåðåí ïåðåõîä
(
af(x) = ag(x)

)
⇔

(f(x) = g(x))

65. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

à) 253−2x =
1

125
· (25
√
5)−x; á) 32x−3 − 9x−1 + 27

2x
3 = 675; â) 4x + 2 · 6x − 3 · 9x = 0.

66. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

à) 4x · 5x+1 = 5 · 202−x; å) 7x+3 − 7x+2 − 2x+5 + 2 · 0, 25−(1+0,5x) = 0;
á) 2 · 3x+1 − 6 · 3x−1 = 12; æ) 8x + 18x = 2 · 27x;
â)

2x

5x−1
+ 3 =

5x

2x−1
; ç) 8x+1 + 8 · (0, 5)3x + 3 · 2x+3 = 125− 24 · (0, 5)x;

ã) 9x+1 + 92x−1 = 54 · 27x−1; è) x2 · 4
√

2−x + 42−x = 4
√

2−x+2 + x2 · 2−2x;

ä)
(√

2−
√
3
)x

+
(√

2 +
√
3
)x

= 4; ê) 2x
2−4x+5 = 1 + sin2 πx

4
;

ì) 1 + 3
x
2 = 2x.

67. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ p, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (p− 1) · 4x − 4 · 2x + (p+ 2) = 0 èìååò õîòÿ áû

îäíî ðåøåíèå.

68. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

à) (x− 3)
x+1
4 = 3

√
(x− 3)x−2; á) |x− 3|3x2−10x+3 = 1; â) x

√
x =
√
xx.

69. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

à)


2 · 4x + 1

2x + 2
− 4x =

y

2x+1 + 4

4 · 23x + y2 = 4

á)


xx+y = yx−y

x2y = 1

Ïîêàçàòåëüíûå íåðàâåíñòâà

Äëÿ âñåõ a > 1 âåðåí ïåðåõîä
(
af(x) > ag(x)

)
⇔ (f(x) > g(x)).

Äëÿ âñåõ 0 < a < 1 âåðåí ïåðåõîä
(
af(x) > ag(x)

)
⇔ (f(x) < g(x)).(

f(x)g(x) > f(x)h(x)
)
⇔
{
f(x) > 0
(f(x)− 1)(g(x)− h(x)) > 0

70. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

à)
1

8
·
(
1

2

)x(2−x)
> 8 ·

(
1

2

)3x
; ä) 9 · 4−

1
x + 5 · 6−

1
x < 4 · 9−

1
x ;

á) 2x+2 − 2x+3 − 2x+4 > 5x+1 − 5x+2; å) (x2 − x+ 1)x < 1;

â)
15− 16x+1

42x − 4
> 24x+1 − 3; æ) (x2 − 4x+ 4)x

2−x−6 > 1;

ã)
(
1

4

)2x−1
+ 15 ·

(
1

4

)x
− 4 < 0; ç) f (g(x)) < g (f(x)), ãäå f(x) = 2x, g(x) = 4x.

Äîìàøíåå çàäàíèå

71. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

à) 3x−1 · 2x+1 + 2x−1 · 3x =
7

36
; ä) 2 · 15x − 3x + 2− 4 · 5x+1 + 90 = 0;

á) 4x − 3 · 2x+2 = 64; å) 251−cos 6x = 5
1

ctg 3x ;

â) 4x − 3x−0,5 = 3x+0,5 − 22x−1; æ) 3x + 32−x = 3 · (1 + cos 2πx);

ã) 4 · 22x − 6x = 18 · 32x; ç) | cosx|sin2 x−1,5 sinx+0,5 = 1.

72. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

à) 4
√

9−x2+1 + 2 < 9 · 2
√

9−x2
; ã) 5 · 9x − 18 · 15x + 9 · 25x > 0;

á) (
√
5 + 2)x−1 >(

√
5− 2)

x−1
x+1 ; ä) (x2 + x+ 1)

x+5
x+2 >(x2 + x+ 1)3;

â)
22+
√

x−1 − 24

21+
√

x−1 − 8
> 1; å) (4x2 + 2x+ 1)x

2−x 6 1.

73. Ïàìÿòíèê ñîñòîèò èç ñòàòóè è ïîñòàìåíòà. Ê ïàìÿòíèêó ïîäîøåë ÷åëîâåê. Âåðõíÿÿ òî÷êà ïàìÿòíèêà

íàõîäèòñÿ âûøå óðîâíÿ ãëàç ÷åëîâåêà íà aì, à âåðõíÿÿ òî÷êà ïîñòàìåíòà � íà bì. Íà êàêîì

ðàññòîÿíèè îò ïàìÿòíèêà äîëæåí ñòàòü ÷åëîâåê, ÷òîáû âèäåòü ñòàòóþ ïîä íàèáîëüøèì óãëîì?


