
�èìíàçèÿ 1543, 10�Â êëàññ Ëèñòèê 24.1, �åâðàëü 2012×èñëà ÊàòàëàíàÎïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cn êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü âðÿä n îòêðûâàþùèõñÿ è n çàêðûâàþùèõñÿ ñêîáîê òàê, ÷òîáû çàïèñü áûëàêîððåêòíà (òî åñòü, ñðåäè ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ðÿäà îò-êðûâàþùèõñÿ ñêîáîê íå ìåíüøå, ÷åì çàêðûâàþùèõñÿ). ×èñëî c0 ïîëàãàåòñÿðàâíûì 1. ×èñëî cn íàçûâàåòñÿ n-ûì ÷èñëîì Êàòàëàíà.((())) (())() ()(()) (()()) ()()()Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ÷òî ÷èñëà Êàòàëàíà îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì ñî-îòíîøåíèåì
cn+1 = c0cn + c1cn−1 + · · · + cnc0 (n ≥ 0)è íà÷àëüíûì ÷ëåíîì c0 = 1.Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ïåðâûå 5 ÷èñåë Êàòàëàíà.�àçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèèÂ ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïðèâåäåí ðÿä ìíîæåñòâ è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òîêîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íèõ ðàâíî cn. Äëÿ ýòîãî åñòü äâà îñíîâíûõ ñïîñî-áà � ïîñòðîèòü ÿâíóþ áèåêöèþ è ïðîâåðèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå. Âíåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïîëåçíî ñäåëàòü è òî è òî.Äëÿ îäíîçíà÷íîé òðàêòîâêè óñëîâèé çàäà÷è ñíàáæåíû ïðèìåðîì : ñïèñ-êîì èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ äëÿ n = 3.Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n, n)ïî ëèíèÿì êëåò÷àòîé áóìàãè, èäóùèõ ââåðõ è âïðàâî, íå ïîäíèìàþùèåñÿâûøå ïðÿìîé y = x ðàâíî cn.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîñîáîâ ñîåäèíèòü 2n òî÷åê íà îêðóæ-íîñòè n íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè (èç ëþáîé òî÷êè âûõîäèò îäíà õîðäà)ðàâíî cn.



×èñëà ÊàòàëàíàÇàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëîòðèàíãóëÿöèé (ðàçðåçàíèé íà n òðåóãîëü-íèêîâ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè) âûïóêëîãî (n+2)�óãîëüíèêà ðàâ-íî cn.
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî íåàññîöèàòèâíûõ ïðîèçâåäåíèé n+1 áóêâ(èíà÷å ãîâîðÿ, ðàññòàíîâîê ñêîáîê ÷òîáû ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ áûë îäíî-çíà÷íî îïðåäåëåí) ðàâíî cn.a(b(d)) (ab)(d) ((ab))d a((b)d) (a(b))dÇàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ êîðíåâûõ ñòðîãî äâîè÷íûõäåðåâüåâ (ó êàæäîé âåðøèíû ëèáî äâà ñûíà, ëèáî íè îäíîãî [è òîãäà ýòîïî îïðåäåëåíèþ ëèñò℄) ñ n+ 1 ëèñòüÿìè ðàâíî cn.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ n + 1âåðøèíàìè ðàâíî cn.
Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ¾ïàðàëëåëîìèíî¿ (ïàðà ïóòåé íàêëåò÷àòîé áóìàãå ñ íà÷àëîì (0, 0) è êîíöîì â îäíîé è òîé æå òî÷êå, èäóùèõòîëüêî ââåðõ è âïðàâî è íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê, êðîìå íà÷àëà è êîíöà)ïåðèìåòðà 2n+ 2 ðàâíî cn.
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî òàáëèö 2 × n, çàïîëíåííûõ íàòó-ðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 2n, ïðè÷�åì ÷èñëà â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîìñòîëáöå âîçðàñòàþò ðàâíî cn.



×èñëà Êàòàëàíà1 2 3 1 2 4 1 3 4 1 2 5 1 3 54 5 6 3 5 6 2 5 6 3 4 6 2 4 6Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ÷èñåë
1, a1, . . . , an, 1â êîòîðûõ ëþáîå ai ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñóììû äâóõ ñîñåäåé ðàâíî cn.1 4 3 2 1 1 3 5 2 1 1 3 2 3 1 1 2 5 3 1 1 2 3 4 1Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî íàáîðîâ èç n öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî n,ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà n+ 1 (÷èñëà ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, ïîðÿäîê ÷èñåëâ íàáîðå íåâàæåí) ðàâíî cn.0 0 0 0 1 3 0 2 2 1 1 2 2 3 3ßâíàÿ �îðìóëàÏðèâåäåì òðè ñïîñîáà äîêàçàòü ÿâíóþ �îðìóëó: cn =

(2n)!

n!(n+ 1)!
. Ñóùå-ñòâóþò è äðóãèå çàìå÷àòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, íàïðèìåð èñïîëüçóþùååìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé.Çàäà÷à 13 (Ýéëåð). à) Ïîñ÷èòàéòå äâóìÿ ñïîñîáàìè ìîùíîñòü ìíîæå-ñòâà ïàð ¾òðèàíãóëÿöèÿ � äèàãîíàëü òðèàíãóëÿöèè¿.á) Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äîêàæèòå, ÷òî (n − 1)cn = (n +

2)(cn+1 − 2cn)/2â) Äîêàæèòå �îðìóëó äëÿ cn.Çàäà÷à 14 (Ïðèíöèï îòðàæåíèé). à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïó-òåé íà êëåò÷àòîé áóìàãå èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (2n, 0) ñîñòîÿùèõ èç 2nîòðåçêîâ, ïðîõîäÿùèõ ïî äèàãîíàëÿì êëåòîê è íå îïóñêàþùèõñÿ íèæå îñè
OX ðàâíî cn.á) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé íà êëåò÷àòîé áóìàãå èç òî÷êè (0, 0) âòî÷êó (2n, 0), ñîñòîÿùèõ èç 2n îòðåçêîâ, ïðîõîäÿùèõ ïî äèàãîíàëÿì êëå-òîê è èìåþùèõ òî÷êè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, ðàâíî êîëè÷åñòâó ïóòåéêîëè÷åñòâî ïóòåé èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (2n,−2).â) Íàéäèòå �îðìóëó äëÿ cnÇàäà÷à 15. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a1, . . . , a2n+1èç 2n + 1 öåëûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ n + 1 ðàç âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî 1 è n ðàç÷èñëî −1 òàêèõ, ÷òî a1 > 0, a1 + a2 > 0, . . . , a1 + a2 + . . . + a2n−1 > 0ðàâíî cn.á) (Ëåììà �åíè) Åñëè (x1, x2, . . . , xm) �� ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öå-ëûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1, òî ðîâíî ó îäíîãî èç åå öèêëè÷åñêèõ



×èñëà Êàòàëàíàñäâèãîâ
(x1, x2, . . . , xm), (x2, . . . , xm, x1), . . . (xm, x1, . . . , xm−1)âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû ïîëîæèòåëüíûå.â) Íàéäèòå �îðìóëó äëÿ cnÎáîáùåíèÿ. Ïðèíöèï îòðàæåíèé.Çàäà÷à 16. à) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïóòåé cnk êîëè÷åñòâî ïóòåé èç òî÷êè

(0, 0) â òî÷êó (n, k) (n ≥ k) ïî ëèíèÿì êëåò÷àòîé áóìàãè, èäóùèõ ââåðõ èâïðàâî, íå ïîäíèìàþùèåñÿ âûøå ïðÿìîé y = x (Åñëè çàïèñàòü ÷èñëà cnk âòî÷êè (n, k) òî ïîëó÷èòñÿ òðåóãîëüíèê Êàòàëàíà).á) (Òåîðåìà Áåðòðàíà î âûáîðàõ) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàâûáîðàõ ñ ó÷àñòèåì äâóõ êàíäèäàòîâ, â êîòîðûõ ïåðâûé íàáðàë p ãîëîñîâ,à âòîðîé íàáðàë q < p, ïåðâûé áóäåò îïåðåæàòü âòîðîãî â òå÷åíèå âñåãîâðåìåíè ïîäñ÷åòà ãîëîñîâ?Çàäà÷à 17. Ñòàíäàðòíîé òàáëèöåé äèàãðàììû Þíãà Y ñîñòîÿùåé èç nêëåòîê íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèå êëåòîê Y ÷èñëàìè îò 1 äî n òàê ÷òîáû îíèâîçðàñòàëè ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì. Íàïðèìåð ñóùåñòâóåò 5 ñòàíäàðòíûõòàáëèö äëÿ äèàãðàììû ñ äëèíàìè ñòðîê 3 è 2:1 2 3 1 2 4 1 3 4 1 2 5 1 3 54 5 3 5 2 5 3 4 2 4à) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòàíäàðòíûõ òàáëèö äëÿ äèàãðàììû Þíãà ñîñòîÿ-ùåé èç äâóõ ñòðîê äëèíû a è b (a > b)á) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòàíäàðòíûõ òàáëèö äëÿ äèàãðàììû Þíãà ñîñòîÿ-ùåé èç òðåõ ñòðîê äëèíû a, b è c (a > b > c).Îáîáùåíèÿ. Ëåììà �åíè.Çàäà÷à 18. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïóòåé ïî ëèíèÿì ñåòêè èç ëåâîãî íèæíåãîóãëà â ïðÿìîóãîëüíèêà n × 2n â ïðàâûé âåðõíèé íå ïðîõîäÿùèõ âûøåäèàãîíàëè. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç an.Çàäà÷à 19. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ êîðíåâûõ ñòðîãî òðî-è÷íûõ äåðåâüåâ (ó êàæäîé âåðøèíû ëèáî òðè ñûíà, ëèáî íè îäíîãî) ñ 2n+1ëèñòüÿìè ðàâíî an.á) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçðåçàòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèà-ãîíàëÿìè 2n+ 2-óãîëüíèê íà ÷åòûðåõóãîëüíèêè ðàâíî anâ) Íàéäèòå ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó äëÿ an


