
Óðîêè � 47-48 30.11-01.12.10Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáî-òà. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë1. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòàÍàéäèòå ðåøåíèÿ êàæäîãî èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå äàí-íûì óñëîâèÿì:
1) y′′ = −9y; y(0) = 3; y′(0) = −9; 2) x4y′ = y−2; y(1) = −1;

3) y′ cos2 x = sin2 y; y(π) =
3π

2
.4) Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ñ óñêîðåíèåì a(t) = 1 + sin 2t. Íàéäèòåóðàâíåíèå åå äâèæåíèÿ, åñëè v(0) = 1; x(0) = 2.5) Íàéäèòå óðàâíåíèå êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóM(−2;−0, 5),åñëè óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé â êàæäîé òî÷êå ïðîòèâîïîëî-æåí îòíîøåíèþ îðäèíàòû è àáñöèññû ýòîé òî÷êè.6) Äâå îäèíàêîâûå êîíè÷åñêèå âîðîíêè âûñîòîé 1 ì è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ 1 ì íàïîë-íåíû âîäîé è ðàñïîëîæåíû îäíà âåðøèíîé ââåðõ, à äðóãàÿ � âåðøèíîé âíèç. Â äíåêàæäîé èç íèõ ñäåëàíî îòâåðñòèå äèàìåòðîì 1 ñì. Èç êàêîé âîðîíêè áûñòðåå âûòå÷åòâîäà? Âî ñêîëüêî ðàç? Íàéäèòå âðåìÿ âûòåêàíèÿ âîäû èç êàæäîé âîðîíêè.7) Ïóñòü òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â íåêîòîðîé ñðåäå. Íàíåãî äåéñòâóþò ñèëû: F1 = −k1x(t), âîçâðàùàþùàÿ åãî â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, è

F2 = −k2v(t), ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé è íàéäèòå åãî îáùåå ðåøåíèå.2. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ v(t) íà îòðåçêå âðåìåíè [t1; t2].Ïåðåìåùåíèå òî÷êè çà âðåìÿ îò t = a äî t = b íàçûâàåòñÿ (îïðåäåëåííûì) èíòåãðàëîìôóíêöèè v(t) ïî îòðåçêó [a; b] è îáîçíà÷àåòñÿ
b

∫

a

v(t)dt.Åñëè V (t) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè v(t), òî
b

∫

a

v(t)dt = V (b)− V (a) = V (t)
∣

∣

b

a
.



Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ åéêàê îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà.Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå èíòåãðàëà çàâèñèò îò a è b è íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðè-ðîâàíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî
b

∫

a

v(t)dt =

b
∫

a

v(τ)dτ.Âûáåðåì b = t, òîãäà
t

∫

a

v(τ)dτ = V (t)− V (a),èëè
V (a) +

t
∫

a

v(τ)dτ = V (t).Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé, è ïîëó÷èì, ÷òî




t
∫

a

v(τ)dτ





′

= v(t),ò. å. ïðîèçâîäíàÿ îò èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó ïðåäåëó ðàâíà çíà÷åíèþïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà ýòîì ïðåäåëå.3. Ðåøåíèå çàäà÷.Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:
1)

3
∫

0

(1 + 2x)9dx; 2)

2
∫

0

dx

4 + x2
; 3)

2
∫

−4

(

x2 + 2x− 8x
)

.Ðåøåíèå 1 çàäà÷è:
3

∫

0

(1 + 2x)9dx =
1

2

3
∫

0

(1 + 2x)9d(1 + 2x) =
1

2
·
(1 + 2x)10

10

∣

∣

3

0
=

710 − 1

20Âî âòîðîé çàäà÷å îòâåò π

8
, â òðåòüåé � −36



4. Äîìàøíåå çàäàíèå. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû (1-7) è íàéäèòå ïðîèçâîäíûå F ′(x) (8-9):
1)

−5
∫

−10

dt

t
;

2)

2
∫

1

4
√
xdx;

3)

4
∫

2

2xdx;

4)

π

2
∫

0

sin3 xdx;

5)

π

4
∫

0

tg xdx;

6)

π
∫

−π

sinmx cosnxdx;

7)

2
∫

−2

dx
√
16− x2

;

8) F (x) =

x
∫

0

t4 − 5t2 + 4

1 + sin2 t
dt;

9) F (x) =

√
x

∫

1

sin t

t
dt.


