
Óðîêè � 41-42 18-19.11.10Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.1. Ðàçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿÂ çàäà÷å 8 îòâåò y(t) = k(a− y

2)(b−
y

2).2. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â çàäà÷å ïðî ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä:Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà:
m′ = −km.Ïîïðîáóåì óãàäàòü ðåøåíèå. Ïóòåì ïîäáîðà íàøëè, ÷òî ôóíêöèè âèäà Ce−kt ïîäõîäÿò.Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ íåò. Ïóñòü åñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå m(t). Ïóñòü u(t) = m(t)ekt,òîãäà m(t) = u(t)e−kt. Ïîäñòàâèì ýòó ôîðìóëó â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

(

u(t)e−kt
)′
= −ku(t)e−kt,îòêóäà u′(t)e−kt − ke−ktu(t) = −ku(t)e−kt èëè u′(t)e−kt = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

u(t) = const. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè çàâèñèìîñòü ìàññû îò ìîìåíòà âðåìåíèäëÿ ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà:
m(t) = Ce−kt.Çäåñü êîíñòàíòà k çàâèñèò îò âèäà âåùåñòâà, à âîò îò ÷åãî çàâèñèò C? Äîïóñòèì, íàìèçâåñòíî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ìàññà âåùåñòâà ðàâíÿëàñü m0. Òîãäà âûïîëíåíîñëåäóþùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå:
m(0) = m0Çíà÷èò, Ce−k·0 = m0, îòêóäà C = m0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðîðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä âûãëÿäèò òàê:

m(t) = m0e
−kt.Çàìå÷àíèå: ìû ÷àñòî ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà òîæäåñòâåííîíóëþ, ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàëîñü íàìè ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàí-æà:Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b), òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ (a; b)òàêîé, ÷òî

f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a
.3. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ïðèïîäñòàíîâêå êîòîðîé â ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâî.



Îïðåäåëåíèå 2. Ãðàôèê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþò èíòå-ãðàëüíîé êðèâîé ýòîãî óðàâíåíèÿ.Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå êðèâûå â çàäà÷å ïðî ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä. Âèäíî, ÷òî÷åðåç êàæäóþ èç òî÷êó ïëîñêîñòè ïðîõîäèò ïî îäíîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé (îñü àáñöèññïîëó÷àåòñÿ ïðè C = 0).Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèþ y = ϕ(x, C), ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàþòîáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y) â îáëàñòè Ω, åñëèà) äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî C âûïîëíåíî
ϕ′(x)c = f(x, ϕ(x)c)á) äëÿ ëþáîé òî÷êèM0(x0, y0) èç îáëàñòè Ω ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå C0, ïðèêîòîðîì èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ y = ϕ(x)c0 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0.Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = f(x, y) � ýòî îáû÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå 1-ãî ïîðÿäêà, çàïèñàííîå òàê, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè íàõîäèòñÿ íåèçâåñòíàÿ ïðîèç-âîäíàÿ y′, à â ïðàâîé ÷àñòè âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ïåðåìåííàÿ x è íåèçâåñòíàÿ ôóíê-öèÿ y, ò. å. â ïðàâîé ÷àñòè çàïèñàíî íåêîòîðîå âûðàæåíèå, â êîòîðîì âñòðå÷àþòñÿ

x è y. Äëÿ êðàòêîñòè ýòî îáîçíà÷åíî f(x, y). Íàïðèìåð, óðàâíåíèå y′ = −ky, çäåñü
f(x, y) = f(y) = −ky èëè f(x, y) = −ky + 0 · x.Ôóíêöèÿ ϕ(x, C), ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ýòî ïðîñòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,â êîòîðîé êðîìå ïåðåìåííîé åñòü åùå è ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàïðèìåð Ce−kx.Óñëîâèå à) îçíà÷àåò âîò ÷òî. Âîçüìåì êîíêðåòíîå çíà÷åíèå C è ïîäñòàâèì åãî â ôóíê-öèþ y = ϕ(x, C). Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì îäíó îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ ϕ(x). Ýòà ôóíê-öèÿ äîëæíà ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ò. å. ïðè ïîäñòàíîâêå âèñõîäíîå óðàâíåíèå äîëæíà îáðàùàòü åãî â òîæäåñòâî. Íàïðèìåð, äëÿ ϕ(x, C) = Ce−kxïðè C = 2 ïîëó÷èì ϕ(x) = 2e−kx, è åñëè ïîäñòàâèòü ýòî â óðàâíåíèå y′ = −ky âìåñòî
y, ïîëó÷èì òîæäåñòâî.Óñëîâèå á) äëÿ çàäà÷è ïðî ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä âûïîëíåíî äëÿ âñåé ïëîñêîñòè, ò. å. âýòîì ñëó÷àå Ω = R

2. Óñëîâèå á) ïîçâîëÿåò ðåøàòü êîíêðåòíûå çàäà÷è. Åñëè íàì äàíîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â âèäå y′ = f(x, y) è çàäàíî óñëîâèå, ÷òî y(x0) = y0,åñëè ìû íàéäåì îáùåå ðåøåíèå, òî ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé x0è y0 ñìîæåì ÿâíî óêàçàòü çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé è íàéòè åäèíñòâåííóþôóíêöèþ.Îïðåäåëåíèå 4. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåìîå èç îáùåãî ðå-øåíèÿ ïóòåì ïðèäàíèÿ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, íàçûâàþò÷àñòíûì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.Êàê ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íàéòè èìåí-íî ÷àñòíîå ðåøåíèå. Íàïðèìåð, â çàäà÷å ïðî âûòåêàíèå âîäû èç áî÷êè, ÷òîáû ïîëó-÷èòü îòâåò, íóæíî íàéòè êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ h(t), òîãäà ìîæíî áóäåò ðåøèòü àë-



ãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå h(t) = 0 è íàéòè t. ×òîáû íàéòè êîíêðåòíóþ ôóíêöèþ, íàäîâîñïîëüçîâàòüñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, äàííûì â çàäà÷å: h(0) = H.Îïðåäåëåíèÿ îáùåãî è ÷àñòíîãî ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âû-øå åäèíèöû, à òàêæå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì íåëüçÿ ÿâíî âûðàçèòüïðîèçâîäíóþ (íàïðèìåð, (y′)2 + y2 = 1) ìû ïèñàòü íå áóäåì, îíè àíàëîãè÷íû, íî ôîð-ìóëèðîâêà ïîëó÷èòñÿ áîëåå ñëîæíîé.4. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.1) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = f(x).Ðåøåíèå: Âîçüìåì èíòåãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì
y(x) =

∫

f(x)dx+ CÇàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå y(n) = f(x) ðåøàåòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, òîëüêî èíòåãðàë ïðè-äåòñÿ áðàòü n ðàç, è ðåøåíèå áóäåò çàâèñåòü îò n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.2) Óãàäàéòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = y

x
. Äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò. Íàé-äèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè y(1) = −2. Ïîñòðîéòåèíòåãðàëüíûå êðèâûå.Ðåøåíèå: ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè âèäà y = Cx ïîäõîäÿò. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõíåò. Ïóñòü y(x) � ðåøåíèå, ïðåäñòàâèì åãî â âèäå y(x) = u(x)x. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîâûðàæåíèå â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî u′(x)x = 0, à ïîñêîëüêó x íå ÿâëÿåòñÿòîæäåñòâåííûì íóëåì, òî u(x) = const. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå y = Cx è åãîèíòåãðàëüíûå êðèâûå � ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì îñüîðäèíàò íå âõîäèò â îáëàñòü Ω, ò. ê. åå íå ïåðåñåêàåò íè îäíà èç èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.Ïîñêîëüêó y(1) = −2, òî C = −2, è ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåò y = −2x.3) Óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé âûãëÿäèò òàê (âñïîìíèòå çàäà÷ó ïðî øàðèêíà ïðóæèíêå):

x′′ + ω2x = 0.Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ x = C1 cosωt + C2 sinωt ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì ïðè ëþáûõ
C1, C2 è íàéäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x(0) = x0, v(0) = v0.Ðåøåíèå. Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ è óáåäèìñÿ, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòóðàâíåíèå â òîæäåñòâî. Èñõîäÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{

x(0) = C1 cos 0 + C2 sin 0 = x0;

x′(0) = −C1 sin 0 + C2 cos 0 = v0.Ðåøèâ ñèñòåìó, ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå
x(t) = x0 cosωt+

v0

ω
sinωt.



4) Ïðèäóìàéòå ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è y′ = ϕ(x)ψ(y), åñëè ψ(y) 6= 0.Ðåøåíèå: Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà ψ(y), ïîëó÷èì
y′

ψ(y)
= ϕ(x)Âîçüìåì èíòåãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì

∫

dy

ψ(y)
=

∫

ϕ(x)dx+ CÅñëè ìû âû÷èñëèì èíòåãðàëû, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå ïðîèçâîäíûõ, èäàëüøå áóäåì ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå.5. Äîìàøíåå çàäàíèå1) Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ïðÿìîé ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì a.Ïóñòü x(t) � çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû òî÷êè îò âðåìåíè. Ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå äëÿ x(t) è íàéäèòå åãî îáùåå ðåøåíèå. Íàéäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå ïðèíà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
{

x(0) = x0;

v(0) = v0.2) Ïðèâåäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå èç çàäà÷è 3 ê âèäó x(t) = A sin(ωt+ α) (óêàæèòå ÿâíîçíà÷åíèÿ A è α).3) Ðåøèòå çàäà÷ó ïðî áî÷êó, ñ÷èòàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò äëÿ ôîðìóëû ñêîðîñòè äëÿâîäû ðàâåí 0, 6. Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 4 è íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå h(t) ïðè h(t) > 0.Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è ïðè h(t) > 0 äëÿ êîíêðåòíîé ôè-çè÷åñêîé çàäà÷è. Ñäåëàéòå ïðèêèäêó, ïðîâåäèòå ãðóáûå âû÷èñëåíèÿ è ïîëó÷èòå îòâåòçàäà÷è ñ òî÷íîñòüþ äî ÷àñîâ.4) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-çóéòåñü ôîðìóëîé v = x′, ïðèâåäèòå óðàâíåíèå ê âèäó v′ = . . . è äîìíîæüòå ëåâóþ÷àñòü íà v, à ïðàâóþ íà x′. Âîçüìèòå èíòåãðàëû îò îáåèõ ÷àñòåé è ïîëó÷èòå óðàâ-íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ðåøèòå ýòîóðàâíåíèå ñîãëàñíî çàäà÷å 4.


