
Óðîêè �27-28 14-15.10.10Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë.1. Ïðîèçâîäíàÿ.Âûïèøèòå ïðîèçâîäíûå tg x, ctgx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx.Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî arcsin′ x+arccos′ x = 0. Âåðíî ëè, ÷òî arcsinx+arccosx = const?Åñëè äà, òî êàêîé? Òîò æå âîïðîñ ïðî àðêòàíãåíñ è àðêêîòàíãåíñ.2. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë.Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäå-ëåííûì èíòåãðàëîì ýòîé �óíêöèè.Îáîçíà÷àåòñÿ ∫

f(x)dx. Çäåñü ∫ � çíàê èíòåãðàëà; f(x) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ;
x � ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.Ïî îïðåäåëåíèþ ∫

f(x)dx = F (x) + C, ãäå F (x) � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèè
f(x), à C ìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ èç R. Îïåðàöèÿ çàìåíû ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðà-âåíñòâà íà ïðàâóþ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì �óíêöèè f(x), òàêæå ãîâîðÿò ¾âçÿòüèíòåãðàë¿ îò �óíêöèè f(x).3. Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.0) ∫ f ′(x)dx = f(x) + CÏîñêîëüêó îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ f ′(x) ðàâíà f(x), ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïîîïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà.1) ∫ df(x) = f(x).Íóæíî ðàñïèñàòü df(x) ïî îïðåäåëåíèþ è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèì ñâîéñòâîì.2) d (∫ f(x)dx

)

= f(x)dx.
d
(∫

f(x)dx
)

= d (F (x) + C) = (F (x) + C)′ dx = f(x)dx.3) ∫ (f(x) + g(x)) dx =
∫

f(x)dx+
∫

g(x)dx.Îáîçíà÷èì y(x) = f(x) + g(x), è âûðàçèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà ÷åðåçïåðâîîáðàçíûå, ïîëó÷èì âåðíîå ðàâåíñòâî.4) ∫ kf(x)dx = k
∫

f(x)dx.Àíàëîãè÷íî, âûðàçèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ÷åðåç ïåðâîîáðàçíûå, ïîëó÷èì âåðíîåðàâåíñòâî.4. Òàáëèöà ïðîñòåéøèõ èíòåãðàëîâ.Äëÿ óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîìèìî çíàíèÿ ýòèõ ñâîéñòâ,íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü è âûó÷èòü òàáëèöó ïðîñòåéøèõ èíòåãðàëîâ. Ýòî äåëàåòñÿ ïóòåìïîäáîðà è ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêè íà îñíîâàíèè òàáëèöû ïðîèçâîäíûõ:
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f(x) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ( lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1−0

f(x) = f(1)), òî F (x) � òàêæåíåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîìó ïðèðàâíÿåì lim
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. Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî
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+ C, ïðè x > 1.�åøèòå ñàìîñòîÿòåëüíî:
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10)

∫

cos(4x− 5)dx.6. Çàìåíà ïåðåìåííîé.Ïóñòü íóæíî âû÷èñëèòü ∫

f(kx + b)dx. Ïóñòü F (y) � ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f(y).Çàìåòèì, ÷òî F ′(kx+ b) = kf(kx+ b), ïîýòîìó
∫
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F (kx+ b) + C.Èëè, ïî-äðóãîìó:
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f(y)dy, ãäå y = kx+ b.Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè åñòü ñëîæíàÿ �óíêöèÿ f(ϕ(x)), òî dϕ(x) = ϕ′(x)dx, ïîýòîìó
∫

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫

f(ϕ(x))dϕ(x).Ò. å., åñëè îáîçíà÷èòü ϕ(x) çà y, ïîëó÷èì
∫

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx =

∫

f(y)dy.Íàïðèìåð, âû÷èñëèì èíòåãðàëû:
11)

∫

dx

x− 2
=

∫

d(x− 2)

x− 2
= ln(x− 2) + C;

12)

∫

dx

4x− 5
=

1

4

∫

d(4x− 5)

4x− 5
=

1

4
ln(4x− 5) + C;



13)

∫
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.

Â çàäà÷å 13 íóæíà çàìåíà y = x4, òîãäà dy = 4x3dx, à â çàäà÷å 14 � çàìåíà y = x2,òîãäà dy = 2xdx. Â çàäà÷å 15 ïîòðåáóåòñÿ çàìåíà y = cos 7x. Çàìåíû â çàäà÷àõ 16 è17 äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû.7. Äîìàøíåå çàäàíèå.
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