
Óðîêè �7-8 09.09.10Ñðàâíåíèå ïîêàçàòåëüíîé, ñòåïåííîé è ëîãàðè�ìè÷åñêîé�óíêöèé.1. Êîììåíòàðèè ê äîìàøíåìó çàäàíèþ.3) Â êîíóñ ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé H âïèñàí öèëèíäð ñ íàèáîëüøåé ïëî-ùàäüþ îñåâîãî ñå÷åíèÿ. Íàéäèòå ðàçìåðû öèëèíäðà.Îòâåò: H
2 × R

2 .4) Â êàêîé òî÷êå ãðà�èêà f(x) = 2x4 − x íàäî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ, ÷òîáû îíàïåðåñåêëà ïðÿìûå x = 1 è x = 2 â òî÷êàõ ñ íàèáîëüøåé ñóììîé îðäèíàò?�åøåíèå: y = (8x3
0 − 1)x − 6x4

0; S(x0) = y(1) + y(2) = −3(4x4
0 − 8x3

0 + 1), x0 ∈ R;
S ′(x0) = −24x2

0(2x0 − 3); x0 = 1, 5 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà (òî÷êà ìàêñèìó-ìà).5) Áóðîâàÿ âûøêà B ðàñïîëîæåíà â ïîëå â 9 êì îò áëèæàéøåé òî÷êè C äîðîãè. Ñ íååíàäî îòïðàâèòü êóðüåðà â íàñåëåííûé ïóíêò A, ðàñïîëîæåííûé íà äîðîãå íà ðàññòî-ÿíèè 15 êì îò C. Ñêîðîñòü êóðüåðà ïî ïîëþ 8 êì/÷, à ïî äîðîãå � 10 êì/÷. Êàêèìîáðàçîì äîëæåí äâèãàòüñÿ êóðüåð, ÷òîáû ïðèáûòü â A êàê ìîæíî áûñòðåå?�åøåíèå: Ïóñòü êóðüåð äâèæåòñÿ ñíà÷àëà ïî îòðåçêó BD ÷åðåç ïîëå, ïîòîì ïî DA ïîäîðîãå. Îáîçíà÷èì CD = x êì, t(x) = √
81+x2

8 + 15−x
10 ; x ∈ [0; 15]; t′(x) = 0 ïðè x = 12;

t(0) = 2, 625; t(12) = 2, 175; t(15) = √
306
8 ; îòâåò: CD = 12.2. Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé, ñòåïåííîé è ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèé.6) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè α > 0 è x > 0 ìîæíî âûáðàòü M òàêîå, ÷òî xα

ex
< M .Ïóñòü f(x) = xα

ex
, îíà íåïðåðûâíà íà (0; +∞). f ′(x) = αxα−1ex−exxα

e2x
= xα−1(α−x)

ex
. f ′(x)îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â òî÷êå x = α, è ýòî òî÷êà ìàêñèìóìà. Ïîýòîìó åñëè âûáðàòü

M > f(α), ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ y = f(x) ðàñòåò áûñòðåå �óíêöèè y = g(x) ïðè x → +∞,åñëè lim
x→+∞

f(x)
g(x) = +∞.Tåîðåìà 1. Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) = ax ïðè a > 1 ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ëþáàÿñòåïåííàÿ �óíêöèÿ g(x) = xα, ïðè α > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì h(x) = f(x)

g(x)
= ax

xα = ex ln a

x
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ln a
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exx

x
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)ln a

=
(

exx
xβ

)ln a, ãäå
β > 0. Òîãäà ïî çàäà÷å 6 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò M > 0 òàêîå, ÷òî h(x) >

(

x
M

)ln aïðè x > 0. Ïîñêîëüêó a > 1, òî lim
x→+∞

h(x) = +∞.Tåîðåìà 2. Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(x) = loga x ïðè a > 1 ðàñòåò ìåäëåííåå,÷åì ëþáàÿ ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ g(x) = xα , ïðè α > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó x = at, òîãäà t = loga x, ïðè x → +∞ âûïîëíåíî



t → +∞, ïîýòîìó lim
x→+∞

xα

loga x
= lim

t→+∞
atα

t
= lim

t→+∞

(

at

t
1
α

)α

= +∞.Ñëåäñòâèå. Ïðè n ∈ N lim
x→0+0

x lnn x = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó x = 1
et
. Òîãäà lim

x→0+0
x lnn x = lim

t→+∞
tn

et
= 0.3. �åøåíèå çàäà÷.Âû÷èñëèòå: 12) lim

x→−∞
3−x+x2+3
5−x−4x2−7

; 13) lim
x→+∞

ln2 x+lnx+2x3

ln3 x+3 lnx−3x3
.Èññëåäóéòå �óíêöèþ è ïîñòðîéòå åå ãðà�èê:14) y(x) = x(2− lnx)2; 15) f(x) = xx.�åøåíèå: D(f) = (0; +∞), �óíêöèÿ íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà íà D(f).

lim
x→0+0

f(x) = lim
x→0+0

ex ln x = e
lim

x→0+0
x lnx

= 1. Íà áåñêîíå÷íîñòè: lim
x→+∞

f(x)
ex

= +∞.
f ′(x) =

(

ex ln x
)′

= xx(lnx + 1), 1
e
� òî÷êà ìèíèìóìà, f ′′(x) > 0, �óíêöèÿ âûïóêëàâíèç.16) Èññëåäóéòå �óíêöèþ f(x) = e2x−1

x2 è ïîñòðîéòå åå ãðà�èê.17) �åøèòå íåðàâåíñòâî ln(x+ 1) > x− x2

2 .4. Äîìàøíåå çàäàíèå. Çàäà÷è 8, 9, 10, 11, 16, 17.Óðîêè �9-10 14-15.09.10Èññëåäîâàíèå �óíêöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.1. Êîììåíòàðèè ê äîìàøíåìó çàäàíèþ.8) ×èñëî 54 ïðåäñòàâüòå â âèäå òðåõ ñëàãàåìûõ òàê, ÷òîáû âòîðîå áûëî â äâà ðàçàáîëüøå ïåðâîãî, à ïðîèçâåäåíèå âñåõ òðåõ áûëî íàèáîëüøèì.Èäåÿ ðåøåíèÿ: âîçüìåì ÷èñëà x, 2x è 54 − 3x è íàéäåì òî÷êó ìàêñèìóìà �óíêöèè
2x2(54− 3x) íà èíòåðâàëå (0; 54), ïîëó÷èì x = 12, îòêóäà ñëåäóåò îòâåò.9) Ñðàâíèòå sin 1 + sin 3 è 2 sin 2.Èäåÿ ðåøåíèÿ: íåðàâåíñòâî Éåíñåíà (1+3

2 = 2, sinx âûïóêëà ââåðõ íà [0; π]) ëèáî ñóììàñèíóñîâ.10) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèé: x3 = 3
√
x; ex = ln x; x2 = 2x.à) Åñëè â óðàâíåíèè âñòðå÷àåòñÿ êîðåíü íå÷åòíîé ñòåïåíè n, êàê ïðàâèëî, ïîä êîðíåìïîäðàçóìåâàåòñÿ íå àðè�ìåòè÷åñêèé, à êîðåíü óðàâíåíèÿ xn = a, ïîýòîìóD( 3

√
x) = R.Ôóíêöèè x3 è 3

√
x âçàèìíî îáðàòíû, çíà÷èò, èõ ãðà�èêè ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé y = x.Óðàâíåíèå x3 = x èìååò íå áîëåå òð¼õ êîðíåé, çíà÷èò, x3 = 3

√
x òîæå èìååò íå áîëååòðåõ êîðíåé. Ïîäáîðîì ëåãêî íàéòè êîðíè 0 è ±1, ñëåäîâàòåëüíî, åñòü òðè êîðíÿ.á) Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ex > x (íàïðèìåð, âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ ðàçíîñòè), ñëåäîâà-òåëüíî, óðàâíåíèå ex = x êîðíåé íå èìååò, à çíà÷èò è ex = lnx íå èìååò êîðíåé.



â) Ïðè x < 0 2x ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à x2 ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðè÷åì èõ ðàçíîñòüìåíÿåò çíàê, çíà÷èò, åñòü îäèí îòðèöàòåëüíûé êîðåíü. Ïðè x > 0 ëåãêî ïîäáèðàþòñÿêîðíè x = 2 è x = 4. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò, èññëåäóåì �óíêöèþ f(x) = 2x

x2 .Îíà íåïðåðûâíà íà (0; +∞), è åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) = 2x

x3 (ln 2 · x− 2) ìåíÿåò çíàê ñìèíóñà íà ïëþñ â òî÷êå x = 2
ln 2. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ x = 1 ìîæåò èìåòü íå áîëåå äâóõîáùèõ òî÷åê ñ ãðà�èêîì f(x).11) Èññëåäóéòå �óíêöèþ è ïîñòðîéòå åå ãðà�èê: f(x) = cosx− ln cosx.Èäåÿ ðåøåíèÿ: D(f) =

⋃

n∈Z

(

−π
2
+ 2πn; π

2
+ 2πn

), íà D(f) �óíêöèÿ íåïðåðûâíà,÷¼òíàÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π, ïîýòîìó ðàññìîòðèì åå òîëüêî íà [0; π2 ):
lim
x→π

2

f(x) = +∞, f(0) = 1. Ïðîèçâîäíàÿ: f ′(x) = tg x − sin x = sinx(1−cosx)
cosx

> 0, îá-ðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â òî÷êå x = 0, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ âîçðàñòàåò, à â íóëåèìååò ìèíèìóì (êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ). f ′′(x) = 1
cos2 x − cosx > 0,îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè x = 0, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ âûïóêëà âíèç íà âñåìïðîìåæóòêå.16) Èññëåäóéòå �óíêöèþ f(x) = e2x−1

x2 è ïîñòðîéòå åå ãðà�èê.Èäåÿ ðåøåíèÿ: Df = R ⊂ {0}, íåïð. íà Df , lim
x→−∞

f(x) = 0, çíà÷èò, y = 0 � ãî-ðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà; lim
x→0

f(x) = +∞, çíà÷èò, x = 0 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà;
lim

x→+∞
f(x)
ex

= +∞.
f ′(x) = 2e2x−1

x3 (x− 1), åå çíàêè: + 0 − 1 + f(x) ↑ íà (−∞; 0)∪ (1; +∞), óáûâàåòíà (0; 1); â òî÷êå 1 ìèíèìóì, f(1) = e.
f ′′(x) = 2e2x−1

x4

(

2x2 − 4x+ 3
)

> 0 íà Df , ñëåäîâàòåëüíî, ãðà�èê âûïóêëûé âíèç.17) �åøèòå íåðàâåíñòâî ln(x+ 1) > x− x2

2
.�åøåíèå: ïóñòü f(x) = ln(x + 1) − x + x2

2 , òîãäà Df = (−1; +∞), f íåïðåðûâíà íà
Df , è f ′(x) = x2

x+1 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïðè ýòîì f(0) = 0,çíà÷èò, ïðè x < 0 f(x) < 0, à ïðè x > 0 f(x) > 0, îòêóäà ðåøåíèåì íåðàâåíñòâàÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (0; +∞).2. Äîìàøíåå çàäàíèå.1) Èññëåäóéòå �óíêöèþ f(x) = xe1−x2 è ïîñòðîéòå åå ãðà�èê.2) Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå: log 1

16
x =

(

1
16

)x?3) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå x ln |x| = a èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü?4) Èññëåäóéòå �óíêöèþ g(x) = x
lnx−1 è ïîñòðîéòå åå ãðà�èê.5) Ïîâòîðèòü ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ.Ñëåäóþùèé óðîê � ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà.


