
Åùå ïðî êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü (15/12/09)12. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíû äâå òî÷êè, A è B, è �èêñèðîâàíà ïîëóïëîñêîñòü α îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB. Äëÿ êàæäîéòî÷êè C ïîëóïëîñêîñòè α íà ñòîðîíàõ AC è CB òðåóãîëüíèêà ACB âíåøíèì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ êâàäðàòû AKLC è
CMNB. Äîêàæèòå, ÷òî âñå, ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå KN ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.13. Â ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE òðåóãîëüíèêè ABC è CDE � ïðàâèëüíûå, O � öåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, M � ñåðå-äèíà BD, N � ñåðåäèíà AE. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè OME è OND ïîäîáíû.14. Òðåóãîëüíèêè OAA′, OBB′ è OCC′ � ïðàâèëüíûå, P � ñåðåäèíà îòðåçêà A′B, Q � ñåðåäèíà B′C, R � ñåðåäè-íà C′A. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê PQR � ïðàâèëüíûé.15. Èñïîëüçóÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à òàêæå âçÿòèÿ ñîïðÿæ¼ííîãî,çàïèøèòå óðàâíåíèå âèäà f(z) = 0, ìíîæåñòâó ðåøåíèé êîòîðîãî íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò à) äàííàÿ îêðóæíîñòü;á) äàííàÿ ïðÿìàÿ, â ÷àñòíîñòè, îñü àáñöèññ è îñü îðäèíàò.16. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AP , îòìå÷åíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí M è òî÷êà Q îïèñàííîé îêðóæ-íîñòè òàêàÿ, ÷òî õîðäà AQ ïàðàëëåëüíà BC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P , Q è M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.17. Äîêàæèòå, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûì ÷èñëàì a è b, ðàâíî ab̄+āb

2
.18. Ïóñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çàäàíà ïðÿìàÿ. Çàäàéòå êîìïëåêñíûì ÷èñëîì ïåðïåíäèêóëÿð ê ýòîé ïðÿìîé.19. Íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò äàíû òî÷êè A è B, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûì÷èñëàì a è b. Íàéäèòå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê äàííîé îêðóæíîñòè,ïðîâåä¼ííûõ ÷åðåç äàííûå òî÷êè.20. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà MA2

1 + . . . +MA2
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íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè M íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã ïðà-âèëüíîãî n-óãîëüíèêà A1 . . . An.Äîïîëíèòåëüíûé ëèñòî÷åê ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (24/12/09)1. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå zz̄ = r2 ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì r.2. Ïóñòü ïðè óìíîæåíèè ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a íà ε ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà A ñ êîîðäèíàòîé a ïîâîðà÷èâàåòñÿíà óãîë ϕ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.a) Äîêàæèòå, ÷òî ε � êîìïëåêñíîå ÷èñëî.á) Íàéäèòå ìîäóëü è àðãóìåíò ε.â) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ÷èñëî ε, ε2, ε̄, −ε, εn.ã) Çàïèøèòå êîîðäèíàòó òî÷êè Z ′, ïîëó÷åííóþ ïîâîðîòîì òî÷êè Z(z) âîêðóã òî÷êè P (p) íà óãîë 3ϕ.ä) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ, íàïðàâëåííûõ è öåíòðà ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà êî âñåì åãî âåðøèíàì,ðàâíà íóëþ.3. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ êîîðäèíàòàìè âåðøèí a, b è c ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâûïîëíåíî ðàâåíñòâî a+ bε+ cε2 = 0 èëè c+ bε+ aε2 = 0, ãäå ε � êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ ìîäóëåì 1 è àðãóìåíòîì π
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.4. Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî

AB2 +BC2 + CD2 +DA2 = AC2 +BD2 + 4MN2.5. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè ĂB îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ýòîé îêðóæíîñòè N èìååòìåñòî ðàâåíñòâî |AM2 −AN2| = AN ·BN .6. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ïðîòèâîïîëîæíûõñòîðîí.7. Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è òî÷êà P (p) îêðóæíîñòè.a) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè â òî÷êå P èìååò âèä p̄z + pz̄ = 2, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòèðàâåí 1.á) Çàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà îêðóæíîñòè.8. Â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà íà 90◦ âîêðóã òî÷êè O îòðåçîê AB ïåðåøåë â îòðåçîê A1B1. Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíà òðå-óãîëüíèêà OAB1 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé AB.9. Ïóñòü âîêðóã òðåóãîëüíèêà îïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèå âûñîòû,îïóùåííîé èç âåðøèíû a, èìååò êîîðäèíàòû 1
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(a+ b + c− ābc).10. Èç îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû íà äâå ñòîðîíû, íå ñîîòâåòñòâåííûå ýòîé âûñîòå. Äîêàæèòå,÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó îñíîâàíèÿìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà âûñîòû òðåóãîëüíèêà.


