
Óðîêè �65-68 19-20.02.10�ðà�èêè �óíêöèé. Àññèìïòîòû1. �àçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿÏðè íàõîæäåíèè ïðåäåëîâ ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé â ñëó÷àå, êîãäà â ïðåäåëüíîé òî÷êå è ÷èñëèòåëü,è çíàìåíàòåëü îáðàùàþòñÿ â íóëü, êàê ïðàâèëî, íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëüè çíàìåíàòåëü, è ñîêðàòèòü äðîáü íà ìíîæèòåëü, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü (ýòî äîïóñòèìî, ïî-ñêîëüêó ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü, à â ýòîé îêðåñòíîñòèìíîæèòåëè íå îáðàçùàþòñÿ â íóëü è íà íèõ ìîæíî ñîêðàùàòü).Ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëà �óíöêèé ñ ðàçíîñòüþ êîðíåé íåîáõîäèìî äîìíîæèòü è ðàçäåëèòü íà ñî-ïðÿæåííîå âûðàæåíèå, òîãäà ïîëó÷èòñÿ ìíîæèòåëü áåç êîðíåé, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ìíî-æèòåëü ñ ñóììîé êîðíåé, ïðåäåë êîòîðîãî ìîæíî âû÷èñëèòü.2. Àññèìïòîòû ãðà�èêîâ �óíêöèéÎïðåäåëåíèå 1. Ïðÿìàÿ x = a íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x),åñëè f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x → a ñëåâà èëè ñïðàâà.Íàïðèìåð:
f(x) =

1

x2àññèìïòîòà x = 0, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë ðàâåí +∞.
f(x) =

1

x+ 1àññèìïòîòà x = −1, òàê êàê ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà ðàâíû ±∞.
f(x) =

1√
x− 1àññèìïòîòà x = 1, òàê êàê ïðåäåë ñïðàâà ðàâåí +∞.Îïðåäåëåíèå 2. Ïðÿìàÿ y = kx+b íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) ïðè x → ±∞,åñëè f(x) = (kx + b) + α(x), ãäå α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè x → ±∞. Ïðè k 6= 0 ýòà àñèìïòîòàíàçûâàåòñÿ íàêëîííîé, à ïðè k = 0 � ãîðèçîíòàëüíîé.Íàïðèìåð: f(x) = 3x2+1

x
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x
. Àññèìïòîòà y = 3x íà ±∞.
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ïðè x > 0;
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x
ïðè x < 0.Àññèìïòîòû: x = 0, y = 2, y = −2.Tåîðåìà Ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) ïðè x → ±∞ ò. è ò.ò., êîãäà lim

x→±∞
f(x)
x

= k è lim
x→±∞

(f(x)− kx) = b.×òîáû ïîñòðîèòü ñõåìàòè÷íî ãðà�èê �óíêöèè, íåîáõîäèìî íàéòè ïðåäåëû èëè îäíîñòîðîííèå ïðåäå-ëû �óíêöèè âî âñåõ ¾îñîáûõ¿ òî÷êàõ, òàêæå íàéòè ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè ýòî íåîáõîäèìî,íàéòè ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè f(x)
x

è f(x) − kx. Åñëè �óíêöèÿ â òî÷êå èìååò ÷èñëîâîé ïðåäåë,íåñîâïàäàþùèé ñî çíà÷åíèåì �óíêöèè â ýòîé òî÷êå, çíà÷èò, ýòî áóäåò âûêîëîòàÿ òî÷êà. Åñëè æåíå ñîâïàäàþò ÷èñëîâûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû, â ýòîé òî÷êå áóäåò ðàçðûâ. Åñëè æå îäíîñòîðîííèåïðåäåëû ðàâíû ±∞, òî â ýòîé òî÷êå áóäåò âåðòèêàëüíàÿ àññèìïòîòà. Íóæíî ïîñòðîèòü âñå àññèìïòî-òû. Äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ è íàêëîííûõ àññèìïòîò îöåíèòü, ñâåðõó èëè ñíèçó ê íèì ñòðåìèòñÿ ãðà�èê



�óíêöèè. Íàðèñîâàòü ¾õâîñòèêè ãðà�èêîâ¿ âäîëü àññèìïòîò è ñîåäèíèòü ïëàâíûìè ëèíèÿìè. ¾Âû-êîëîòü¿ òî÷êè, åñëè ýòî íåîáõîäèìî.3. Äîìàøíåå çàäàíèåÍàéäèòå àññèìïòîòû ãðà�èêîâ �óíêöèé, ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè è â îñîáûõ òî÷êàõ, è ïîñòðîéòåñõåìàòè÷íî ãðà�èêè �óíêöèé:1) f(x) = |x|
x
;2) f(x) = 6x2+6x

1−x2 ;3) f(x) = x4−1
x3+6

; 4) f(x) = x2−1
|x+1| ;5) f(x) = 4x2+x−5
2x2−x−1

;6) f(x) = 2x3+15
x2−6x−7

;7) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò lim
x→k

[x], ãäå k ∈ Z.8) Ñààêÿí 1357, 1358, 1359, 1360, 1361.9) Íàéäèòå lim
n→∞

S(2n), ãäå S(x) � ñóììà öè�ð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà x.4. �àçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ.5. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (45 ìèí)I âàðèàíò1. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà �óíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî lim
x→−2

(4x+ 3) = −5.2. Óêàæèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè
f(x) =
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4− |x| ïðè x < −5;

2|x|+ 5

x+ 6
ïðè x > −5è íàéäèòå å¼ ïðåäåëû ïðè x → ±∞.Âû÷èñëèòå:3. lim

x→−1

x3+4x2+6x+3
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; 4. lim
x→5
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; 5. lim
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).6. Íàéäèòå àñèìïòîòû ãðà�èêà �óíêöèè g(x) = x2−2x

x2+x−6
è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷íî ýòîò ãðà�èê.7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð �óíêöèè, çàäàííîé �îðìóëîé, êîòîðàÿ ïðè x → +∞ èìååò íàêëîííóþ àñèìï-òîòó, à ïðè x → −∞ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó.


