Двенадцатый заочный творческий конкурс учителей по математике

Задания конкурса, ответы, решения, комментарии и критерии проверки
I. Решите задачи

№1. Некоторое количество конфет семи различных сортов, где конфет каждого сорта одно и то же, разложили по пяти вазам. В первую вазу положили 6 конфет – меньше, чем в любую из остальных ваз, а во вторую – 11 конфет – больше, чем в любую из остальных ваз. Сколько конфет каждого сорта раскладывали?
Ответ: 6.
Решение. Пусть n  – количество конфет каждого сорта. Из условия задачи следует, что наименьшее количество конфет, которые положили в три оставшиеся вазы, равно 7×3 = 21, а наибольшее – 10×3 = 30. Следовательно, 6 + 11 + 21 < 7n < 6 + 11 + 30 Û 38  < 7n < 47. Так как n  – целое число, то n = 6.
Фольклор, предложила В. Лупашевская
Критерии проверки.
Приведены верный ответ и полное обоснованное решение – 10 баллов

Приведен только верный ответ – 1 балл
№2. Вася разобрал каркас куба, чтобы сделать из него тетраэдр, используя все ребра каркаса (одно ребро тетраэдра может содержать несколько рёбер куба). Сколькими способами Вася может собрать тетраэдр? (Способы считаются различными, если при сборке получаются неравные тетраэдры.)
Ответ: тремя способами.
Решение. У куба  12 ребер, длину одного ребра примем за единицу, тогда сумма длин ребер тетраэдра равна 12. Заметим, что в таком тетраэдре не может быть больше трех единичных ребер. Действительно, если их хотя бы четыре, то, по крайней мере, в каждой из двух гранях есть по два таких ребра. Сумма длин двух оставшихся ребер не меньше, чем 8, поэтому хотя бы для одной из этих граней не будет выполняться неравенство треугольника. Кроме того, длина наибольшего ребра должна быть меньше, чем сумма длин каких-то двух из оставшихся, значит, в тетраэдре не может быть ребра длины 5. 

Выпишем остальные разбиения числа 12 на шесть слагаемых, упорядочив эти слагаемые по возрастанию:
1) 12 = 1 + 1 + 1 + 2 + 3 + 4; 2) 12 = 1 + 1 + 1 + 3 + 3 + 3; 3) 12 = 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3;
4) 12 = 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3; 5) 12 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2.

Набор 1) не может быть реализован, так как ребро длины 4 содержится в двух гранях и хотя бы для одной из них не будет выполняться неравенство треугольника.

Набор 2) может быть реализован только одним способом: правильная пирамида с ребром длины 1 в основании и боковым ребром длины 3.

Набор 3) не может быть реализован, так как единичные ребра не могут быть в одной грани (для нее не будет выполнено неравенство треугольника) и не могут быть скрещивающимися (неравенство треугольника не будет выполняться хотя бы для двух граней).

Набор 4) может быть реализован только одним способом: так как ребра с длинами 1 и 3 не могут оказаться в одной грани, значит, они должны быть скрещивающимися..

Набор 5) может быть реализован только одним способом: правильный тетраэдр с ребром 2.
Фольклор, предложил А. Хачатурян
Критерии проверки (баллы за а) и б) суммируются, случай в) рассматривается отдельно).
а) Верно указан способ получения тетраэдра – по 2 балла за каждый из трех искомых

Если в качестве возможного указан тетраэдр, который не существует, то (–2) балла

б) Верно и полностью обоснована невозможность получения всех других тетраэдров – 4 балла

Верно обоснована невозможность получения каких-то отдельных тетраэдров – 1-2 балла

в) Искомые тетраэдры найдены верно, но в рассуждениях не учтено, что должны использоваться все ребра куба – 3 балла
№3. Три положительных числа x, y и z таковы, что x2 + y2 + z2 = 3. Докажите неравенство: 
[image: image1.emf] ³ 
[image: image2.emf].
Решение. Воспользуемся известным неравенством для положительных x, y и z: x2 + y2 + z2 ³ xy + yz + zx, тогда xy + yz + zx £ 3. Обозначим знаменатели дробей в левой части доказываемого неравенства через а, b и c соответственно, тогда а + b + c = xy + yz + zx + 3 £ 6. Заметим, что 
[image: image3.emf] = 3 + 
[image: image4.emf] + 
[image: image5.emf] + 
[image: image6.emf] ³ 9, так как сумма взаимно обратных положительных чисел не меньше двух. Следовательно, 
[image: image7.emf] ³ 
[image: image8.emf] ³ 
[image: image9.emf] = 
[image: image10.emf], что и требовалось.
Существуют и другие способы решения, например, использующие неравенства между различными средними трех положительных чисел.

И. Воронович IX турнир имени А.П. Савина
Критерии проверки.
Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов

Приведено верное в целом решение, содержащее некоторые пробелы или неточности, в частности, не обоснованы какие-то из использованных неравенств – 7-8 баллов

Приведен верный ход рассуждений, но допущена «техническая» ошибка – 3-4 балла

Рассмотрены только частные случаи – 0 баллов
№4. Вначале на доске записано число 2016. Каждым ходом число можно уменьшить на любую из его ненулевых цифр. Вася называет любое натуральное число N от 1 до 2000, после чего Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Выигрывает тот, кто после своего хода получит число, меньшее N. Может ли Вася назвать такое N, для которого он гарантированно выиграет?
Ответ: не может.
Решение. Так как с каждым ходом записанное число уменьшается, то игра рано или поздно закончится и кто-то из мальчиков победит.
Предположим, что нашлось такое N, что у Васи есть выигрышная стратегия. Это означает, что как бы ни ходил Петя, у Васи всегда есть ответный ход, приводящий его к победе. Пусть Петя первым ходом получил 2016 – 1 = 2015. Тогда возможны следующие ответные ходы Васи: 

1) 2015 – 5 = 2010 или 2015 – 1 = 2014, но эти числа Петя мог получить первым ходом. 

2) 2015 – 2 = 2013. В этом случае Петя вторым ходом может получить 2013 – 1 = 2012. В ответ Вася может получить только 2012 – 2 = 2010 или 2012 – 1 = 2011, но число 2011 Петя мог получить сам из 2013 предыдущим ходом, а число 2010 – первым ходом.

Полученные противоречия показывают, что у Васи не может быть выигрышной стратегии, следовательно она есть у Пети.
Приведенное рассуждение носит название «передача хода».

А. Шаповалов, А. Грибалко XXII турнир имени А.П. Савина
Критерии проверки.
Приведено полное обоснованное решение – 10 баллов

Приведен верный ответ и верный ход рассуждений, при котором указаны числа, которые могут получить оба, но не показано каким образом – 7 баллов
№5. В треугольнике АВС угол В равен 70°, а угол С равен 50°. На сторонах АВ и АС отмечены точки М и N соответственно так, что ÐМСВ = 40°, а ÐNВC = 50°. Найдите угол NMC.
[image: image32.emf]Ответ: 30°.
[image: image33.emf]Решение. Первый способ. Пусть BN и СМ пересекаются в точке G. На отрезке СМ отметим точку Е так, чтобы ÐЕВС = 30° (см. рис. 5а). Проведем биссектрису угла BNC, которая пересечет ВЕ в точке F.
Так как ÐNВC = ÐNCВ = 50°, то BN = CN. Тогда биссектриса NF треугольника ВNC является его осью симметрии, поэтому BF = СF, то есть ÐFCB = ÐFВC = 30°. Значит, ÐЕFC = 60° = ÐFВN + ÐFNВ = . ÐЕFN. Следовательно, FE – биссектриса угла NFC. Так как ÐЕСF = 10° = ÐЕСN, то СЕ – биссектриса угла FCN, поэтому Е – центр вписанной окружности треугольника CFN.
[image: image34.emf]Так как ÐCМB = ÐMEВ = 70°, то треугольник МВЕ – равнобедренный, BG – его биссектриса, значит, BG^ЕМ. Тогда и треугольник МNЕ – равнобедренный, следовательно, ÐNMЕ = ÐNЕG = 90° – 20° – 40° = 30°.
[image: image35.emf]Второй способ. (Ю. Майоров, г. Москва; М. Прокашева, И. Семенова, О. Старостина, г. Киров)

На стороне ВС данного треугольника построим равносторонний треугольник ТВС (см. рис. 5б). В треугольнике ВМС: ÐВМС = 180° – (ÐМBС + ÐМСB) = 70° = ÐМBС, значит, МС = ВС = TC, то есть треугольник МСТ – равнобедренный. Так как ÐАСМ = ÐАСВ – ÐМСB = 10° = ÐАСТ, то СА – его биссектриса. 

Кроме того, ÐNСВ = 50° = ÐNВC, следовательно точка N лежит на оси симметрии ТН треугольника ВСТ. Так как точка N лежит также на оси симметрии СА треугольника МСТ, то ÐNMС = ÐNТС = 30°.
[image: image36.emf]Способы решения, использующие тригонометрию, весьма разнообразны. Приведем один из самых коротких.
Третий способ. (О. Колосова, г. Волгоград)
Из условия задачи следует, что BN^СМ, BN = CN и МС = ВС (см. рис. 5в). Пусть BN и СМ пересекаются в точке K, CN = 1, тогда  из треугольника KNC: KN = sin10°, KC = cos10°. Пусть Р – середина ВС, тогда из треугольника PNC: PC = sin40°, значит, МС = 2PC = 2sin40°. Тогда MK = МС – KC = 2sin40° – cos10°.
Заметим, что sin40° = sin(30° + 10°) = 
[image: image11.emf], поэтому 2sin40° – cos10° = 
[image: image12.emf]. Следовательно, 
[image: image13.emf] = 
[image: image14.emf], то есть ÐNMC = ÐNMK = 30°.
Существуют и другие способы решения, в частности, опирающиеся на свойства диагоналей правильного восемнадцатиугольника.

Из олимпиад р. Казахстан
Критерии проверки.
Приведены верный ответ и полное обоснованное решение – 10 баллов

Приведено полное обоснованное решение, но ответ дан в виде композиции тригонометрических и обратных тригонометрических функций, например, arctg(tg10°×tg50°×tg70°) – 8 баллов

II. Методический блок.
В предложенных текстах (№6 и №7) могут содержаться математические ошибки (как в условиях «задач», так и в «ответах» и «решениях»). Если некорректно условие «задачи», то объясните, почему это так. Если неверно только «решение», то укажите все ошибки и приведите верное решение.

№6. «Задача». Натуральное число разрешено увеличивать на любое целое число процентов от 1 до 100, если при этом получается также натуральное число. Найдите наименьшее натуральное число, которое нельзя при помощи таких операций получить из числа 1. 

«Ответ»: 203.

«Решение». Сначала научимся получать числа от 2 до 200. Из числа 1 можно получить 2, увеличив его на 100%. Из числа 2 можно получить 3 и 4, увеличив его на 50% и 100% соответственно. Из числа 4 можно получить 5, увеличив его на 25%. Из числа 5 можно получить любое число от 6 до 10, увеличивая его на число процентов, кратное двадцати. Из числа 10 можно получить любое число от 11 до 20, увеличивая его на число процентов, кратное десяти. Аналогично, из числа 20 – любое число от 21 до 25, из 25 – числа от 26 до 50, из 50 – от 51 до 100, из 100 – от 101 до 200. 

Далее, число 201 – это число 134, увеличенное на 50%, а число 202 –  увеличенное на 1% число 200. Докажем, что простое число 203 получить нельзя. В самом деле, если 203 получено из числа m увеличением на n процентов, то 203 = 
[image: image15.emf]. Тогда 20300 = m(100 + n). Один из сомножителей правой части делится на 203. Так как m < 203, то на 203 делится 100 + n. Но тогда  мы увеличивали m на n >100 процентов – противоречие.
Комментарий. Полученный «ответ» неверен, а в «решении» есть ошибка. Действительно, 203 = 7×29, то есть это не простое число. Значит, его можно получить указанными операциями, увеличив, например, число 116 (в «решении» описано его получение) на 75%. При этом, рассуждение, приведенное в «решении», будет верным, для наименьшего простого числа, большего, чем 200. Такое число – это 211. Это и есть верный ответ, так как все предыдущие числа получить можно.

Например: числа 204, 206, 208 и 210 можно получить из ранее полученного числа 200 увеличением на 2, 3, 4 и 5 процентов соответственно, число 205 получается из числа 164 увеличением на 25%, число 207 – увеличением числа 138 на 50%, а число 209 – увеличением числа 110 на 90%.
Предложил А. Шаповалов
Критерии проверки (баллы за а) и б) суммируются).

а) Доказано, что «ответ» неверный – 5 баллов

б) Приведены верный ответ и полное обоснованное решение – 5 баллов

Приведен верный ответ, показано, что 211 получить нельзя, но не показано, что числа от 204 до 210 получить можно – 2-3 балла
№7. «Задача». Докажите, что если у треугольников ABC и A1B1C1 равны стороны AB и A1B1, равны высоты CH и C1H1 и равны медианы BM и B1M1, то такие треугольники равны.
 «Решение». Продолжим медианы BM и B1M1 за точки М и М1 соответственно  и отложим отрезки MD = BM и M1D1 = B1M1 (см. рис.). Получим параллелограммы ABCD и A1B1C1D1. Из вершин D и D1 опустим перпендикуляры DG и D1G1 на прямые AB и A1B1 соответственно. Тогда DG = CH = C1H1 = D1G1, значит, равны прямоугольные треугольники BDG и B1D1G1 (по гипотенузе и катету). Следовательно, 
[image: image16.emf]DBG = 
[image: image17.emf]D1B1G1.

Треугольники ABM и A1B1M1 равны по двум сторонам и углу между ними (AB = A1B1, BM = B1M1, 
[image: image18.emf]ABM = 
[image: image19.emf]A1B1M1). Тогда AM = A1M1 и 
[image: image20.emf]BAM = 
[image: image21.emf]B1A1M1. Из равенства отрезков AM и A1M1 следует, что AC = A1C1. Таким образом, в треугольниках ABC и A1B1C1: AB = A1B1, AC = A1C1, 
[image: image22.emf]BAC = 
[image: image23.emf]B1A1C1. Следовательно, треугольники ABC и A1B1C1 равны.
Комментарий. Утверждение «задачи» неверно. Приведем пример двух неравных треугольников, для которых выполняются все равенства из условия задачи.

Для этого рассмотрим задачу на построение треугольника по следующим элементам: c, hс и mb. Построим отрезок AB = c и проведем параллельную ему прямую на расстоянии hс (см. рис. 7). Далее построим окружность с центром в точке B и радиуса 2mb. Если 2mb > hс, то построенные прямая и окружность имеют две точки пересечения: D и D1. Достраивая треугольники ABD и ABD1 до параллелограммов ABCD и ABC1D1 соответственно, получим два различных треугольника ABC и ABC1 с требуемыми элементами, один из  которых заведомо тупоугольный. 

Ошибка в «решении» состоит в том, что из равенства углов DBG и D1B1G1 (безусловно, верного) сделан неверный вывод, что равны углы ABM и A1B1M1. На самом деле, это не обязательно, но этот вывод спровоцировал рисунок в «решении», на котором оба треугольника – остроугольные. 
Предложил В. Смирнов
Критерии проверки.
Указано, что условие задачи некорректно, приведен контрпример и указана ошибка в «решении» – 10 баллов
 Указано, что условие задачи некорректно, приведен контрпример, но ошибка в «решении» не указана – 7 баллов
№8. Учитель Серафим Полуэктович, жалея детей, хочет подобрать для функции вида 
[image: image24.emf] целые значения коэффициентов так, чтобы точки пересечения графика с осями, нули знаменателя, точки экстремумов и точки перегиба графика присутствовали и были рациональными. Конечно, без кратных корней в числителе и в знаменателе (он жалеет детей, но не до такой же степени!). Сможет ли учитель это сделать? 
Ответьте на вопрос и приведите ход Ваших рассуждений.
Ответ: сможет.
Комментарий. Существует много примеров функций, удовлетворяющих указанным условиям. Некоторые из участников находили эти примеры «вручную», постепенно обеспечивая требуемые условия, а другие находили примеры, используя компьютер, после чего проверяли, что найденная ими функция удовлетворяет всем требуемым условиям. Рассуждения, которые использовались для построения примера, также были различными, более того, некоторые участники доказывали возможность построения примера, не выписывая его в явном виде. 

Приведем наиболее общие соображения, которые позволяют найти требуемые функции (И. Эльман, г. Москва). Искать ее удобно в таком виде: 
[image: image25.emf]. Это гарантирует наличие рациональных нулей знаменателя. Для того, чтобы экстремумы и точка перегиба были рациональными достаточно, чтобы  число P/Q являлось квадратом и кубом рациональных чисел. Далее необходимо подобрать p и q так, чтобы нули функции были рациональными. Удобнее это делать после удачной  линейной замены, например, t = x – p. Пример, подобранный, исходя из этих рассуждений: 
[image: image26.emf].

Приведем еще несколько примеров: 
[image: image27.emf], 
[image: image28.emf], 
[image: image29.emf] (все – В. Франк, г. Санкт-Петербург); 
[image: image30.emf] (М. Прокашева, И. Семенова, О. Старостина, г. Киров); 
[image: image31.emf] (И. Зубков, г. Москва).

Проверку того, что указанные функции позволят Серафиму Полуэктовичу реализовать свой замысел, оставляем заинтересованным читателям.

Отдельно отметим работу А. Конаныхина (г. Алматы, р. Казахстан), в которой дополнительно доказано, что требуемая функция может иметь не более одной рациональной точки перегиба.
Предложил А. Иванищук
Критерии проверки.
Приведены рассуждения, доказывающие, что требуемая функция существует – 10 баллов

Приведен пример и проверено, что он удовлетворяет условию, но отсутствуют рассуждения, которые объясняют как его построить – 5 баллов

Приведены пример, который удовлетворяет всем требуемым условиям, кроме одного – 2-4 балла (в зависимости от того, какое условие «потеряно»)
III. Аналитический блок.
№9. Основу программы по математике в  5 и 6 классах составляют три раздела:

1) «Действия с десятичными дробями»,

2) «Действия с обыкновенными дробями»,

3) «Действия с отрицательными числами и числами с разными знаками».

В различных учебниках математики (а иногда, и в разных изданиях одного и того же учебника) выбирается различная последовательность расположения этих разделов по отношению друг к другу. 
Опишите «плюсы» и «минусы» изучения этих разделов в различном порядке и обоснуйте свою точку зрения. Какой порядок их изучения выберете Вы и почему?
Комментарий. Это задание предполагало всестороннее осмысление проблемы, учет многих факторов, которые могут влиять на разумность изучения указанных разделов в том или ином порядке, и позволяло изложить самые разные точки зрения. Поэтому приведем выдержки из нескольких работ участников конкурса, которые жюри сочло наиболее интересными. 
И. Эльман (г. Москва) Выделим факторы, которые можно принимать во внимание при оценке «плюсов» и «минусов» различного порядка прохождения тем:

1) логическая сложность темы, то есть степень абстрактности изучаемых понятий, степень трудности ее логических основ;

2) техническая сложность темы;

3) наличие или отсутствие шаблонных «алгоритмов»;

4) подготовленность учащихся;

5) использование при изучении темы знаний из других тем.

«Действия с десятичными дробями», требуют понимания обыкновенных дробей, поэтому даже в учебниках, где эта тема изучается первой, перед ней даются начальные сведения об обыкновенных дробях. С этой точки зрения её логично ставить после «Действий с обыкновенными дробями». Но для полноценного обучения последняя требует гораздо большей подготовки учащихся: правила действий с обыкновенными дробями заметно сложнее; в рамках этой темы изучаются основы делимости (логически самой сложной темы 5-6 классов), в то время как действия с десятичными дробями лишь незначительно дополняют хорошо известные учащимся действия с целыми числами.

Тема «Действия с отрицательными числами и числами с разными знаками» занимает условно промежуточное положение. С одной стороны, правила действий, хотя и включают в себя разбор нескольких случаев, сами по себе не очень сложны, но отрицательные числа являются существенно более сильной абстракцией, чем дробные. Кроме того, задания на преобразование выражений со скобками, выполняемые в рамках данной темы, требуют высокой технической подготовки. Из этих соображений многие современные учебники помещают тему «Действия с отрицательными числами и числами с разными знаками»  во второе полугодие 6-го класса.
Г. Хамзина, И. Сидорова (г. Дюрталы, р. Башкорстан) 

При изучении сначала обыкновенных, а затем десятичных дробей учащиеся смогут обходиться без заучивания готовых алгоритмов и лучше понимают смысл действий. При изучении сначала десятичных дробей учащиеся часто воспринимают их как расширение натуральных чисел и не ассоциируют с дробями.

Если вводить отрицательные числа до дробей, то учащиеся легче усваивают действия с ними, так как их не путает необходимость работы с рациональными числами разных знаков, которая требует применения сразу нескольких алгоритмов.
Отметим, что в работе этих участников приведено обширное историческое исследование, которое заслуживает отдельной публикации.

Приведем также некоторые соображения членов жюри (многие из них также встречались в работах участников), которые конечно не претендуют на «истину в последней инстанции».

Нам представляется, что порядок изучения указанных разделов существенным образом зависит от уровня школьников и, как следствие, основных целей обучения.

Если вычислительные навыки школьников сформированы недостаточно, то разумно изучать разделы в указанном порядке. Уместно начать с раздела 1), так как изучение алгоритмов действий с десятичными дробями позволяет повторить алгоритмы действий с целыми числами. Отдельным преимуществом является возможность более раннего рассмотрения задач на проценты, которые традиционно вызывают трудность у слабых школьников. 

Изучение действий с обыкновенными дробями предполагает знакомство учащихся со способами разложения на простые множители, признаками делимости, понятиями НОКа и НОДа. Для слабых школьников здесь много нового, но, как показывает практика, ошибок они делают меньше, чем при изучении раздела 3), поэтому действия с числами разных знаков лучше изучать последними. Кроме того, в разделе 2) опять появляются проценты (в связи с пропорциями) и это дает возможность их повторения.

Возможен и другой подход. Можно после раздела 1) заняться разделом 3), имея дело только с десятичными дробями, что уменьшит количество ошибок у школьников. Изучая затем раздел 2) можно сначала работать только с положительными обыкновенными дробями, а только затем включать в деятельность дроби с разными знаками.

С более сильными школьниками можно также начать с раздела 1), но есть проблема: изучаемый материал довольно однообразен и, во многом, включает сведения, которые им уже хорошо известны, поэтому у некоторых может потеряться мотивация к обучению. 

Возможен другой вариант: начать с раздела 3) и тем самым показать идею постепенного расширения: множество натуральных чисел расширяется до множества целых, после чего множество целых чисел расширяется до множества рациональных. Кроме того, изучение действий с отрицательными числами и числами с разными знаками дает возможность введения понятия модуля числа и рассмотрения упражнений и задач, связанных с понятием модуля. Это может служить хорошей пропедевтикой для решения уравнений и неравенств с модулями для курса алгебры. В случае работы с подготовленными школьниками уже в 5-6 классах можно рассматривать некоторые уравнения, неравенства и задачи, использующие геометрическое определение модуля.

В дальнейшем, разделы 1) и 2) можно изучать параллельно, делая упор не только на выработку соответствующих вычислительных навыков, но и на попутное изучение некоторых вопросов теории делимости и формирования навыков доказательных рассуждений в курсе математики.
Предложил А. Блинков
Критерии проверки. 

Это задание оценивалось неформально. Учитывалась глубина осмысления проблемы, полнота и доказательность суждений. При этом, тот или иной выбор порядка изучения тем не влиял на оценку, если был достаточно обоснован.

Если позиция действий с отрицательными числами не обсуждалась, то не больше, чем 7 баллов.

Если рассматривались только плюсы одного подхода и не рассматривались ни его недостатки, ни плюсы других подходов, то не больше, чем 3 балла.

Если рассмотрение проблемы подменялось перечислением учебников, в которых указанные разделы изучаются в том или ином порядке, то не больше, чем 2 балла.
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