Третий заочный творческий конкурс учителей по математике.
Задания конкурса (в скобках указаны предложившие задачи или их авторы, а также первоисточники), ответы, решения, комментарии и критерии проверки.
I. Решите задачи.

1. (Фольклор, предложила Е.С. Горская) В четырехэтажном доме по две квартиры на каждом этаже. Дом освещается восемью лампочками: одна над подъездом, на улице, четыре – на площадках каждого этажа и еще три – на площадках между этажами. За освещение дома надо ежемесячно платить 9600 рублей. Сколько должны платить жители каждой квартиры, если они оплачивают освещение только своего и нижних этажей (то есть каждый платит только за те лампочки, светом которых пользуется)? 

Ответ: жители первого этажа должны платить 300 рублей, второго этажа – 700 рублей, третьего этажа – 1300 рублей, четвертого – 2500 рублей.

Решение. В месяц за каждую лампочку надо платить по 9600 : 8 = 1200 рублей. Двумя лампочками (над подъездом и на первом этаже) пользуются жители всех квартир, поэтому за каждую из них с каждой квартиры должно взиматься 1200 : 8 = 150 рублей. 

За каждую лампочку второго этажа приходится по 1200 : 6 = 200 рублей с квартиры, третьего этажа – по 1200 : 4 = 300 рублей с квартиры, четвертого этажа – по 1200 : 2 = 600 рублей с квартиры. 

Таким образом, жители каждой квартиры первого этажа должны платить по 150(2 = 300 рублей, второго этажа – по 300 + 200(2 = 700 рублей, третьего этажа –  по 700 + 300(2 = 1300 рублей и четвертого – по 1300 + 600(2 = 2500 рублей.

Нам представляется полезным привести также неверное решение этой задачи, которое прислали некоторые участники. Кроме того, многие учителя писали, что такое решение приходило им в голову первым, но немного поразмыслив, они убеждались в его ошибочности.

Итак, пусть оплата работы одной лампочки стоит x рублей. Поскольку жители первого этажа пользуются двумя лампочками, то им приходится платить 2x + 2x = 4x рублей. Жителям второго этажа, использующим четыре лампочки, приходится платить 4x + 4x = 8x рублей, жителям третьего этажа: 6x + 6x = 12x рублей, жителям четвертого этажа: 8x + 8x = 16x рублей. Таким образом, 4x + 8x + 12x + 16x = 9600, откуда x = 240. Следовательно, жители каждой квартиры первого этажа платят по 480 рублей, второго – по 960 рублей, третьего – по 1440 рублей и четвертого – по 1920 рублей. 

Ошибка такого решения: доли жильцов в оплате работы разных лампочек не одинаковы – чем больше жильцов пользуются лампочкой, тем меньше каждый из них за нее платит. Можно также привести хорошее рассуждение, принадлежащее В.Л. Дорофееву (г. Мытищи, МО): предположим, что все жильцы переселились на первый этаж и на верхних этажах лампочек нет. Тогда, если следовать логике приведенного выше рассуждения, поскольку за 8 лампочек платят 9600 рублей, то за две лампочки жильцы «переселенного» дома должны платить 9600 : 8×2 = 2400 рублей. Если x рублей – размер оплаты одной квартиры за одну лампочку, то 16x = 2400; x = 150 и следовательно, бывшие жители первого этажа (которые никуда не переезжали) должны заплатить по 300 рублей. Вернем переехавших жильцов обратно. Порядок пользования лампочками жителями первого этажа не изменился, почему же они должны платить другую сумму?

Критерии проверки. Полное обоснованное решение – 10 баллов.

2. (Из материалов вступительных экзаменов в МГУ, предложил А.Д. Блинков) 

Решите уравнение: 3(2x + 2 = 7x + 17. 

Ответ: –2; 1. 

Решение. Оба корня этого уравнения несложно подобрать, поэтому основной частью решения является рассуждение, показывающее, что других корней нет. Это можно сделать различными способами.
Первый способ. Рассмотрим функцию f(x) = 3(2x + 2 – 7x – 17, определенную на R. Найдем ее производную: f’(x) = 3(2x + 2(ln2 – 7. Поскольку f’(x) – возрастающая функция, то уравнение f’(x) = 0 имеет не более одного корня, поэтому функция f(x) имеет не более одной критической точки. 

Отсюда уже следует, что уравнение f(x) = 0 имеет не более двух корней, но эту часть рассуждений можно и конкретизировать.




Например, проверкой убеждаемся, что f’(–1) < 0, а f’(0.5) > 0, тогда (x((–(; x0) f’(x) < 0, следовательно, f(x) убывает на этом промежутке, то есть уравнение f(x) = 0 имеет на нем не более одного корня. Аналогично показывается, что на промежутке (x0; +() f(x) возрастает, то есть, уравнение f(x) = 0 на этом промежутке также имеет не более одного корня.

Второй способ. Докажем, что график функции g(x) = 3(2x + 2 расположен выпуклостью вниз. Для этого найдем знак ее второй производной: g’’(x) = 3(2x + 2(ln2)2 > 0 (x(R. Поскольку h(x) = 7x – 17 – линейная функция, то ее график может пересекать график выпуклой функции g(x) не более, чем в двух точках. 

Отметим характерные ошибки участников конкурса. 

Рис. 2

1) Утверждение «функции в левой и правой частях уравнения возрастают, следовательно, уравнение имеет не более двух корней» не верно, например, см. рис. 2. 

2) «Графический способ» решения задачи в данном случае неуместен, так как построение графиков только помогают подобрать два корня уравнения, но никак не доказывает отсутствие других корней. 

Критерии проверки. Полное обоснованное решение – 10 баллов; приведен только верный ответ или приведен «графический способ» решения и верный ответ – 1 балл.

3. (В.А. Смирнов) Существует ли многогранник, у которого: а) нет трех граней с одинаковым количеством ребер; б) все грани имеют различное количество ребер?




Ответ: а) существует; б) не существует.
Решение. а) Приведем несколько примеров таких многогранников (см. рис. 3 а – в): 

1) треугольная призма с «отрезанным углом»; 

2) тетраэдр с двумя «отрезанными углами»; 

3) куб с двумя «отрезанными углами».

Рис. 3б

Рис. 3а





В первых двух случаях полученный многогранник имеет по две треугольные, четырехугольные и пятиугольные грани. В последнем случае добавляются еще две шестиугольные грани.

Рис. 3в

Рис. 3г

Кроме того, в условии задачи не требовалось, чтобы многогранник был выпуклым, поэтому, приведем и такой пример (Л.Н. Чусовитина, г. Новосибирск, см. рис. 3г). В этом многограннике две треугольные, две четырехугольные и две пятиугольные грани.

б) Докажем, что такого многогранника не существует. Предположим, что это не так. Рассмотрим грань этого многогранника с наибольшим количеством ребер n. К каждому из этих ребер примыкает другая грань многогранника. Следовательно, всего у него не менее, чем n + 1 граней. С другой стороны, граней менее чем с тремя ребрами не бывает, и по предположению все грани имеют различное количество ребер, следовательно, у рассматриваемого многогранника граней не более, чем натуральных чисел от 3 до n, то есть не более, чем n – 3 + 1 = n – 2 грани. 

Полученное противоречие показывает, что искомого многогранника не существует.

Можно отметить взаимосвязь этой задачи со следующим фактом из теории графов: в любом графе есть хотя бы две вершины одинаковой степени. 

Критерии проверки. Верное обоснованное решение каждого пункта – по 5 баллов; только верный ответ («да» или «нет») – 0 баллов. 


Рис. 4а

4. (С.Л. Берлов) В остроугольном треугольнике АВС D – середина стороны АС, H – ортоцентр (точка пересечения высот). Прямая, проходящая через точку H перпендикулярно отрезку DH, пересекает стороны АВ и ВС в точках Е и F. Докажите, что HE = HF.

Решение. Разберем несколько способов.

Первый способ («вспомогательные окружности», М.Н. Волынская, Архангельская обл.; М.Ф. Пачин, г. Норильск; Н.Я. Самарбаева, р. Башкортостан; С.Б. Трепакова, г. Новосибирск). 



На продолжении отрезка HD за точку D отложим отрезок DK, равный DH (см. рис. 4а). Тогда четырехугольник AHCK – параллелограмм, следовательно, AK || CH, то есть AK || CM, поэтому (KAM = 90(. Аналогично, KC || AN, то есть (KCN = 90(. По условию EF ( DH, значит, четырехугольники KAEH и KCFH – вписанные. Следовательно, (KAH = (KEH и (KCH = (KFH. Так как KAHC – параллелограмм, то (KAH =  (KCH, следовательно, (KEF – равнобедренный, следовательно, EH = HF.

Второй способ («ортоцентры», С.Е. Веселова, Орловская обл.).

Пусть CP и AS – высоты треугольника ABC. Проведем через точки А и С прямые а и с, параллельные отрезку DH (см. рис. 4б). Пусть прямая FE пересекает а и с соответственно в точках Q и R, прямая CP пересекает прямую a в точке M, прямая AS пересекает прямую c в точке N. 
Рис. 4б

По условию, AD = CD. Следовательно, по теореме Фалеса, AH = HN и CH = HM. Кроме того, (AHM = (NHC, как вертикальные. Следовательно, (AHM = (NHC. Заметим, что AP и HQ – высоты треугольника AHM, следовательно, E – его ортоцентр. Аналогично, F – ортоцентр треугольника NHC. Поскольку в равных треугольниках расстояние от соответствующих вершин до ортоцентров равны, то HE = HF.

Третий способ («средние линии», В.И. Кормилина, г. Белгород; ту же идею использовал Ю.В. Михеев, г. Новосибирск). 



Рис. 4в

Пусть AM, CP и BK – высоты треугольника ABC. Проведем прямую CL, параллельную EF (L – точка ее пересечения со стороной AB, О – точка ее пересечения с высотой BK, см. рис. 4в). Докажем, что LO = OC (из этого по теореме Фалеса сразу следует, что EH = HF). 
Рассмотрим треугольник DHC. Поскольку HK ( DC и CL ( DH, то О – ортоцентр этого треугольника, следовательно, DO ( HC. Так как AB ( HC и DO ( HC, то DO || AB. Таким образом, DO – часть средней линии треугольника PCA, следовательно, DO – средняя линия треугольника LCA, поэтому O – середина отрезка LC, что и требовалось.



Четвертый способ («степень точки», Е.С. Батуева, г. Улан-Удэ).
Рис. 4г

Пусть CP и AQ – высоты треугольника ABC. Опустим из точек А и С перпендикуляры AA’ и CC’ на прямую EF (см. рис. 4г). Так как AA’ || DH || CC’, то, по теореме Фалеса, HA’ = HC’. Четырехугольник APQC – вписанный (поскольку (APC = (AQC), следовательно, PH(HC = AH(HQ. Аналогично, четырехугольник A’QFA – вписанный, поэтому A’H(HF = AH(HQ и четырехугольник EPC’C – вписанный, поэтому PH(HC = EH(HC’. Таким образом, A’H(HF = EH(HC’. Поскольку A’H = HC’, то HF = EH.




Пятый способ («подобие»). В том или ином виде этот способ использовало большинство участников конкурса, решивших эту задачу. Во всех предложенных ими решениях каким-либо способом доказывалось подобие треугольников BHF и ADH, а также подобие треугольников BEH и CDH. Приведем одно из возможных рассуждений (можно было, например, считать углы непосредственно). 

Рис. 4д

Так как BH ( AC и AH ( BC, то (CBH = (CAH (см. рис. 4д). Поскольку AH ( BC и DH ( FE, то угол между прямыми BC и FE равен углу между прямыми AH и DH, следовательно, (BFH = (AHD. Тогда, (BFH ( (AHD (по двум углам). Аналогично доказывается, что (BEH ( (CHD. Тогда из первого подобия получим, что 

, а èç âòîðîãî подобия, ÷òî 
. Ñëåäîâàòåëüíî, 

, à ïîñêîëüêó CD = AD, то и HF = EH.

Шестой ñïîñîá («âåêòîðы», Г.И. Âîëüôñîí, г. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã). 
Так как D – середина стороны АС, то 

 (см. рис. 4а). Поскольку HE ( HD, то 

, значит, 

 ( 

 (*). 

Поскольку H – ортоцентр треугольника ABC, то 

 и 

, следовательно 

 и 

. Тогда, 

 (**) и 

 (***). Из (**) и (***) следует, что 

.

Подставив полученный результат в (*), имеем: 

 ( 

. Заметим, что прямые HA и EF не перпендикулярны, так как (EHA < (EHD = 90(. Следовательно, 

 ( 

, то есть HF = HE.

Седьмой способ («теорема синусов», О.Н. Чичагова, г. Пермь; схожую идею использовал Ф.М. Шакиров, р. Татарстан).




Рис. 4е

Без ограничения общности можно считать, что AB < BC. Пусть A1, B1, C1 – основания высот треугольника ABC, K – точка пересечения прямых EF и AC (см. рис. 4е). Пусть также (, ( и ( – углы треугольника ABC, а (B1HD = (. Тогда (HKD = (B1HD = (. Кроме того, (HAB1 = 90( – ( и (HСB1 = 90( – (, то есть, (AHB1 = ( è (СHB1 = (. Кроме того, (BAA1 = (BCC1 = 90( – (. 

Так как угол AEH – внешний для треугольника KEA, то (AEH = ( + 180( – ( = 180( – (( – (). Из треугольника KFC: (KFC = 180( – ( – ( = 180( – (( + (). 

Используя теорему синусов для треугольников AHD и CHD, получим, что 

. Поскольку AD = CD и sin(ADH = sin(CDH, то 

 (*).

В треугольнике AEH: 

, откуда 
. 

В треугольнике HFC: 

, откуда 

. 

Найдем отношение EH к HF, учитывая равенство (*): 

. Следовательно, EH = HF.




Восьмой способ («теорема о бабочке», Н.С. Никифорова и А.В. Устинов, г. Магнитогорск).

Перед тем, как доказать утверждение задачи, сформулируем известную теорему о бабочке. На окружности дана хорда AB. Через ее середину H проведены произвольные хорды PQ и RS. Прямые QR и PS пересекают AB в точках K и L. Тогда HK = HL.

Существует очень много различных доказательств этой теоремы (см., например, Г.С.М. Коксетер, С.Л. Грейтцер. Новые встречи с геометрией. – М.: «Наука», 1978). Используем ее для решения задачи.

Рис. 4ж

Пусть AA1 и CC1 – высоты треугольника ABC. Тогда четырехугольник AC1A1C  вписан в окружность с диаметром AC è центром D. Пусть прямая EF пересекает эту окружность в точках E1 и F1 (см. рис. 4ж). Поскольку DH ( EF, то H – середина E1F1. Тогда по теореме о бабочке HF = HE. 

В заключение отметим, что, помимо изложенного выше, для решения задачи можно было использовать декартову систему координат, или тригонометрические соотношения. Некоторые участники конкурса так и поступили, хотя эти способы решения сопряжены с большим количеством вычислений и геометрии в них мало. Эти способы решения мы не приводим.

Критерии проверки. Приведено верное обоснованное решение – 10 баллов (независимо от способа).
5. (предложил В.М. Гуровиц) Имеется 128 монет: одинаковых по виду, но попарно различных по весу. Они разложены на две стопки по 64 монеты, причем в каждой стопке их веса упорядочены по возрастанию. За какое наименьшее количество взвешиваний (на чашечных весах без гирь) можно гарантированно найти 64-ю по весу монету из всех имеющихся?

Ответ: за семь взвешиваний

Решение. Заметим, что любая из 128 монет может оказаться искомой. Будем считать, что при взвешивании не возникает равновесия чашек (оно только «ухудшит ситуацию»), тогда у каждого взвешивания два исхода – перевесила левая чаша или правая. Следовательно, любое взвешивание не может «отсечь» более половины имеющихся монет. Поскольку 27 = 128, то меньше, чем семью взвешиваниями обойтись нельзя. 

Покажем, как найти 64-ю по весу монету за 7 взвешиваний. Допустим, что монеты в стопках упорядочены так, что внизу лежит самая легкая монета. Первым взвешиванием сравним 32-ые снизу монеты в обеих кучках. 

Пусть, например, монета в первой кучке тяжелее. Тогда для каждой из первых 32-х монет во второй кучке найдется, по крайней мере, 65 более тяжелых монет: это 32 монеты из верхней половины второй кучки, и монеты с 32-ой по 64-ую в первой кучке. Следовательно, среди 32 нижних монет второй кучки искомой нет, и их можно отбросить. 

Также заметим, что для каждой из 32 монет, составляющих верхнюю половину первой кучки найдется по крайней мере 64 более легкие монеты: это 32 монеты из нижней половины этой же кучки и 32 уже отброшенные нами монеты. Следовательно, среди 32 верхних монет первой кучки искомой также нет, и их также можно отбросить. 

Таким образом у нас останется две кучки по 32 монеты, среди которых нужно найти 32-ую по весу за 6 взвешиваний. Для этих кучек повторим указанную процедуру, сравнивая веса 16-х снизу монет, и так далее. Перед седьмым взвешиванием останется по одной монете из каждой кучки, сравнив веса которых, мы и найдем искомую монету.

Критерии проверки. Приведен верный алгоритм для семи взвешиваний и обосновано, почему меньшим количеством взвешиваний обойтись нельзя – 10 баллов; приведены только верный ответ и алгоритм – 5 баллов. 
II. В предложенных текстах могут содержаться математические ошибки (как в утверждениях, так и в ответах, решениях или доказательствах). Если утверждение неверно – приведите контрпример и найдите ошибки в доказательстве. Если неверно только решение (доказательство) – укажите ошибки и приведите верное решение (доказательство).

6. Ортотреугольники (предложил А.Г. Мякишев). Пусть Н – ортоцентр (точка пересечения высот) треугольника АВС. Докажите, что треугольники АВС и ВСН имеют общий центр описанной окружности.

«Доказательство». Прежде чем доказывать утверждение теоремы докажем вспомогательное утверждение.

1) «Лемма». Прямые, проходящие через вершины треугольника перпендикулярно соответствующим сторонам ортотреугольника (треугольника, вершинами которого являются основания высот), пересекаются в одной точке. 

«Доказательство леммы». Пусть AA’, BB’ и СС’ – высоты треугольника АВС, О – центр окружности, описанной около этого треугольника. Докажем перпендикулярность прямых ОВ и A’C’. Пусть (АСВ = (, тогда (АОВ = 2(, (ОВА = (ОАВ = 90( – (. 

С другой стороны, из того, что каждый из треугольников BC’A’ и B’AC’ подобен данному треугольнику, следует, что (АС’В’ = (BС’A’ = (, поэтому, С’C – биссектриса угла C’ ортотреугольника A’B’C’. Следовательно, (А’С’C = 

(А’С’B’ = 

(180( – 2() = 90( – ( = (ОВА. Так как СC’(AB, то из полученного равенства углов следует искомая перпендикулярность прямых.
Аналогично доказывается, что ОА(B’C’ и ОС(A’B’, то есть, прямые, о которых говорится в условии «леммы», пересекаются в точке О.

2) Рассмотрим теперь произвольный треугольник АВС, в котором Н – ортоцентр. Очевидно, что у треугольников АВС и ВСН один и тот же ортотреугольник. По доказанной лемме эти треугольники имеют общий центр описанной окружности (поскольку эти центры можно получить как пересечение перпендикуляров к сторонам ортотреугольника из общих вершин В и С), что и требовалось доказать. 

Решение. 1) Утверждение леммы верно для любого треугольника, а приведенное доказательство проходит лишь для остроугольного треугольника. В частности, в случае тупоугольного треугольника ACB с тупым углом С, угол АОВ не равен 2g, а С'C – биссектриса угла AC’B’. 

Приведем одно из возможных доказательств леммы для случая тупоугольного треугольника ABC (с тупым углом C).




Рис. 6

Рис. 6

Пусть H – ортоцентр, A’, B’ è C’ – основания высот, O – центр описанной окружности этого треугольника. Докажем, что OB ^ A’C’ (дальнейшие рассуждения в точности повторяют рассуждения для остроугольного треугольника). Пусть РС = g. Тогда РAHB = p – g, а РAОB = 2p – 2g. Так как каждый из треугольников AA’C’ и B’BC’ подобен треугольнику ABH, òî РAC'A' = РBC'B' = РAHB = p – g. То есть, CC’ – биссектриса угла A’C’B’ и РAC’C =

(p – 2(p – g)) = g – 

. Также, РABO =

(p – 2(p – g)) = g – 

. Поскольку AB ^ CC’, то и OB ^ A’C’. 
2) Утверждение теоремы неверно. Контрпримером служит любой треугольник, кроме прямоугольного.

При «доказательстве» теоремы допущена следующая ошибка: для треугольника АВС ортотреугольником является  треугольник А’В’С’, а для  треугольника НВС –  треугольник А’С’В’, то есть меняется порядок вершин (см. рис. 6). 
Критерии проверки. Полностью разобран каждый из пунктов 1) и 2) – по 5 баллов за каждый пункт. Приведен только контрпример к утверждению теоремы – 2 балла.

7. Корабли (предложил А.И. Сгибнев). Два корабля идут по морю пересекающимися курсами с постоянными скоростями. В 9.00 расстояние между ними было 6 миль, в 10.00 – 5 миль, в 11.00 – 2 мили. В какой момент времени расстояние между кораблями наибольшее из возможных?

«Ответ». В 8 часов 24 минуты расстояние между кораблями было наибольшим.




«Решение». Пусть корабли двигались по прямым а и b, пересекающимся в точке О, и в 9.00 они находились в точках А и В (см. рис.). Пусть также |OA| = S1 (миль), |OB| = S2 (миль), а скорости кораблей равны соответственно V1 миль в час и V2 миль в час. Тогда через t часов корабли будут находится в точках A’ и B’, пройдя V1t миль и V2t миль соответственно. 

Из треугольника А’OB’ по теореме косинусов получим, что |A’B’|2 = 

 – 

 (знаки в скобках учитывают, что корабли могут оказаться и на лучах, дополнительных к ОА и ОВ). Полученное уравнение показывает, что зависимость квадрата расстояния между кораблями от времени является квадратичной функцией.

Пусть ее уравнение f(t) =at2 + bt + c. Выберем в качестве начала отсчета времени 9 часов 00 минут. Тогда, из условия задачи следует, что f(0) = c = 36; f(1) = a + b + c = 25; f(2) = 4a + 2b + c = 4. Решая систему уравнений 

, получим, что 

.

Таким образом, функция имеет вид: f(t) =–5t2 – 6t + 36. Свое наибольшее значение она принимает в точке 

. Так как 

 > 0, то в этот же момент времени будет наибольшим и расстояние между кораблями.

Решение. Как «Ответ», так и «Решение» не верны, поскольку данные, указанные в условии задачи несовместны. Показать это можно различными способами, два из которых мы приводим. 



Первый способ. Пусть точки А, А1 и А2 соответствуют последовательным положениям первого корабля, а В, В1 и В2 –  второго корабля. Так как корабли движутся равномерно, то 

 и 

.Тогда 

 и 

. Складывая эти равенства, получим: 

. Следовательно, 

. Подставив данные задачи, получим противоречие: 2(5 ( 6 + 2.
Второй способ. Перейдем в систему отсчета, связанную с первым кораблем. Тогда второй корабль движется относительно него равномерно и прямолинейно (см. рис. 7). 

Рис. 7

Из условия задачи следует, что AB = 6, AB1 = 5, AB2 = 2. Это невозможно, так как AB + AB2 ( 2AB1.

Некоторые участники полагали, что ошибка заключается в том, что рассмотренная в «решении» квадратичная функция изменяется в зависимости от положения кораблей. Это не так. Желающие могут убедиться в этом самостоятельно, рассмотрев шесть возможных (с точностью до симметрии) случаев.
Критерии проверки. Полное объяснение некорректности условия – 10 баллов; некорректность условия не доказана, но алгебраически показано, что первый коэффициент квадратичной функции положителен, то есть наибольшего значения не существует – 4 балла; отсутствие наибольшего расстояния получено из «общих соображений» – 2 балла. 
8. Подслушанный разговор (из заочного конкурса турнира Архимеда, предложили Л.О. Рослова и И.В. Ященко).

– Даны два целых числа, больших 1. Их сумма не превышает 60. Сумму этих чисел я сообщаю Васе, а произведение – Феде. Можете ли вы угадать исходные числа? – задал вопрос учитель.

– Не могу, – ответил Федя.

– Я это знал заранее, – заметил Вася.

– Тогда я знаю эти числа! – воскликнул Федя.

– Тогда и я их знаю! – сказал Вася.

Ученики смогли правильно назвать задуманные числа. Попробуйте и Вы их назвать.

«Ответ». 4 и 13.

«Решение». Итак, Феде известно произведение натуральных чисел P = A(B, а Васе – сумма этих чисел S = A + B, причем Федя не может угадать эти числа. Какими могли быть числа, чтобы Федя мог их угадать, зная произведение? Это возможно лишь в том случае, когда P раскладывается на множители единственным образом, например, если числа А и В – простые. Вася утверждает, что он знал заранее, что Федя не сможет угадать. Следовательно, S нельзя представить в виде суммы двух простых чисел.

1) Легко проверить, что любое четное число, не превышающее 60, можно представить в виде суммы двух простых чисел.

Несколько примеров: 60 = 23 + 37, 58 = 5 + 53, 56 = 13 + 43 и так далее (придумать остальные примеры предоставляем читателю). 

2) S ( 3, поскольку число 3 нельзя представить в виде суммы двух натуральных чисел, больших 1.

3) Очевидно, что нечетное число представимо в виде суммы двух простых чисел, только в том случае, если одно из слагаемых равно 2.

Например, число 59 невозможно представить в виде суммы двух простых чисел, поскольку 59 = 2 + 57, но 57 кратно 3. Число 57 также нельзя, так как 57 = 2 + 55. 

Возникает вопрос, какие нечетные числа представить можно? Перебором несложно убедиться, что в виде суммы двух простых чисел можно представить следующие числа: 

55 = 2 + 53, 49 = 2 + 47, 45 = 2 + 43, 43 = 2 + 41, 39 = 2 + 37, 33 = 2 + 31, 31 = 2 + 29, 25 = 2 + 23, 21 = 2 + 19, 19 = 2 + 17, 15 = 2 + 13, 13 = 2+ 11, 9 = 2 + 7, 7 = 2 + 5, 5 = 2 + 3. 

То есть мы установили, что сумма S не может быть равна: 5, 7, 9, 13, 15, 19, 21, 25, 31, 33, 39, 43, 45, 49, 55.

4) Отметим также, что простые числа p, которые могут входить в Федино произведение только в качестве отдельного множителя (а не в составе другого множителя), таковы, что 2p > 30.

Среди возможных произведений только два могли быть кратны числу 53. Каждое из чисел 318 = 6(53 и 212 = 4(53 позволяет Феде по произведению восстановить искомые числа и Вася, зная суммы 57 или 59, не стал бы утверждать, что Федя восстановить числа не сможет.

Аналогично отпадают суммы 35, 37, 41, 47, 51 и 53, поскольку, зная произведения 31(4, 31(6, 37(4, 43(4, 47(4, 47(6 числа А и В также могут быть восстановлены однозначно.

Для дальнейшего рассмотрения остались суммы: 11, 17, 23, 27 и 29.

Отметим, что после слов Васи можно утверждать, что сумма чисел А и В не превосходит 29, а, следовательно, что наибольший простой множитель, входящий в произведение не превосходит 13.

5) Теперь воспользуемся вторым Фединым утверждением. Найдем, в каком случае, зная, что P = A(B и то, что сумма S = A + B принимает одно из значений 11, 17, 23, 27, 29 Федя мог восстановить числа А и В.

Перебор можно выполнить следующим образом. Записываем эти варианты в один столбец. Возле каждого, в строчку, выписываем варианты произведений для всех возможных разбиений на сумму двух слагаемых. 

Варианты произведений, повторяющиеся в нескольких строках отмечаем (это те произведения, по которым Федя не смог бы определить числа при своем втором ответе).

Приведем соответствующую таблицу: 

11
2ґ9=18, 3ґ8=24, 4ґ7=28, 5ґ6=30

17
2ґ15=30, 3ґ14ґ42, 4ґ13=52, 5ґ12=60, 6ґ11=66, 7ґ10=70, 8ґ9=72

23
2ґ21=42, 3ґ20=60, 4ґ19=76, 5ґ18=90, 6ґ17=102, 7ґ16=112, 8ґ15=120, 9ґ14=126, 10ґ13=130, 11ґ12=132

27
2ґ25=50, 3ґ24=72, 4ґ23=92, 5ґ22=110, 6ґ21=126, 7ґ20=140, 8х19=152, 9х18=162, 10ґ17=170, 11ґ16=176, 12ґ15=180, 13ґ14=182

29
2ґ27=54, 3ґ26=78, 4ґ25=100, 5ґ24=120, 6ґ23=138, 7ґ22=154, 8ґ21=168, 9ґ20=180, 10ґ19=190, 11ґ18=198, 12ґ17=204, 13ґ16=208, 14ґ15=210

35
2ґ33=66, 3ґ32=96, 4ґ31=124, 5ґ30=150, 6ґ29=174, 7ґ28=196, 8ґ27=216, 9ґ26=234, 10ґ25=250, 11ґ24=264, 12ґ23=276, 13ґ22=286, 14ґ21=294…

37
2ґ35=70, 3ґ34=102, 4ґ33=132, 5ґ32=160, 6ґ31=186, 7ґ30=210, 8ґ29=232, 9ґ28=252, 10ґ27=270, 11ґ28=308…

41
2ґ39=78, 3ґ38=114, 4ґ37=148, 5ґ36=180, 6ґ35=210, 7ґ34=238, 8ґ33=264, 9ґ32=288…

47
2ґ45=90, 3ґ44=132, 4ґ43=172, 5ґ42=210, 6ґ41=246, 7ґ40=280, 8ґ39=312…

51
2ґ49=98, 3ґ48=144, 4ґ47=188, 5ґ46=230, 6ґ45=270, 7ґ44=308…

53
2ґ51=102, 3ґ50=150, 4х49=196, 5ґ48=240, 6ґ47=282, 7ґ46=322…

Так, если сумма чисел равна 11, то возможные произведения: 2(9 = 18, 3(8 = 24, 4(7 = 28, 5(6 = 30, однако произведение чисел, равное 30, возможно и при другой сумме чисел (2(15 = 30 и сумма равна 17). Первые три произведения «уникальны», то есть не могут быть получены при других суммах. Поскольку их больше одного, то мы не сможем однозначно определить эти числа.

Если Федя может указать числа по их произведению, то это произведение должно встречаться только один раз среди произведений слагаемых, составляющих эти числа. Вася может угадать числа по их сумме только в случае, если этим числам соответствует «уникальное» произведение.

Эта сумма равна 17, поскольку остальным суммам не соответствуют «уникальные» произведения. Единственное «уникальное» произведение – это 52.

Проверим, подходят ли эти числа:

Вася знает сумму 17, а Федя - произведение 52. Федя не может определить множители, так как 52 = 4(13 = 2(26. Вася знает заранее о невозможности определения чисел Федей, так как 17 не представимо в виде суммы двух простых. Узнав о том, что Вася знает заранее, что у Феди числа составные, Федя анализирует возможные суммы своих сомножителей: 4 + 13 = 17, 2 + 26 = 28. 

28 представимо как 23 + 5 (сумма простых чисел), а 17 – нет. Значит, Федя может назвать числа 4 и 13.

Вася анализирует возможные произведения слагаемых: 

2(15 = 30 = 5(6 (сумма 11)

3(14 = 42 = 2(21 (сумма 23)

4(13 = 52 (сумма «уникальна»)

5(12 = 60 = 3(20 (сумма 23) 

6(11 = 66 = 2(33 (сумма 35) 

7(10 = 70 = 2(35 (сумма 37) 

8(9 = 72 = 3(24 (сумма 27)

Таким образом, Вася также выбирает числа 4 и 13.

Решение. Двигаясь по тексту условия, покажем, что, если учитель выбрал числа 4 и 13, то Вася не мог однозначно определить задуманные числа, то есть «Решение» не верно. 

– Даны два целых числа, больших 1. Сумма их не превышает 60. Сумму этих чисел я сообщил Васе, а произведение – Феде. Можете ли вы угадать исходные числа? – задал вопрос учитель.

– Не могу, – ответил Федя. (Учитель дал ему число 66, которое раскладывается на множители более, чем одним способом.)

– Я это знал заранее, – заметил Вася. (Действительно, у него число 17, и для каждого разложения этого числа в сумму и перемножения полученных слагаемых, существует другое разложение на множители)

– Тогда я знаю эти числа! – воскликнул Федя. (Действительно, 66 = 33(2 = 22(3 = 6(11, но Федя знает, рассуждая как мы выше, что имея суммы 25 и 35 Вася не смог бы утверждать заранее, что Федя не сможет дать ответ)

– Тогда и я их знаю! – сказал Вася. (Интересно – откуда? Как он сможет отличить 6(11 и 4(13?)
Ключевая ошибка в «решении» состоит в некорректном разборе случая суммы чисел равной 17, в чем можно убедиться проследив ход «Решения» для чисел 4 и 13.

Помимо этого, в приведенном тексте есть отдельные неточности, например, в пункте 4) указано, что 2р > 30, что неверно при p = 13. 

Более того, можно показать, что условие задачи некорректно, то есть нельзя подобрать числа так, чтобы приведенный в условии диалог мог иметь место. Для этого, следуя схеме рассуждения, приведенной в «Решении», можно доказать, что единственно возможная сумма задуманных чисел – это 17, а затем, используя приведенный выше пример, показать, что и в этом случае решений нет. 

Критерии проверки. Доказано, что Вася однозначно определить задуманные числа не сможет – 10 баллов; верно указаны какие-либо неточности – 2 балла. 

III. Задания этого блока выполнять не обязательно.
9. Какое из предложенных заданий Вам понравилось больше всего?

10. Опишите какой-либо случай из Вашей педагогической деятельности, когда Вы или Ваши ученики допускали неочевидную математическую ошибку (при каких обстоятельствах это было, в чем заключалась ошибка и как Вы вышли из этой ситуации).
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