
Методы решета.
Листок 1

Задача 1.
Докажите, что функция Дикмана ρ удовлетворяет неравенству

ρ(u) ≤ 1

Γ(u+ 1)
.

Каких чисел n ≤ N больше для больших N : имеющих простой делитель,
больший

√
N или не имеющих?

Задача 2. Пусть ω(n) — число различных простых делителей числа n, а
ϕ(n) — функция Эйлера

а) Докажите, что ∑
n≤x

ω(n) = x ln lnx+O(x).

б) Докажите, что ∑
n≤x

ω((n, ϕ(n))� ln ln ln lnx.

Задача 3.

а) Докажите, что σ1(n)� n ln lnn, а σk(n)� nk при k > 1.

б) Докажите, что
ϕ(n)� n

ln lnn

в) Докажите, что

ln τk(n) ≤ (ln k + o(1)) lnn

ln lnn
.

Задача 4.
Пусть λd — конечная последовательность вещественных чисел, причем λd 6=
0 только для бесквадратных d. Докажите, что она задает верхнее или ниж-
нее решето соответственно, то есть∑

d|P

λd|Ad| ≥ S(A, P )

тогда и только тогда, когда для любой мультипликативной функции g(d) с
0 ≤ g(p) ≤ 1 и любого n выполнено∑

d|n

g(d)λd ≥
∑
d|n

µ(d)g(d).

(для нижнего решета неравенства в другую сторону)
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Задача 5.
Докажите, что ∑

n≤x

n

ϕ(n)
=
ζ(2)ζ(3)

ζ(6)
x+O(lnx)

и ∑
n≤x

1

ϕ(n)
=
ζ(2)ζ(3)

ζ(6)
lnx+ C +O

(
lnx

x

)
.

Найдите какое-нибудь выражение для константы C.
Задача 6.
Пусть g(n) — неотрицательная мультипликативная функция такая, что g(n) =
O(n1/3) и g(p) = O(1) для простых p. Пусть Λg(n) такова, что

g(n) lnn =
∑
d|n

Λg(d).

Докажите, что носитель Λg лежит во множестве степеней простых чисел.
Докажите, что если ∑

n≤x

g(n) = Cx+O(x1−δ)

для некоторых C, δ > 0, то ∑
p≤x

g(p) ln p

p
∼ lnx.

Задача 7.
Пусть K/Q — конечное расширение, OK — соответствующее кольцо целых.
Пусть g(n) такова, что ∑

n≥1

g(n)

ns
=

∑
0 6=I⊆OK

1

(NI)s
,

то g — мультипликативная функция, удовлетворяющая условиям задачи 6
(сумма по I пробегает все идеалы в OK). Кроме того, g(n) ≤ τd(n), где
d = [K : Q]. Выведите отсюда слабую версию теоремы Ландау: если wf (p)
— число различных корней многочлена f mod p, то для неприводимого f
выполнено ∑

p≤x

wf (p) ln p

p
∼ x.
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