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Определители.

Задача 1. Фиксируем два набора чисел 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛 ∈ R. Вычислите определители следую-
щих матриц: а) (𝛼𝑖𝛽𝑗)1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛; б)

(︀
cos(𝛼𝑖 − 𝛽𝑗)

)︀
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

; в*)
(︀
𝛼𝑗−𝑖−1 mod 𝑛

)︀
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

.

Задача 2. а) Докажите, что для определителя Вандермонда верно равенство

det

⎛⎜⎝ 1 𝑥1 ··· 𝑥𝑛−1
1

1 𝑥2 ··· 𝑥𝑛−1
2

...
... ... ...

1 𝑥𝑛 ··· 𝑥𝑛−1
𝑛

⎞⎟⎠ =
∏︁

1⩽𝑗<𝑖⩽𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗).

б) Вычислите определитель следующей матрицы⎛⎝ 1 𝑥1 𝑥1(𝑥1−1) ··· 𝑥1(𝑥1−1)···(𝑥1−𝑛+1)
1 𝑥2 𝑥2(𝑥2−1) ··· 𝑥2(𝑥2−1)···(𝑥2−𝑛+1)

...
...

... ... ...
1 𝑥𝑛 𝑥𝑛(𝑥𝑛−1) ··· 𝑥𝑛(𝑥𝑛−1)···(𝑥𝑛−𝑛+1)

⎞⎠ .

Задача 3. Покажите, что для линейной независимости набора функций 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 : 𝑀 → k на произ-
вольном множестве 𝑀 необходимо и достаточно существование такого набора точек 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑀 ,
что det

(︀
𝑓𝑖(𝑥𝑗)

)︀
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

̸= 0.
Задача 4. Рассмотрим векторное пространство 𝑛 − 1 раз дифференцируемых функций R → R.

Определим Вронскиан набора функций 𝑊 (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)(𝑡) := det

⎛⎜⎝ 𝑓1(𝑡) ... 𝑓𝑛(𝑡)
𝑓 ′
1(𝑡) ... 𝑓 ′

𝑛(𝑡)

... ... ...
𝑓
(𝑛−1)
1 (𝑡) ... 𝑓

(𝑛−1)
𝑛 (𝑡)

⎞⎟⎠ Докажите, что

если набор функций 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 линейно зависим, то 𝑊 (𝑡) ≡ 0. Верно ли обратное? Докажите, что
если хотя бы в одной точке 𝑊 (𝑡) ̸= 0, то набор функций линейно независим. Докажите, что набор
функций 𝑒𝜆𝑖𝑡, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝜆𝑖 ̸= 𝜆𝑗 линейно независим.

Задача 5. Сколько существует а) матриц 2×2 над полем F𝑝, 𝑝— простое, с заданным определителем;
б) невырожденных 𝑛× 𝑛 матриц над полем из 𝑞 элементов.

Задача 6. а) Покажите, что однородный грассманов квадратичный многочлен 𝜔 от четырёх пере-
менных является произведение двух линейных форм тогда и только тогда, когда 𝜔 ∧ 𝜔 = 0.
Пусть 𝐴 ∈ Mat2×4(k), пусть 𝐴𝑖𝑗 — минор 2× 2 состоящий из 𝑖-го и 𝑗-го столбцов.
б) Покажите, что набор из 6 чисел 𝐴𝑖𝑗 ∈ k образуют набор 2 × 2 миноров матрицы размера 2 × 4
тогда и только тогда, когда выполнено 𝐴12𝐴34 − 𝐴13𝐴24 + 𝐴14𝐴23 = 0.
Существуют ли 2×4 матрицы со следующим набором миноров1 в) {2, 3, 4, 5, 6, 7}; г) {3, 4, 5, 6, 7, 8}?
Если матрица существует приведите пример.

Задача 7. а) Покажите, что любая кососимметричная матрица, т.е. 𝐴𝑡 = −𝐴, нечётного размера
вырождена.
б) Определители кососимметрических матриц размера 2𝑛×2𝑛 является полным квадратом в кольце
многочленов от матричных элементов. Найдите явно выражение корня квадратного из определителя
(со знаком + называтся Пфаффиан).

Задача 8. Вычислите все частные производные вида 𝜕𝑘 det𝐴
𝜕𝑎𝑖1𝑗1 ···𝜕𝑎𝑖𝑘𝑗𝑘

.

Задача 9*. Пусть Γ— связный граф без петель и кратных рёбер. Занумеруем вершины графа числа-
ми от 1 до 𝑛. Рассмотрим матрицу 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛 элементы, которой 𝑎𝑖𝑖 = −#{ребра при вершине 𝑖},
𝑎𝑖𝑗 = 1, если существует ребро 𝑖𝑗, и нулю иначе. Докажите, что
а) det𝐴 = 0;
б) все алгебраические дополнения 𝐴𝑖𝑖 отличны от нуля и равны между собой;
в) Γ— дерево если и только если все 𝐴𝑖𝑖 равны 1.

1написаны в порядке возрастания значений
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