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Ëèñòîê 2.

Ñ÷åòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

Çàäà÷à 1. Ïóñòü pk ≥ 0 è
∑∞

k=1 pk = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ P : 2N → [0, 1], çàäàííàÿ
ôîðìóëîé

P (A) =
∑

k : k∈A
pk

ÿâëÿåòñÿ ñèãìà-àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé.
Çàäà÷à 2. Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà 2N ðàññòîÿíèå

%(P,Q) =
∑
k

|pk − qk|, P (A) =
∑

k : k∈A
pk, Q(A) =

∑
k : k∈A

qk.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìåòðèêà.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ñ òàêîé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñå-

ïàðàáåëüíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî %(Pn, P )→ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ck ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
∑

k ckp
n
k ñõîäèòñÿ ê x =

∑
k ckpk, ãäå âåñà p

n
k çàäàþò

ìåðó Pn, à pk çàäàþò ìåðó P .
Äàëåå â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî N óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü N0 = N ∪ {0}. Ðàññòîÿíèå ìåæäó

âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè íà 2N0 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî è îòëè÷àåòñÿ ëèøü íóìåðàöèåé ñóììû
ñ íóëÿ.
Çàäà÷à 3. (a) Ïðîâåðüòå, ÷òî ìåðà P íà 2N, çàäàííàÿ âåñàìè pk = qk−1p, ãäå p, q ≥ 0, p+q = 1,

âåðîÿòíîñòíàÿ. Òàêàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì p.

(b) Ïðîâåðüòå, ÷òî ìåðà P íà 2N0 , çàäàííàÿ âåñàìè pk = λk

k! e
−λ, λ > 0, âåðîÿòíîñòíàÿ. Òàêàÿ

ìåðà íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü 0 < p < 1, q = 1 − p. Ðàññìîòðèì íà N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ

ìåð Pn, çàäàííûõ òàêèìè âåñàìè pnk , ÷òî p
n
k = 0 ïðè k > n, pnk = qk−1p ïðè k ≤ n − 1 è pnn = qn.

Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî âåðîÿòíîñòíûå ìåðû. Êàê îíè ñâÿçàíû ñî ñõåìîé Áåðíóëëè?
Ïóñòü P � ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p. Äîêàæèòå, ÷òî ‖Pn − P‖ → 0.
Çàäà÷à 5. (Òåîðåìà Ïóàññîíà) Ïóñòü λ > 0. Ðàññìîòðèì íà N0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿò-

íîñòíûõ ìåð Pn, çàäàííûõ òàêèìè âåñàìè pnk , ÷òî p
n
k = 0 ïðè k > n è pnk = Ckn

(
λ
n

)k(
1 − λ

n

)n−k
.

Ðàññìàòðèâàåì äîñòàòî÷íî áîëüøèå íîìåðà n, ïðè êîòîðûõ λ
n < 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâè-

òåëüíî âåðîÿòíîñòíûå ìåðû. Êàê îíè ñâÿçàíû ñî ñõåìîé Áåðíóëëè? Ïóñòü P � ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Äîêàæèòå, ÷òî ‖Pn−P‖ → 0. Êàê ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðè ðàáîòå ñî ñõåìîé Áåðíóëëè?
Çàäà÷à 6. Ïî M ÿ÷åéêàì ðàçìåùàþòñÿ n ÷àñòèö. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü Pk(n,M) òîãî, ÷òî â

ôèêñèðîâàííîé ÿ÷åéêå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî k ÷àñòèö. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn òàêîâà, ÷òî
îòíîøåíèå n/Mn ïîñòîÿííî è ðàâíî λ > 0. Íàéäèòå ïðåäåë limn→∞ Pk(n,Mn).
Çàäà÷à 7. Ïðè íàáîðå ñòðàíèöû êíèãè íàáîðùèê â ñðåäíåì ñîâåðøàåò λ îïå÷àòîê. Èñïîëüçóÿ

çàäà÷ó 5 íàéäèòå äëÿ êíèã ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòðàíèö âåðîÿòíîñòü, ÷òî äàííàÿ ñòðàíèöà íå
ñîäåðæèò îïå÷àòîê è âåðîÿòíîñòü, ÷òî íà äàííîé ñòðàíèöå ðîâíî k îïå÷àòîê?
Çàäà÷à 8. Îöåíèòå ñðåäíåå ÷èñëî èçþìèíîê, êîòîðîå äîëæíî áûòü â îäíîé áóëî÷êå, ÷òîáû íå

áîëåå îäíîé áóëî÷êè èç ñòà áûëî áåç èçþìà.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü P � ñèãìà-àääèòèâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà N, ïðè÷åì pk > 0. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî pk+1 ≤ p2k. Äîêàæèòå, ÷òî íà òàêîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå íåò íåòðèâèàëüíûõ
íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.
Çàäà÷à 10. Ïîñòðîéòå òàêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ñèãìà-àääèòèâíóþ ìåðó P íà 2N, ÷òî ñóùåñòâóåò

ñ÷åòíûé íàáîð íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèé Ak ñ 0 < P (Ak) < 1.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî íà 2N íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñèãìà-àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P ,

÷òî èìååòñÿ íåñ÷åòíûé íàáîð íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèé Ak ñ 0 < P (Ak) < 1.
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Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî íà 2N íå ñóùåñòâóåò ñèãìà-àääèòèâíîé ìåðû P , óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì P (N) = 1 è P (kN) = k−1 äëÿ âñåõ k, ãäå kN� ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êðàòíûõ k.

Àëãåáðû è ñèãìà àëãåáðû

Çàäà÷à 13. ßâëÿåòñÿ ëè àëãåáðîé íàáîð ïîäìíîæåñòâ A ⊂ N, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

|A ∩ {1, 2, . . . , n}|
n

,

ãäå ÷åðåç |E| îáîçíà÷åíî ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà?
Çàäà÷à 14. Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ Ω ïîëîæèì A1 = A è A0 = ∅. Äîêàæèòå, ÷òî ñèãìà-àëãåáðà, ïî-

ðîæäåííàÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè A1, . . . , AN , êîòîðûå â îáúåäèíåíèè äàþò
âñå Ω, â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ âèäà Aε11 tA

ε2
2 t . . . tA

εn
N , ãäå εk ∈ {0, 1}.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ñèãìà-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω ïîðîæäàåòñÿ ìíîæå-
ñòâàìè èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà äèçúþíêòíûå ìíîæåñòâà.
Çàäà÷à 16. Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Íåïóñòîé íàáîð ïîäìíîæåñòâ Π ìíîæåñòâà X íà-

çûâàåòñÿ π-ñèñòåìîé, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ. Íàáîð ïîäìíîæåñòâ
Λ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ λ-ñèñòåìîé (èëè d-ñèñòåìîé), åñëè
1) X ∈ Λ; 2) åñëè A,B ∈ Λ, A ⊂ B, òî B \A ∈ Λ;
3) åñëè An ∈ Λ, An ⊂ An+1, òî ∪nAn ∈ Λ.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè λ-ñèñòåìà ñîäåðæèò π-ñèñòåìó, òî îíà ñîäåðæèò ñèãìà-àëãåáðó, ïîðîæä¼í-

íóþ ýòîé π-ñèñòåìîé.
Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíîå (êàêîå óãîäíî ïî ìîùíîñòè) îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ

(íåâûðîæäåííûõ), ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì.
Çàäà÷à 18. ßâëÿåòñÿ ëè áîðåëåâñêèì (íà B(R)) ìíîæåñòâîì ïîäìíîæåñòâî ÷èñëîâîé ïðÿìîé,

êîòîðîå ñîñòîèò èç òî÷åê, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ áåñêîíå÷íî ìíîãî ñåì¼ðîê?
Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ïîðîæäàþò áîðåëåâñêóþ ñèãìà-

àëãåáðó B(R2): (a) ïðÿìîóãîëüíèêè (a, b]× (c, d], (b) ¾óãëû¿ (−∞, a]× (−∞, b].
Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà íà R2 íå ïîðîæäàåòñÿ:
(a) ïîëóïëîñêîñòÿìè, îáðàçîâàííûìè ïðÿìûìè, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé äàííîé

ïðÿìîé; (b) îêðóæíîñòÿìè; (c) îòðåçêàìè.
Çàäà÷à 21. Ïóñòü A1, A2, A2 � ñèãìà-àëãåáðû íà Ω1, Ω2 è Ω3 ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî

A1 ⊗A2 = σ
(
A1 ×A2 : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2

)
,

A1 ⊗A2 ⊗A3 = σ
(
A1 ×A2 ×A3 : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2, A3 ∈ A3

)
.

Îáîñíóéòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

A1 ⊗A2 ⊗A3 =
(
A1 ⊗A2

)
⊗A3 = A1 ⊗

(
A2 ⊗A3

)
.

Çàäà÷à 22. ßâëÿþòñÿ ëè áîðåëåâñêèìè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà R∞:

(a)
{

(xn) : lim
N→∞

sup
n>N

xn ≤ 1
}
, (b)

{
(xn) : lim

N→∞
|xn| ≥ 1

}
,

(c)
{

(xn) : x1 + . . .+ xn = 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî n
}

?

Çàäà÷à 23. Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ñèãìà-àëãåáðà íà C[0, 1] ñîâïàäàåò ñ ñèãìà àëãåáðîé,
ïîðîæäåííîé öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè.
Çàäà÷à 24. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà íå ïðèíàäëåæàò öèëèíäðè÷åñêîé ñèãìà àë-

ãåáðå R[0,1], íî ïðèíàäëåæàò áîðåëåâñêîé ñèãìà àëãåáðå C[0, 1]:

(a)
{

(xt) : inf
t∈[0,1]

xt > 1
}
, (b)

{
(xt) : lim

t→1−
xt = 0

}
,

(c)
{

(xt) : |xt − xs| ≤ |t− s| ∀s, t ∈ [0, 1]
}
.


