
НМУ, Алгебра-1 Листок 10

Многочлены и симметрические многочлены.

Задача 1. а) Докажите, что многочлен
𝑥𝑝𝑘 − 1

𝑥𝑝𝑘−1 − 1
– неприводим для любого простого 𝑝.

б) Пусть 𝐼 ⊆ 𝑅— собственный идеал в кольце без делителей нуля, и пусть 𝑝(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]— непосто-
янный многочлен со страшим коэффициентом равным единицей. Покажите, что если образ 𝑝(𝑥) в
(𝑅/𝐼)[𝑥] неприводим, то 𝑝(𝑥) неприводим в 𝑅[𝑥].
в) Покажите, что 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 1 неприводим в Z[𝑥, 𝑦].

г) Покажите, что многочлен 1 + 𝑥+
𝑥2

2!
+ . . .+

𝑥2025

2025!
неприводим в Q[𝑥].

Задача 2. а) Покажите, что если многочлен 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] над бесконечным полем
k обращается в нуль во всех точках гиперплоскости 𝑎1𝑥1 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑏 = 0, то он делится на
𝑎1𝑥1 + · · ·+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑏.
б) Разложите на множители многочлен 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧.

Задача 3. а) Найдите дискриминант многочлена 𝑥3 + 𝑝𝑥+ 𝑞.
б) Сколько вещественных корней у многочлена 𝑥3 − 1.1𝑥2 − 1.2𝑥+ 1.2?
в) При каких значениях 𝜆 ∈ C многочлен 𝑥4 − 4𝑥+ 𝜆 имеет кратный корень?

Задача 4. Пусть 𝐸(𝑡) =
∏︀𝑛

𝑖=1(1 + 𝑥𝑖𝑡), 𝐻(𝑡) =
∏︀𝑛

𝑖=1

1

1− 𝑥𝑖𝑡
.

а) Пользуясь равенством 𝐸(𝑡)𝐻(−𝑡) = 1 докажите, что k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝑆𝑛 = k[ℎ1, . . . , ℎ𝑛].

б) Пусть 𝑃 (𝑡) =
∑︀∞

𝑘=1 𝑝𝑘𝑡
𝑘, где 𝑝𝑘 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥

𝑘
𝑖 . Пользуясь равенством 𝑃 (𝑡) =

𝐻 ′(𝑡)

𝐻(𝑡)
докажите, что

k[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
𝑆𝑛 = k[𝑝1, . . . , 𝑝𝑛].

Задача 5. а) Докажите, что

𝑠𝜆(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) =
∑︁
𝜇⪯𝜆

𝑠𝜇(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1)𝑥
|𝜆|−|𝜇|
𝑛 .

Суммирование ведётся по таким 𝜇, что 𝜆1 ≥ 𝜇1 ≥ 𝜆2 ≥ . . . ≥ 𝜆𝑛−1 ≥ 𝜇𝑛−1 ≥ 𝜆𝑛.
б) Докажите, что

𝑠𝜆(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) =
∑︁

𝑇∈𝑆𝑆𝑌 𝑇 (𝜆)

𝑥𝑇 ,

𝑥𝑇 = 𝑥𝑡1
1 . . . 𝑥𝑡𝑛

𝑛 , где 𝑡𝑛 – это сколько раз встречается число 𝑛 в полустандартной таблице 𝑇 . Здесь
полустандартная таблица – это заполнение диаграммы Юнга 𝜆 числами от 1 до 𝑛 таким образом,
что по столбцам числа строго возрастают, а по строкам возрастают нестрого.
в) Покажите, что число полустандартных таблиц равно∏︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝜆𝑖 − 𝜆𝑗 + 𝑗 − 𝑖

𝑗 − 𝑖

г*) Покажите, что число полустандартных таблиц равно∏︁
□∈𝜆

𝑛+ 𝑐(□)

ℎ(□)
,

где произведение берётся по всем клеткам диаграмы Юнга, 𝑐(□) = 𝑗 − 𝑖 (𝑖 - номер строки, 𝑗 - номер
столбца клетки в диаграмме Юнга 𝜆) – содержание клетки, ℎ(□) - длина крюка, проходящего через
клетку.
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