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Листок 4

Задача 4.1. Пусть 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) — бесконечно-дифференцируемые в 𝑥 = 0 функции.
Докажите, что ряд Тейлора функции 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) является свёрткой Коши рядов
Тейлора 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥).

Задача 4.2. Для всех натуральных 𝑛 вычислите 𝑑𝑛(sin2 𝑥2)
𝑑𝑥𝑛

⃒⃒⃒
𝑥=0

.

Задача 4.3. Функция 𝑓 : 𝑋 → R, где 𝑋 — метрическое пространство, называется
гёльдеровой с показателем 𝛼, если

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| ≤ 𝐶𝜌(𝑥, 𝑦)𝛼.

Докажите, что гёльдерова функция на отрезке [0, 1] с показателем 𝛼 > 1 является
постоянной.

Задача 4.4. Будем говорить, что бесконечное произведение
+∞∏︀
𝑛=1

𝑎𝑛 сходится к 𝑃 ≠ 0,
если

lim
𝑁→+∞

𝑁∏︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = 𝑃.

(если 𝑃 = 0, то говорят, что произведение расходится к нулю)

а) Докажите, что если бесконечное произведение
+∞∏︀
𝑛=1

𝑎𝑛 сходится, то lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 1.

б) Докажите, что 𝑒𝑥 ≥ 1 + 𝑥 для всех 𝑥 ∈ R и 𝑒𝑥 ≤ 1
1−𝑥

при 𝑥 < 1.
в) Пусть 𝑎𝑛 ∈ R и

∑︀
𝑛

𝑎2𝑛 сходится. Докажите, что бесконечное произведение
∏︀
𝑛

(1 +

𝑎𝑛) сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд
∑︀
𝑛

𝑎𝑛. Верно ли это без

предположения о сходимости ряда из квадратов?

Задача 4.5. Пусть (𝑋, 𝜌) — метрическое пространство. Докажите, что ̃︀𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑥,𝑦)
1+𝜌(𝑥,𝑦)

тоже задаёт метрику на 𝑋 и что топологии на (𝑋, 𝜌) и (𝑋, ̃︀𝜌) совпадают.

Задача 4.6. Докажите, что выпуклая функция на интервале непрерывна. Всегда ли
она дифференцируема?

Задача 4.7. Пусть 𝑝, 𝑞 > 1 и 1
𝑝
+ 1

𝑞
= 1.

а) Найдите максимум функции 𝑓(𝑦) = 𝑥𝑦 − 𝑦𝑝 при 𝑦 > 0, где 𝑥 > 0.
б) Докажите, что для вещественных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 выполнено неравенство

(|𝑥1|𝑝 + . . .+ |𝑥𝑛|𝑝)1/𝑝(|𝑦1|𝑞 + . . .+ |𝑦𝑛|𝑞)1/𝑞 ≥ 𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛.

Задача 4.8*. Для натурального 𝑛 определим

𝜙𝑛 =

(︂
1 + 𝑛+ . . .+

𝑛𝑛

𝑛!

)︂
𝑒−𝑛.

Докажите, что последовательность 𝜙𝑛 сходится.
Указание: Рассмотрите функцию 𝑓(𝑥) =

(︀
1 + 𝑥+ . . .+ 𝑥𝑛

𝑛!

)︀
𝑒−𝑥


