
8. Лекция 8. Картановские подалгебры. Корневое разложение.

Все алгебры Ли в этой лекции конечномерные и над полем C.

8.1. Картановские подалгебры.

Определение 8.1. Картановская подалгебра это торическая подалгебра h для которой
h = C(h).

Примеры. Диагональные матрицы в sln(C) являются картановской подалгеброй.

Предложение 8.2. Максимальная торическая подалгебра является картановской. В
частности, картановские подалгебры существуют.

Доказательство. Пусть h максимальная торическая подалгебра. Достаточно показать,
что в этом случае C(h) тоже торическая.
1) Покажем, что g0 = C(h) – абелева. Пусть x 2 C(h) и x = xs + xn – абстрактное
разложение Жордана. Тогда xs; xn 2 C(h). Пусть xs 62 h. Тогда [xs; h] = 0 8 h 2
h, значит, h � Cxs торическая, но h – максимальная торическая, значит, xs 2 h. Из
сказанного выше adxs : h �! h нулевой оператор, а значит adx = adxn. По теореме
Энгеля C(h) – нильпотентна. Более того, C(h) – редуктивна, а значит абелева.
2) Покажем, что C(h) состоит из полупростых элементов. Пусть x 2 C(h) и x = xs+xn
– абстрактное разложение Жордана. Тогда для любого y 2 C(h) оператор adxn � ad y
– нильпотентен, значит K(xn; y) = 0. Но ограничение K на C(h) невырождено, значит,
xn = 0 и x = xs.

�

Пусть G (некоторая) соответствующая алгебре Ли g группа Ли.

Теорема 8.3. Все подалгебры Картана полупростой алгебры Ли сопряжены. Иными
словами, если h1; h2 – подалгебры Картана, то существует g 2 G такой, что Ad g(h1) =
h2.

Доказательство. У нас без доказательства. См. Кац, Лекция 9. �

8.2. Классификация представлений sl2(C).

8.3. Классификация представлений sl2(C). Пусть V – произвольное неприводимое
представление sl2(C). Напомним стандартный базис sl2(C):

e =

�
0 1
0 0

�
; h =

�
1 0
0 �1

�
; f =

�
0 0
1 0

�
и коммутационные соотношения

[h; e] = 2e; [h; f ] = �2f; [e; f ] = h

Тогда найдём вектор v 2 V – собственный для h с собственным значением �. Заметим,
что тогда вектор e � v – собственный с собственным значением �+ 2:

h(ev) = eh � v + [h; e] � v = �ev + 2ev = (�+ 2)ev:

Тогда вектор e2v будет собственным с собственным значением �+ 4 и т. д. Так как
представление V конечномерно, то существует такой собственный для h вектор v, что
ev = 0. Пусть hv = �v.

Определение 8.4. Пусть V представление sl2(C) и v 2 V такой, что

ev = 0

hv = �v

Тогда v называется вектором старшего веса, а число � – страшим весом представления
V .


