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Листок 10*
Напоминание: банахов предел 𝜙 — это линейный функционал ℓ∞ такой, что 𝜙((1, 1, . . .)) =
1, 𝜙(𝑥) ≥ 0 при 𝑥 ≥ 0 и 𝜙(𝑇𝑥) = 𝜙(𝑥), где 𝑇 — оператор левого сдвига.

Задача 10.1 (Теорема Сачестона).
Пусть 𝑥 ∈ ℓ∞ — ограниченная вещественная последовательность. Докажите, что
множество значений всех банаховых пределов на 𝑥 совпадает с интервалом [𝑞(𝑥), 𝑝(𝑥)],
где

𝑝(𝑥) = lim
𝑛→+∞

(︂
sup
𝑗

𝑥𝑗 + . . .+ 𝑥𝑛+𝑗−1

𝑛

)︂
и 𝑞(𝑥) = lim

𝑛→+∞

(︂
inf
𝑗

𝑥𝑗 + . . .+ 𝑥𝑛+𝑗−1

𝑛

)︂
(нужно ещё доказать, что эти пределы существуют)

Задача 10.2. Докажите, что замкнутый единичный шар в 𝑐0 не является слабо
компактным.

Задача 10.3 (Лемма Риса).
а) Пусть 𝑌 ⊂ 𝑋 — собственное замкнутое подпространство в нормированном про-

странстве, 0 < 𝜀 < 1. Докажите, что существует 𝑥 ∈ 𝑋 такой, что ||𝑥|| = 1 и
||𝑥− 𝑦|| > 1− 𝜀 для всех 𝑦 ∈ 𝑌 .

б) Докажите, что замкнутый единичный шар в бесконечномерном банаховом простран-
стве не является компактным относительно сильной топологии.

Задача 10.4. Пусть 𝑆 ⊂ 𝐶([0, 1]) — подпространство в непрерывных функциях,
замкнутое как подпространство 𝐿2([0, 1]).

а) Докажите, что нормы || · ||2 и || · ||∞ эквивалентны на 𝑆.
б) Докажите, что слабая и сильная сходимости на 𝑆 совпадают.
в) Заключите, что 𝑆 конечномерно.

Задача 10.5. Пусть 𝐾 — компактное хаусдорфово топологическое пространство, а U

— ультрафильтр на натуральных числах. Докажите, что для любой последователь-
ности 𝑥𝑛 точек 𝐾 существует и единственен ультрапредел

𝑥 = lim
U

𝑥𝑛,

то есть такое 𝑥, что для любого открытого 𝑉 ⊂ 𝐾, содержащего 𝑥, выполнено
{𝑛 : 𝑥𝑛 ∈ 𝑉 } ∈ U.

Задача 10.6 (Компактификация Стоуна-Чеха). Рассмотрим множество 𝛽N всех
ультрафильтров на N. Породим топологию множествами ̂︀𝐴 = {U ∈ 𝛽N : 𝐴 ∈ U}.

а) Докажите, что пространство 𝛽N компактно.
б) Пусть 𝜄 : N → 𝛽N — вложение, сопоставляющее 𝑛 главный ультрафильтр, состоящий

из множеств, содержащих 𝑛. Докажите, что для любого 𝑓 : N → 𝐾, где 𝐾 —
хаусдорфов компакт, существует и единственно непрерывное отображение 𝛽𝑓 такое,
что 𝛽𝑓 ∘ 𝜄 = 𝑓 .

в) Докажите, что 𝛽N экстремально несвязно (замыкание любого открытого множества
открыто) и опишите алгебру 𝐶(𝛽N) непрерывных функций на 𝛽N.
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Задача 10.7 (Теорема Гельфанда-Мазура).
Напомним, что 𝐴 — банахова алгебра, если 𝐴 — банахово пространство и норма
удовлетворяет неравенству ||𝑎𝑏|| ≤ ||𝑎||||𝑏||.
а) Пусть 𝐴 — унитальная банахова алгебра над C, то есть 𝐴 обладает единицей. Пусть

𝑎 ∈ 𝐴 таково, что 𝑎− 𝜆1 обратимо для любого 𝜆 ∈ C. Докажите, что функция

𝜆 →
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒

1

𝑎− 𝜆1

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
непрерывна и достигает максимума. Пусть 𝐷 — множество тех 𝜆, где этот максимум
достигается. Докажите, что 𝐷 замкнуто.

б) Пусть 0 ∈ 𝐷. Рассмотрим натуральное 𝑛 и 𝜁 — примитивный корень степени 𝑛 из 1.
Определим

𝑆𝑛(𝑟) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑚=0

1

𝑎− 𝑟𝜁𝑚
.

Докажите, что для достаточно малых 𝑟 выполнено lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛(𝑟) =
1
𝑎

и заключите,
что 𝑟𝜁𝑚 ∈ 𝐷 для всех 𝜁 и 𝑚.

в) Докажите, что 𝐷 замкнуто и открыто. Заключите, что для банахова алгебра над C,
являющаяся телом (все ненулевые элементы обратимы), изоморфна C.

Задача 10.8 (Теорема Рамсея).
Пусть (𝑉,𝐸) — полный граф на счётном множестве вершин, рёбра которого покрашены
в два цвета: красный и синий. Пусть U — неглавный ультрафильтр на 𝑉 .
а) Для любого 𝑣 ∈ 𝑉 обозначим через 𝑅𝑣 множество таких 𝑤 ∈ 𝑉 , что ребро 𝑣𝑤

красное, а 𝐵𝑣 — таких 𝑤, что 𝑣𝑤 — синее. Докажите, что 𝑅𝑣 или 𝐵𝑣 лежит в U.
В первом случае будем говорить, что 𝑣 — U-красная вершина, а во втором — что
U-синяя.

б) Докажите, что либо множество U-красных, либо множество U-синих вершин лежит
в U.

в) Заключите, что граф (𝑉,𝐸) содержит бесконечный одноцветный полный граф.


