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ËÈÑÒÎÊ 5: ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊËÀÑÑÛ-1

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Ïóñòü γ1 � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä RP∞, ζ � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå íàä RP∞. Äîêàæèòå, ÷òî γ1 ⊕ ζ íåòðèâèàëüíî.

2. Ïóñòü γ � òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP n. Âû÷èñëèòå êîëü-
öî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ CP (γ⊗i1 ⊕ · · · ⊕ γ⊗ik) è ïîëíûé êëàññ ×æåíÿ åãî
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

3. à) Ïóñòü ξ � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, w(ξ) ̸= 1. Äîêàæèòå, ÷òî
íàòóðàëüíîå ÷èñëî min{i : wi(ξ) ̸= 0} åñòü ñòåïåíü äâîéêè.
á) Ïóñòü ξ � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, c(ξ) ̸= 1. Äîêàæèòå, ÷òî
íàòóðàëüíîå ÷èñëî min{i : ci(ξ) ̸= 0} ìîæåò áûòü ëþáûì.

4. Ïóñòü ξ �m-ìåðíîå, η � n-ìåðíîå êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ. Âûðàçèòå c2(ξ⊗η),
c1(S

2ξ), c2(S
2ξ), c1(Λ

2ξ), c2(Λ
2ξ) ÷åðåç êëàññû ×æåíÿ ðàññëîåíèé ξ è η.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíûå êëàññû ×æåíÿ ñèììåòðè÷åñêîé è âíåøíåé ñòåïåíè ðàñ-
ñëîåíèÿ ξ âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c(Λkξ) =
∏

1⩽i1<···<ik⩽n

(1 + xi1 + · · ·+ xik), c(Skξ) =
∏

1⩽i1⩽...⩽ik⩽n

(1 + xi1 + · · ·+ xik),

åñëè âûðàçèòü ïðàâûå ÷àñòè ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè σi(x1, . . . , xn)
è ïîäñòàâèòü âìåñòî íèõ êëàññû ×æåíÿ ci(ξ).

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàññëîåíèÿ F → E → B, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà
Ëåðå�Õèðøà, íî êîëüöà H∗(E;R) è H∗(F ;R)⊗R H∗(B;R) íå èçîìîðôíû.

7. Äîêàæèòå èçîìîðôèçìû êîëåö êîãîìîëîãèé

H∗(U(n);Z) ∼= Λ[u1, . . . , un], H∗(SU(n);Z) ∼= Λ[u2, . . . , un], dimui = 2i− 1.

(Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ðàññëîåíèå U(n− 1) → U(n) → S2n−1.)

8. à) Ïóñòü GLn(C) → Fr(ξ) → X � ðàññëîåíèå ðåïåðîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå n-
ìåðíîìó êîìïëåêñíîìó ðàññëîåíèþ ξ íàäX. Ïóñòü γn � óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå
íàä BU(n). Äîêàæèòå, ÷òî πi(Fr(γn)) = 0 äëÿ âñåõ i ≥ 0.
á) Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ íàä S3 òðèâèàëüíû
(Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå, ÷òî GLn(C) ≃ U(n) è U(2) ∼= S1 × S3.)

9. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà Áåòòè βk(Fl(Cn)) := rankHk(Fl(Cn);Z) êîìïëåêñíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó∑

k≥0

βk(Fl(Cn)) · tk =
n−1∏
i=1

(1 + t2 + · · ·+ t2i) ∈ Z[t].

á) Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ èìååò âèä

H∗(Fl(Cn);Z) ∼= Z[x1, . . . , xn]/(σ1, . . . , σn), deg xi = 2.

10. Äîêàæèòå, ÷òî Fl(γn) ≃ (CP∞)n, ïðè÷¼ì ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
îòîæäåñòâëÿåò ïðîåêöèþ Fl(γn) → BU(n) ñ îòîáðàæåíèåì f : (CP∞)n → BU(n),
êëàññèôèöèðóþùèì ðàññëîåíèå γ1 × · · · × γ1.


