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1. Ïóñòü M3 � çàìêíóòîå îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî M ≃ S3.

2. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîé êðàé.

3. Ïóñòü Mm � çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå, à i : Nn ↪→ Mm �
âëîæåíèå çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü x ∈ Hm−n(M) �
êëàññ, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê i∗[N ] ∈ Hn(M). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
êëàññà êîãîìîëîãèé y ∈ Hn(M) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

⟨i∗(y), [N ]⟩ = ⟨x ⌣ y, [M ]⟩,
ãäå ⟨−,−⟩ : Hk(X;R)×Hk(X;R) → R, ⟨[α], [c]⟩ := α(c) � ñïàðèâàíèå Êðîíåêåðà.

4. Ïóñòü îòîáðàæåíèå çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé f : Nn → Mn

èìååò ñòåïåíü k, òî åñòü f∗([N ]) = k · [M ] ∈ Hn(M).
à) Ïîñòðîéòå ãîìîìîðôèçì f ! : H∗(M) → H∗(N) òàêîé, ÷òî f∗(f

!(x)) = kx.
á) Ïóñòü 1/k ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî f∗ : H∗(N ;R) → H∗(M ;R) � ïðîåêöèÿ íà ïðÿìîå
ñëàãàåìîå, à f ∗ : H∗(M ;R) → H∗(N ;R) � âëîæåíèå ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî. Áóäåò ëè
ïðîåêöèÿ H∗(N ;R) ↠ H∗(M ;R) ãîìîìîðôèçìîì êîëåö?
â) Ïóñòü k = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì π1(N) → π1(M) ñþðúåêòèâåí.

5. Ïóñòü M4k+2 � çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà
H2k+1(M) èìååò ÷¼òíûé ðàíã.

6. Ïóñòü X+ = X ⊔ {∞} � îäíîòî÷å÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà X
(áàçó òîïîëîãèè ñîñòàâëÿþò îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X, à òàêæå ìíîæåñòâà
âèäà {∞} ⊔ X \ K, ãäå K ⊂ X � êîìïàêò.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∞ ∈ X+ èìååò
îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ êîíóñó íàä∞. Äîêàæèòå, ÷òîH∗

c (X) ∼= H∗(X+, {∞}).

7. Ïóñòü âëîæåíèå K → Sn óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè (â
÷àñòíîñòè,K ⊂ Sn çàìêíóòî). Äîêàæèòå èçîìîðôèçì äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà�

Ïîíòðÿãèíà

H̃i(S
n \K) ∼= H̃n−i−1(K).

(Íà ñàìîì äåëå ýòîò èçîìîðôèçì âåðåí äëÿ ëþáîãî ãîìåîìîðôíîãî âëîæåíèÿK →
Sn, åñëè K � ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìûé êîìïàêò.)

8. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå âåðøèí [m] = {1, . . . ,m},
îòëè÷íûé îò ïîëíîãî ñèìïëåêñà ∆m−1. Îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé êîìïëåêñ

K̂ := {I ⊂ [m] : [m] \ I /∈ K},

ò.å. íàáîðàìè âåðøèí ñèìïëåêñîâ èç K̂ ÿâëÿþòñÿ äîïîëíåíèÿ äî íàáîðîâ âåðøèí,
íå ïîðîæäàþùèõ ñèìïëåêñû âK. Äîêàæèòå èçîìîðôèçìû ãðóïï ñèìïëèöèàëüíûõ
(êî)ãîìîëîãèé

H̃j(K) ∼= H̃m−3−j(K̂).

(Ýòî êîìáèíàòîðíàÿ âåðñèÿ äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà�Ïîíòðÿãèíà.)


