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Листок 10

Задача 10.1. Пусть 𝑓0 = 0 и

𝑓𝑛+1(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥) +
𝑥2 − 𝑓𝑛(𝑥)

2

2
.

Докажите, что на отрезке [−1, 1] имеет место равномерная сходимость 𝑓𝑛(𝑥) → |𝑥|
при 𝑛 → +∞.

Задача 10.2. Выведите из формулы
1∫︀
0

𝐵𝑛(𝑡)
2𝑑𝑡 = (−1)𝑛−1 𝑛!2

(2𝑛)!
𝐵2𝑛 соотношение sup

𝑥∈[0,1]
|𝐵𝑛(𝑥)| =

𝑂
(︁

𝑛!
(2𝜋)𝑛

)︁
.

Задача 10.3.
а) Пусть 𝑃𝑘(𝑥) = 𝐵𝑘({𝑥}) — периодический многочлен Бернулли. Докажите, что

(𝑘 + 1)
𝑥∫︀
0

𝑃𝑘(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑃𝑘+1(𝑥)−𝐵𝑘+1.

б) Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑟([𝑀,𝑁 ]), 𝑀 < 𝑁 — натуральные числа. Выведите из задачи 8.2
формулу Эйлера-Маклорена:

𝑁∑︁
𝑛=𝑀+1

𝑓(𝑛) =

∫︁ 𝑁

𝑀

𝑓(𝑡)𝑑𝑡+
𝑓(𝑁)− 𝑓(𝑀)

2
+

𝑟∑︁
𝑘=2

𝐵𝑘

𝑘!
(𝑓 (𝑘−1)(𝑁)− 𝑓 (𝑘−1)(𝑀)) +𝑅𝑟,

причём

|𝑅𝑟| ≤
𝐶

(2𝜋)𝑟

∫︁ 𝑁

𝑀

|𝑓 (𝑟)(𝑡)|𝑑𝑡.

для некоторой абсолютной постоянной 𝐶.

Задача 10.4. Найдите асимптотическое разложение для

𝑁∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
− 𝜋2

6
.

Задача 10.5.
а) Разложите функцию

𝑓(𝑥) =

{︃
1, если 𝑥 < 𝜀

0 иначе

В ряд Фурье на отрезке [0, 1]. Заключите, что

+∞∑︁
𝑛=1

sin2(𝜋𝑛𝜀)

𝜋2𝑛2
=

𝜀− 𝜀2

2
.

б) Устремив 𝜀 → 0, вычислите ∫︁ +∞

0

(︂
sin 𝑥

𝑥

)︂2

𝑑𝑥
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Задача 10.6. Найдите пределы
а)

lim
𝑛→+∞

√
𝑛

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)𝑛𝑑𝑥

б)

lim
𝑛→+∞

𝑛1/4

∫︁ 1

−1

(1− 𝑥4)𝑛𝑑𝑥.

Задача 10.7. Пусть T — единичная окружность в C, а A — алгебра непрерывных
функций вида

𝑓(𝑒𝑖𝜙) = 𝑎0 + 𝑎1𝑒
𝑖𝜙 + . . .+ 𝑎𝑛𝑒

𝑖𝑛𝜙.

Докажите, что это унитальная алгебра, разделяющая точки, но A не плотна в
алгебре 𝐶(T,C) комплекснозначных непрерывных функций на T.


