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Ëèñòîê �3

Ïóñòü f : Rn → Rm, f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), x ∈ Rn.

1) åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂fi
∂xj

â ýòîé

òî÷êå ñóùåñòâóþò;

2) åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂fi
∂xj

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ñóùåñòâóþò è íåïðå-

ðûâíû, òî f äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå;

3) ìàòðèöà îïåðàòîðà ïðîèçâîäíîé f ′
x â ñòàíäàðòíûõ áàçèñàõ â Rn è Rm ðàâíà(

∂fi
∂xj

)i=1,...,m

j=1,...,n

;

4) ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ "ñëîæíîé ôóíêöèè" (ñóïåðïîçèöèè):

ïóñòü φ(x) = f(y), ãäå y = g(x), g : Rn → Rm, f : Rm → Rk. Ïóñòü g äèôôåðåíöè-

ðóåìî â x, à f � â y = g(x). Òîãäà φ äèôôåðåíöèðóåìî â x è φ′
x = f ′

y

∣∣
y=g(x)

· g′x.

Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ (x ∈ Rn). Å¼ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ íàçûâàåòñÿ ãèïåðïî-

âåðõíîñòü f(x) = const. Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè f(x) = const íàçû-

âàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ h ∈ Rn, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
n∑

i=1

∂f

∂xi
hi = 0.

5) äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â íåêîòîðîé òî÷êå ïîðîæäåíà âñåìè âåê-

òîðàìè, êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì íà ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ýòó òî÷êó;

6) äîêàçàòü, ÷òî ãðàäèåíò f íîðìàëåí ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òó

æå òî÷êó (òî åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, ê å¼ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ýòîé òî÷êå);

7) äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå ôóíêöèè f ïðè óñëîâèÿõ Fi(x) = 0

(i = 1, . . . ,m) ãðàäèåíò f ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé Fi,

i = 1, . . . ,m;

8) äîêàçàòü, ÷òî â íåêðèòè÷åñêîé òî÷êå ôóíêöèÿ ëîêàëüíî ìîíîòîííà â íàïðàâ-

ëåíèè ãðàäèåíòà, òî åñòü ìîíîòîííà íà ïðÿìîé x + t∇x ïðè ìàëûõ t, ãäå ∇x �

ãðàäèåíò â x.

Ïëàí ëåêöèè �3. Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ.

Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ. Ìàòðèöà ßêîáè. Òåîðåìà î íåÿâíîì

îòîáðàæåíèè. Òåîðåìà îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Óñëîâíûå

ýêñòðåìóìû. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà.
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