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ËÈÑÒÎÊ 6: ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÊËÀÑÑÛ-2

ËÅÊÒÎÐ: Ò. Å. ÏÀÍÎÂ

1. Äîêàæèòå: âåùåñòâåííîå ðàññëîåíèå ξ îðèåíòèðóåìî ⇔ w1(ξ) = 0.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Òîìà Th(ξ ⊕ Rk) ãîìåîìîðôíî ΣkTh(ξ), ãäå
Σk � k-êðàòíàÿ ïðèâåä¼ííàÿ íàäñòðîéêà, à Rk � òðèâèàëüíîå k-ìåðíîå ðàññëîåíèå.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ÷òî ïðîñòðàíñòâî Òîìà Th(ξ) ãîìåîìîðôíî RP (ξ ⊕ R)/RP (ξ).
Îáíàðóæüòå â ýòèõ òåðìèíàõ èçîìîðôèçì Òîìà.
â) Äîêàæèòå, ÷òî Th(γ1

n)
∼= RP n+1, ãäå γ1

n � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä RP n.
ã) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå êîìïëåêñíûå àíàëîãè ýòèõ óòâåðæäåíèé.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî wn(ξ) = e(ξ)mod 2 äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ
ξ, ò.å. ÷òî êëàññ Ýéëåðà ïåðåõîäèò â n-ûé êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè ïðè ãîìîìîðôèçìå
Hn(B;Z) → Hn(B;Z2).
á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ η âåðíî e(ηR) = cn(η).
â) Äëÿ êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ η âûðàçèòå êëàññû wi(ηR) ÷åðåç êëàññû cj(η).
ã) Äëÿ âåùåñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ ξ âûðàçèòå êëàññû ci(ξ⊗C)mod 2 ÷åðåç êëàññû wj(ξ).

4. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèÿ CP 9 ↬ S23.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γn íàä BO(n) = Gn(R∞) ïðÿìàÿ
ñóììà γn ⊕ γn îðèåíòèðóåìà è å¼ êëàññ Ýéëåðà íå ðàâåí íóëþ.

6. Äëÿ öåëûõ ÷èñåë 0 ≤ k ≤ l îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèÿ Ìèëíîðà

Hkl = {([z0 : . . . : zk], [w0 : . . . : wl]) ∈ CP k × CP l | z0w0 + · · ·+ zkwk = 0}
à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â CP k × CP l.
á) Âû÷èñëèòå åãî êîëüöî êîãîìîëîãèé.

7. à) Ïóñòü s : M → E � (ãëàäêîå) ñå÷åíèå (ãëàäêîãî) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä
ìíîãîîáðàçèåì M , à Γs = {e ∈ E | e = s(p(e))} ⊂ E � åãî ãðàôèê â E. ×åìó èçîìîðôíî
íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê Γs â E?
á) Îêàçàëîñü, ÷òî Γs òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ íóëåâûì ñå÷åíèåì M ⊂ E, è ñëå-
äîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå Zs = Γs ∩ M = s−1(0) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â
M . Äîêàæèòå, ÷òî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê Zs ↪→ M èçîìîðôíî îãðàíè÷åíèþ ξ íà Zs.

8. à) Ïóñòü i : N ↪→ M � âëîæåíèå çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîáðàçèé, ν �
ñîîòâåòñòâóþùåå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå. Ïóñòü íàøëîñü îðèåíòèðîâàííîå ðàññëîåíèå
ξ íà M òàêîå, ÷òî ξ|N è ν èçîìîðôíû. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ i∗[N ] ∈ H∗(M) è êëàññ
Ýéëåðà e(ξ) ∈ H∗(M) äâîéñòâåííû ïî Ïóàíêàðå.
á) Ïóñòü ξ � îðèåíòèðóåìîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä îðèåíòèðóåìûì çàìêíóòûì m-
ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì M . Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññëîåíèå äèñêîâ D(ξ) � êîìïàêòíîå
ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì S(ξ), ðàññëîåíèåì åäèíè÷íûõ ñôåð. Íàéäèòå êëàññ ãîìîëîãèé,
äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå�Ëåôøåöó ê êëàññó Òîìà θ(ξ) ∈ Hn(D(ξ), S(ξ);Z).
â) Ïóñòü f ∈ C[z0, . . . , zn] � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åãî
ìíîæåñòâî íóëåé Zf = {[z0 : . . . : zn] | f(z0, . . . , zn) = 0} � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â
CP n. Íàéäèòå êëàññ êîãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê i∗[Zf ] ∈ H∗(CP n;Z).


