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1. Îïèøèòå êîëüöî H∗(
∨

α Xα) â òåðìèíàõ êîëåö H∗(Xα).

2. Äîêàæèòå, ÷òî âíåøíåå óìíîæåíèå H∗(X)⊗H∗(Y )
×−→ H∗(X ×Y ) � ãîìîìîð-

ôèçì êîëåö.

3. Âû÷èñëèòå ãðóïïû ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé Hi(X,X \ x) äëÿ ãðàôà X è åãî ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè x.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M îðèåíòèðóåìî, åñëè H1(M ;Z/2) = 0.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿM ñ êðàåì ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ
îêðåñòíîñòü êðàÿ U ⊃ ∂M è ãîìåîìîðôèçì U ∼= ∂M × [0, 1), ïðè êîòîðîì ∂M ⊂ U
ïåðåõîäèò â ∂M × {0}.

6. Ïóñòü M � ñâÿçíîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè
ãðóïïàìè ãîìîëîãèé. Íàéäèòå ãðóïïû Hn(M ;Z) è Hn(M ;Z).
à) M êîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå; á) M êîìïàêòíîå íåîðèåíòèðóåìîå;
â) M íåêîìïàêòíîå îðèåíòèðóåìîå; ã)* M íåêîìïàêòíîå íåîðèåíòèðóåìîå.

7. Ñâÿçíàÿ ñóììà n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé M1 è M2 � ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî M1#M2 := (M1 \ U1) ∪∂U1≃∂U2 (M2 \ U2), ãäå Ui ⊂ Mi � ìàëåíüêèå1

îòêðûòûå äèñêè (òàêèì îáðàçîì, ∂U1 ≃ Sn−1 ≃ ∂U2).
à) Äîêàæèòå, ÷òî ïàðà ìíîãîîáðàçèé M1#M2, M1#M2 îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà.
á) Ïóñòü M � ñâÿçíàÿ ñóììà íåñêîëüêèõ ìíîãîîáðàçèé âèäà Si × Sn−i, 0 < i < n.
Îïèøèòå êîëüöî H∗(M).
â) Îïèøèòå êîëüöà êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèé S2 × S2, CP 2#CP 2 è CP 2#CP 2.
Êàêèå èç íèõ èçîìîðôíû?

8. Ïóñòü M1, M2 � çàìêíóòûå n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî Hi(M1#M2) ∼= Hi(M1)⊕Hi(M2) ïðè 0 < i < n− 1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî χ(M1#M2) = χ(M1) + χ(M2)− χ(Sn).
â) Îïèøèòå ãðóïïó Hn−1(M1#M2;Z).

1Ui � îáðàç ìíîæåñòâà {||x|| < 1/2} ïðè ãîìåîìîðôíîì âëîæåíèè {||x|| ≤ 1} = Dn ↪→ Mi.


