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Задача 1. Пусть риманово многообразие имеет постоянную секционную
кривизну k. Доказать, что R(X,Y )Z = k((Y, Z)X − (X,Z)Y ).

Задача 2. Пусть M снабжённое индуцированной метрикой подмногооб-
разие риманова многообразия M̄. Пусть X,Y ∈ TpM, σ = span(X,Y ), а Kσ

и K̄σ обозначают секционные кривизны M и M̄ соответственно. Доказать,
что

Kσ = K̄σ +
(B(X,X), B(Y, Y ))− |B(X,Y )|2

|X|2|Y |2 − (X,Y )2
.

Задача 3. (Теорема Морса-Шёнберга). Пусть M риманово многообра-
зие, γ(t) геодезическая с |γ′(t)| = 1, и существует δ > 0, такая, что в точках
этой геодезической для t ∈ [0, β] все секционные кривизны Kσ ⩽ δ. Тогда
если γ(β) сопряжена с γ(0) на этой геодезической, то β ⩾ π/δ.

Задача 4∗. Пусть p ∈ M, X, Y ∈ TpM, γ(t) = expp tX и J поле Якоби
вдоль γ с начальными данными

J(0) = 0, ∇γ̇J(0) = Y.

Доказать, что

dtXexpp(Y ) =
J(t)

t
.

Доказать, что подпространство Ker dXexpp изоморфно пространству полей
Якоби вдоль γ(t) = expp tX с нулями в p и exppX.

Задача 5∗. Доказать, что на римановом многообразии

d(x, y) = sup{|ψ(x)− ψ(y)| : ψ ∈ C∞, |gradψ| ⩽ 1}.

Задача 6∗. Пусть M полное некомпактное риманово многообразие. До-
кажите, что для любой точки p существует геодезический луч, выходя-
щий из p, то есть геодезическая γ : [0,+∞] −→ M, такая, что γ(0) = p
и d(p, γ(t)) = t для любого t > 0.


