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Часть 1

1. (свойство автомодельности винеровского процесса) Пусть W = {Wt, t ≥
0} — винеровский процесс и a > 0. Доказать, что случайный процесс
Bt =

√
aWt/a — тоже винеровский.

2. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} — винеровский процесс. а) Доказать, что
Bt := tW1/t при t > 0, B0 = 0 – винеровский процесс. б) Доказать,
что случайная величина supt≥0(|Wt| − t) с вероятностью 1 конечна.
в) доказать, что случайные величины supt≥0(|Wt| − t) и supt≥0

|Wt|−1
t

одинаково распределены.

3. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} — винеровский процесс. Доказать, что случай-
ные величины supt≥0(|Wt|−t) и supt≥0

W 2
t

(1+t)2 одинаково распределены.
Указание: свойство автомодельности винеровского процесса.

4. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} — винеровский процесс. Случайный процесс
W 0 на [0, 1] называется броуновским мостом, если W 0

t = Wt− tW1, t ∈
[0, 1]. Доказать что случайные величины supt≥0

|Wt|
1+t и supt∈[0,1] |W 0

t |
одинаково распределены. Указание: подобрать неслучайные функции
f и g так, чтобы процесс t 7→ f(t)W 0

g(t) оказался винеровским.

5. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} — винеровский процесс, f : R+ → R – непре-
рывная функция, f(0) > 0. Доказать, что P(supt>0(Wt−f(t)) = 0) = 0.
Указание: если ξ и η независимы и ξ имеет плотность, то ξ + η имеет
плотность.

6. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} — винеровский процесс, Mt = sups≤t Ws. Най-
ти совместную плотность (Mt,Wt). Указание: найти выражение для
вероятности P(Mt > a,Wt ≤ b), при a ≥ b.

7. Найти плотность максимального нуля винеровского процесса на от-
резке [0, 1] (т.е. случайной величины sup{t ∈ [0, 1] : Wt = 0}).
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Часть 2

1. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} — винеровский процесс, а непрерывный про-
цесс X = {Xt, t ≥ 0} согласован с естественной фильтрацией W и та-

ков, что
∞∫
0

X2
sds = ∞ п.н. Доказать, что случайная величина

τ∫
0

XsdWs

имеет стандартное нормальное распределение, если τ = inf{t > 0 :
t∫
0

X2
sds = 1}.

2. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} — винеровский процесс, а τ — марковский мо-
мент относительно естественной фильтрации W. Рассмотрим случай-
ный процесс Xt = I{t ≤ τ}, t ≥ 0. а) Доказать, что при фиксированном
t > 0 существует последовательность простых функций {Xn, n ≥ 1},
сходящаяся к X в L2([0, t]×Ω) (и. следовательно, определен интеграл

Ито от X); б) какой случайной величине равен
t∫
0

XsdWs? в) доказать,

что если Eτ < ∞, то EWτ = 0.

3. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} – винеровский процесс, и µ ̸= 0, a > 0. а)
доказать, что P(maxs≤t(Ws + µs) ≥ a) = EI{τa ≤ t}eµWt−µ2t/2, где
τa = inf{t > 0 : Wt = a}. б) найти выражение для этой вероятности
через элементарные функции и стандартную нормальную функцию
распределения. (указание: найти плотность τa и использовать тожде-
ство a

x3/2 = ∂
∂x

µx−a√
x

− ∂
∂x

µx+a√
x

).

4. Пусть W = {Wt, t ≥ 0} – винеровский процесс. а) Доказать, что

Bt =
t∫
0

sgn(Ws)dWs — тоже винеровский процесс. б) Является ли слу-

чайный вектор (W1, B1) гауссовским?

5. Доказать, что локальное время в нуле Lt винеровского процесса W =
{Wt, t ≥ 0} обладает таким свойством:

Lt = lim
ε→0

1

2ε

t∫
0

I{|Ws| < ε}ds п.н., t > 0.
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