
4. Лекция 4. Одсосвязные группы Ли. Три теоремы Ли.

Предложение 4.1. (1) Связная компонента единицы G0 группы Ли G является
нормальной подгруппой Ли, в частности для любой группы Ли имеется корот-
кая точная последовательность

1 �! G0 �! G �! G=G0 �! 1

(2) Фактор группа G=G0 является дискретной группой Ли

Доказательство. 1) Образ связного множества при непрерывном отображении связен.
В частности, при непрерывном отображении образ компоненты связности целиком по-
падает в некоторую компоненту связности. Это означает, что

(1) S(G0) � G0, так как S(e) = e. В частности, для любого g 2 G0 имеем g�1 2 G0.
(2) Для g 2 G0 имеем gG0 � G0, так как gg�1 = e 2 G0.
(3) Для g 2 G имеем gG0g�1 � G0, так как geg�1 = e 2 G0.

Таким образом, G0 является номральной подгруппой группы Ли G.
2) Отображение p : G �! G=G0 является гомоморфизмом групп Ли, при этом прооб-

раз каждой точки, является компонентой связности, то есть открытым подмножеством
в G. Это значит, что каждая точка открыта в факторе.

�

Замечание. Точная последовательность, вообще говоря, не расщепима. Рассмотрим
группу Ли G матриц вида 1 m a

0 1 n
0 0 1

 ;m; n 2 Z; a 2 R:

Отметим, что подгруппа матриц вида G0 =

1 0 a
0 1 0
0 0 1

 ; a 2 R является связной ком-

понентной единицы и G=G0 ’ Z2.
Отсюда получаем точную последовательность 1 �! R i�! G

��! Z2 �! 1, которая не рас-
щепляется. В самом деле, для любого поднятия s : Z2 �! G (т.е. такого гомоморфизма
групп, что s � � = id) имеем

s(1; 0)s(0; 1)s(1; 0)�1s(0; 1)�1 =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 6= 1:

Последнее предложение в некотором смысле сводит изучение произвольных групп
Ли к связным и к изучению вопроса о расширении связных групп Ли дискретными. В
дальнейшем мы сосредоточим своё внимание на связных группах Ли. Отметим важное
свойство связных групп Ли.

Предложение 4.2. Связная группа Ли G порождается любой окрестностью единицы
U .

Доказательство. Действительно, пусть H – подгруппа в G, порождённая некоторой
окрестностью единицы U . Тогда G является дизъюнктынм объединением

G =
⋃
g2I

gH;

где I – набор представителей смежных классов G=H. Заметим, что подгруппа H –
открыта. Тогда и любой смежный класс gH открыт. Из связности G следует, что G =
H. �
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