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1. Линейные пространства

Â øêîëüíîé ïëàíèìåòðèè è ñòåðåîìåòðèè вектором (èëè свободным вектором)
íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè èëè â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì äâà íàïðàâëåííûõ îòðåçêà ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè
êîëëèíåàðíû, îäèíàêîâî íàïðàâëåíû è ðàâíû ïî äëèíå.
Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà èëè òðåóãîëüíèêà è

óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà îáëàäàþò ðÿäîì ñâîéñòâ, àêñèîìàòèçà-
öèÿ êîòîðûõ ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ìû îïðåäåëèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì k, ýëåìåíòû êî-

òîðîãî ìû ÷àñòî áóäåì íàçûâàòü числами èëè скалярам. Íà ïåðâûõ ïîðàõ ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî k � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R. Ñî âðåìåíåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïîëå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C è ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, à òàêæå êîíå÷íûå ïîëÿ.

1.1. Определение и примеры.

Определение 1.1. Линейным (èëè векторным) пространством íàä ïîëåì k íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî 𝑉 c çàäàííûìè íà í¼ì îïåðàöèÿìè сложения ¾+¿ äâóõ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà 𝑉 ,

+: 𝑉 × 𝑉 → 𝑉, (u , v) ↦→ u + v

è умножения ¾·¿ ýëåìåíòîâ 𝑉 íà ýëåìåíòû ïîëÿ k,

· : k× 𝑉 → 𝑉, (𝜆, v) ↦→ 𝜆 · v ,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) u + v = v + u äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 ;
2) (u + v) +w = u + (v +w) äëÿ ëþáûõ u , v ,w ∈ 𝑉 ;
3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ 𝑉 , ÷òî v + 0 = v äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 ;
4) äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −v ∈ 𝑉 , ÷òî v + (−v) = 0;
5) 𝜆 · (u + v) = 𝜆 · u + 𝜆 · v äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 è 𝜆 ∈ k;
6) (𝜆+ 𝜇) · v = 𝜆 · v + 𝜇 · v äëÿ ëþáûõ v ∈ 𝑉 è 𝜆, 𝜇 ∈ k;
7) 𝜆 · (𝜇 · v) = (𝜆𝜇) · v äëÿ ëþáûõ v ∈ 𝑉 è 𝜆, 𝜇 ∈ k;
8) 1 · v = v äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 .

Ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ векторами. Ñâîéñòâà 1)�4) îçíà-
÷àþò, ÷òî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé (êîììóòàòèâíîé) ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ. Ýëåìåíò 0 íàçûâàåòñÿ нулевым вектором, à ýëåìåíò (−v) íàçûâàåòñÿ
противоположным вектором ê v .
Ñâîéñòâà 5)�8) îçíà÷àþò, ÷òî ïîëå k линейно действует íà 𝑉 . Îáû÷íî ìû áóäåì

îïóñêàòü çíàê óìíîæåíèÿ ·.
Äàëåå ãîâîðÿ î пространстве ìû áóäåì èìåòü ââèäó ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Âîò íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Предложение 1.2.

à) 0v = 𝜆0 = 0 для любых v ∈ 𝑉 , 𝜆 ∈ k;
á) (−1)v = −v для любого v ∈ 𝑉 ;
â) если 𝜆v = 0, то либо 𝜆 = 0, либо v = 0.

Доказательство. Äîêàæåì à). Äåéñòâèòåëüíî, 0v+0v = (0+0)v = 0v , îòêóäà 0v = 0
ïî ñâîéñòâó ñîêðàùåíèÿ â àáåëåâîé ãðóïïå. Àíàëîãè÷íî, 𝜆0 + 𝜆0 = 𝜆(0 + 0) = 𝜆0,
ò.å. 𝜆0 = 0.
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Äîêàæåì á). Äåéñòâèòåëüíî, v + (−1)v = 1v + (−1)v = (1 + (−1))v = 0v = 0, ò.å.
âåêòîð (−1)v ïðîòèâîïîëîæåí ê v .
Íàêîíåö, äîêàæåì â). Åñëè 𝜆 ̸= 0, òî 0 = 𝜆−1(𝜆v) = (𝜆−1𝜆)v = 1v = v . □

Пример 1.3.
1. Ìíîæåñòâî {0}, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà 0, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì íàä ëþáûì ïîëåì.

2. Ìíîæåñòâà âåêòîðîâ íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè, â ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì R.
3. Ïîëå k ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ñàìèì ñîáîé.

4. Ïîëå C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R, à ïîëå R ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Áîëåå îáùî, åñëè k1 �
ïîäïîëå â k2 (ò.å. k2 ÿâëÿåòñÿ расширением ïîëÿ k1), òî k2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì íàä k1.

5. Ïóñòü

k𝑛 :=
{︀
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥𝑖 ∈ k

}︀
� ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (строк) ôèêñèðîâàííîé äëèíû 𝑛 èç ýëåìåíòîâ
ïîëÿ k. Îïåðàöèè ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû, ò.å.

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) + (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) := (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛),

𝜆 · (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) := (𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2, . . . , 𝜆𝑥𝑛),

çàäàþò íà k𝑛 ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä k. Îíî íàçûâàåòñÿ 𝑛-мерным
координатным (èëè арифметическим) пространством над k. Ìû â îñíîâíîì áóäåì
èìåòü äåëî ñ ïðîñòðàíñòâàìè R𝑛 è C𝑛.
Ïðè 𝑛 = 1 ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî èç ïðèìåðà 3.

6. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå 𝑋 ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå k,
îáîçíà÷àåìîå k𝑋 , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîòî-
÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ (ò.å. çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑓 + 𝑔 â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) è ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû (ò.å. (𝜆 · 𝑓)(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥)). Â ñëó÷àå,
êîãäà 𝑋 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç 𝑛 ýëåìåíòîâ, ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî k𝑛 èç
ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

7. Ìíîæåñòâî 𝐶(R) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé è ìíîæå-
ñòâî 𝐶[𝑎, 𝑏] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè
íàä R. Òàêæå ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé (íà ïðÿìîé èëè íà îòðåçêå).

8. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïðîñòðàíñòâîì.

9. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî R∞, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ (òàêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ финитными). Òîãäà R∞ � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîýëåìåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà. Ïðîñòðàí-
ñòâî R∞ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ áåñêîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì

⋃︀
𝑛⩾0R𝑛.

Ïðîñòðàíñòâî ̂︀R∞ всех áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïðîñòðàíñòâîì.
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10. Ìíîæåñòâî k[𝑥] ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ êîýôôèöèåíòàìè â k ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òàêæå ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
k𝑛[𝑥] ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 𝑛.

11. Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑚 × 𝑛 ñ ýëåìåíòàìè èç k îáðàçóåò ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî Matk(𝑚,𝑛) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ìàòðèö è ïîýëåìåíòíîãî
óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà ÷èñëà. Ïðè 𝑚 = 1 ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâî ñòðîê k𝑛.

Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ìû ñòîëêíóëèñü ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ïîäìíîæåñòâî ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäó-
þùåìó îïðåäåëåíèþ.

Определение 1.4. Ïîäìíîæåñòâî 𝑊 ⊂ 𝑉 ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ
подпространством, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u , v ∈ 𝑊 è ñêàëÿðà 𝜆 ∈ k ìû èìååì
u+v ∈ 𝑊 è 𝜆u ∈ 𝑊 . Äðóãèìè ñëîâàìè,𝑊 � ïîäïðîñòðàíñòâî, åñëè𝑊 ñàìî ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 .

Пример 1.5. Âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ.

1. {0} ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 .

2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ çàäàííîìó âåêòîðó, ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì â ïðîñòðàíñòâå âñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå.

3. Ïðîñòðàíñòâî 𝐶(R) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðî-
ñòðàíñòâå RR âñåõ ôóíêöèé íà R.
4. Ïðîñòðàíñòâî R∞ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì

â ïðîñòðàíñòâå ̂︀R∞ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

5. k𝑛[𝑥] ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â k𝑚[𝑥] ïðè 𝑚 ⩾ 𝑛, à òàêæå â k[𝑥].

1.2. Линейная зависимость. Базис. Размерность. Ïóñòü 𝑉 � ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä ïîëåì k.

Определение 1.6. Линейной комбинацией ñèñòåìû âåêòîðîâ v 1, . . . , v 𝑘 ïðîñòðàí-
ñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ ñóììà âèäà 𝜆1v 1 + . . .+ 𝜆𝑘v 𝑘, ãäå 𝜆𝑖 ∈ k.
Линейной комбинацией áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû âåêòîðîâ {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} íàçûâàåòñÿ ñóì-

ìà âèäà
∑︀

𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖, â êîòîðîé ëèøü конечное ÷èñëî ñêàëÿðîâ 𝜆𝑖 îòëè÷íî îò íóëÿ.
Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

∑︀
𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖 íàçûâàåòñÿ тривиальной, åñëè â íåé âñå êîýôôè-

öèåíòû 𝜆𝑖 ðàâíû íóëþ.
Линейной оболочкой ñèñòåìû âåêòîðîâ {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ëè-

íåéíûõ êîìáèíàöèé ýòîé ñèñòåìû. Äëÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå
⟨v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ èëè ⟨v 1, . . . , v 𝑘⟩ â ñëó÷àå êîíå÷íîé ñèñòåìû.
Ñèñòåìà âåêòîðîâ {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) íàçûâàåòñÿ линейно

зависимой, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà 𝜆𝑖, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî
∑︀

𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖 =
0 (ò.å. ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ñèñòåìû, ðàâíàÿ
íóëþ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ линейно независимой.

Предложение 1.7. Линейная оболочка ⟨v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ является линейным подпро-
странством в 𝑉 . Более того, ⟨v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ является наименьшим по включению ли-
нейным подпространством, содержащим все векторы системы {v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼}.

Доказательство. Ñóììà âåêòîðîâ ñèñòåìû è ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ âåêòîðà ñèñòå-
ìû íà ñêàëÿð ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè è ïîòîìó ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîé
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îáîëî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, ⟨v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩ � ïîäïðîñòðàíñòâî. Åñëè 𝑊 � ïðîèçâîëüíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âñå âåêòîðû èç {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼}, òî 𝑊 òàêæå ñîäåðæèò âñå
èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, à çíà÷èò 𝑊 ñîäåðæèò ⟨v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼⟩. □

Лемма 1.8. Если система векторов {v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} линейно зависима, то один из век-
торов системы является линейной комбинацией остальных.

Доказательство. Ïóñòü 𝜆1v 1 + . . .+ 𝜆𝑘v 𝑘 = 0, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò 𝜆𝑖 ̸= 0. Òîãäà

𝜆𝑖v 𝑖 = −𝜆1v 1 − . . .− 𝜆𝑖−1v 𝑖−1 − 𝜆𝑖+1v 𝑖+1 − . . .− 𝜆𝑘v 𝑘.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà 𝜆−1
𝑖 , ïîëó÷èì, ÷òî v 𝑖 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèåé âåêòîðîâ v 1, . . . , v 𝑖−1, v 𝑖+1, . . . , v 𝑘. □

Определение 1.9. Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} íàçûâàåòñÿ
базисом ïðîñòðàíñòâà 𝑉 , åñëè êàæäûé âåêòîð v ∈ 𝑉 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè

∑︀
𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖. Äðóãèìè ñëîâàìè, áàçèñîì íàçûâàåòñÿ максимальная (ïî

âêëþ÷åíèþ) ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 .
Ïðîñòðàíñòâî 𝑉 íàçûâàåòñÿ конечномерным, åñëè â í¼ì ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòî-

ÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
бесконечномерным.

Предложение 1.10. Если {v𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} — базис пространства 𝑉 , то представление
любого вектора v ∈ 𝑉 в виде линейной комбинации

∑︀
𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v𝑖 единственно.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v =
∑︀

𝑖∈𝐼 𝜆𝑖v 𝑖 =
∑︀

𝑖∈𝐼 𝜇𝑖v 𝑖, òî ïîëó÷àåì
0 =

∑︀
𝑖∈𝐼(𝜆𝑖 − 𝜇𝑖)v 𝑖. Òàê êàê ñèñòåìà {v 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, èç ïîñëåä-

íåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî 𝜆𝑖 = 𝜇𝑖, ò.å. äâà ïðåäñòàâëåíèÿ v â âèäå ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé ñîâïàäàþò. □

Теорема 1.11. В конечномерном пространстве все базисы состоят из одного числа
элементов.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò îïèðàòüñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Лемма 1.12. Пусть e1, . . . , e𝑚 и f1, . . . , f𝑛 — две (конечных) линейно независимых
системы векторов, причём вторая система содержится в линейной оболочке пер-
вой системы. Тогда 𝑛 ⩽ 𝑚.

Доказательство. Ïóñòü f 𝑗 = 𝑎1𝑗e1 + . . . + 𝑎𝑚𝑗e𝑚, 𝑎𝑖𝑗 ∈ k, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Òàê êàê
f 1, . . . , f 𝑛 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, ìû èìååì

(1) 𝑥1f 1 + . . .+ 𝑥𝑛f 𝑛 = 0 ⇐⇒ 𝑥1 = . . . = 𝑥𝑛 = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (1) âûðàæåíèÿ f 𝑖 ÷åðåç e1, . . . , e𝑚, ïîëó÷àåì:

0 = 𝑥1(𝑎11e1 + . . .+ 𝑎𝑚1e𝑚) + . . .+ 𝑥𝑛(𝑎1𝑛e1 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛e𝑚) =

= (𝑎11𝑥1 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛)e1 + . . .+ (𝑎𝑚1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛)e𝑚.

Òàê êàê e1, . . . , e𝑚 � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé:⎧⎨⎩ 𝑎11𝑥1 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0

. . .
𝑎𝑚1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0

Åñëè 𝑛 > 𝑚, òî ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1). □
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Доказательство теоремы 1.11. Ïóñòü 𝑉 � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïî îïðå-
äåëåíèþ, â 𝑉 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé áàçèñ e1, . . . , e𝑚. Ïóñòü {f 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} � äðóãîé
áàçèñ. Åñëè ýòî áàçèñ áåñêîíå÷åí, òî â í¼ì ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìàÿ ñèñòåìà f 1, . . . , f 𝑛, ãäå 𝑛 > 𝑚. Ïðè ýòîì, òàê êàê e1, . . . , e𝑚 � áàçèñ, ìû
èìååì {f 1, . . . , f 𝑛} ⊂ ⟨e1, . . . , e𝑚⟩, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1.12. Ñëåäîâàòåëüíî áà-
çèñ {f 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} êîíå÷åí, ò.å. èìååò âèä f 1, . . . , f 𝑛. Òîãäà {f 1, . . . , f 𝑛} ⊂ ⟨e1, . . . , e𝑚⟩ è
{e1, . . . , e𝑚} ⊂ ⟨f 1, . . . , f 𝑛⟩, è èç ëåììû 1.12 âûòåêàåò, ÷òî 𝑚 = 𝑛. □

Определение 1.13. Размерностью êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉
(îáîçíà÷åíèå: dim𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ëþáîì áàçèñå 𝑉 . Åñëè æå 𝑉
áåñêîíå÷íîìåðíî, òî ìû ïèøåì dim𝑉 = ∞.
Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû âåêòîðîâ {e 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} íàçûâàåòñÿ рангом

ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Замечание. Â ïðîñòðàíñòâå {0} áàçèñîì åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅.
Ìû èìååì dim{0} = 0, òàê êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç 0 ýëåìåíòîâ.

Предложение 1.14. Подпространство 𝑊 конечномерного пространства 𝑉 конеч-
номерно, причём dim𝑊 ⩽ dim𝑉 , и равенство достигается только при 𝑊 = 𝑉 .

Доказательство. Ïóñòü dim𝑉 = 𝑚 è e1, . . . , e𝑚 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Åñëè
dim𝑊 > 𝑚, òî â 𝑊 íàéä¼òñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà f 1, . . . , f 𝑛 ñ 𝑛 > 𝑚.
Òîãäà {f 1, . . . , f 𝑛} ⊂ ⟨e1, . . . , e𝑚⟩ = 𝑉 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1.12. Ñëåäîâàòåëüíî,
dim𝑊 ⩽ dim𝑉 .
Ïóñòü dim𝑊 = dim𝑉 = 𝑚 è ïóñòü f 1, . . . , f 𝑚 � áàçèñ â𝑊 . Òîãäà êàæäûé âåêòîð e 𝑖

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f 1, . . . , f 𝑚, òàê êàê èíà÷å ìû áû ïîëó÷èëè ëèíåéíî íåçà-
âèñèìóþ ñèñòåìó f 1, . . . , f 𝑚, e 𝑖 èç𝑚+1 âåêòîðîâ â 𝑉 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1.11.
Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé âåêòîð èç 𝑉 ëåæèò â ⟨f 1, . . . , f 𝑚⟩ = 𝑊 , ò.å. 𝑉 = 𝑊 . □

Теорема 1.15. Любой базис подпространства 𝑊 конечномерного пространства 𝑉
можно дополнить до базиса всего пространства 𝑉 .

Доказательство. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.14, ïðîñòðàíñòâî𝑊 êîíå÷íîìåðíî; ïóñòü
e1, . . . , e𝑟 � åãî áàçèñ. Åñëè 𝑊 = 𝑉 , òî e1, . . . , e𝑟 � áàçèñ â 𝑉 è äîêàçûâàòü íå÷å-
ãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â 𝑉 íàéä¼òñÿ âåêòîð e𝑟+1 /∈ ⟨e1, . . . , e𝑟⟩ = 𝑊 . Ðàññìîòðèì
ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊1 = ⟨e1, . . . , e𝑟, e𝑟+1⟩ ⊂ 𝑉 . Åñëè 𝑊1 = 𝑉 , òî âñ¼ äîêàçàíî. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî ñòðîèì ïîäïðîñòðàíñòâî𝑊2 = ⟨e1, . . . , e𝑟, e𝑟+1, e𝑟+2⟩ ⊂ 𝑉 ,
è òàê äàëåå. Ïóñòü 𝑘 = dim𝑉 − dim𝑊 . Òîãäà íà 𝑘-ì øàãå ìû ïîëó÷èì ïîäïðîñòðàí-
ñòâî 𝑊𝑘 ⊂ 𝑉 ñ dim𝑊𝑘 = dim𝑉 . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.14, 𝑊𝑘 = 𝑉 , à çíà÷èò ìû
äîïîëíèëè áàçèñ e1, . . . , e𝑟 â 𝑊 äî áàçèñà â 𝑉 âåêòîðàìè e𝑟+1, . . . , e𝑟+𝑘. □

Замечание. Íà ñàìîì äåëå ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà èìååò ìåñòî è â áåñêîíå÷íîìåð-
íîì ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå (äàæå áåñêîíå÷íîìåðíîì) ñóùåñòâó-
åò áàçèñ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, õîòÿ è íå ñëîæíî, èñïîëüçóåò àáñòðàêòíûå
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ïîñòðîåíèÿ (лемму Цорна), êîòîðûå âûõîäÿò çà ðàìêè
äàííîãî êóðñà. Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [KM, �1.2].

Пример 1.16.
1. Â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå k𝑛 èìååòñÿ стандартный áàçèñ e1, . . . , e𝑛, ãäå

e 𝑖 = (0, . . . , 1, . . . , 0)� ñòðîêà, â êîòîðîé íà 𝑖-ì ìåñòå ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ �
íóëè. Òàêèì îáðàçîì, dimk𝑛 = 𝑛.
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2. Â ïðîñòðàíñòâå k𝑛[𝑥] ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ⩽ 𝑛 èìååòñÿ áàçèñ èç îäíî÷ëåíîâ
1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Òàêèì îáðàçîì, dimk𝑛[𝑥] = 𝑛 + 1. Â ïðîñòðàíñòâå k[𝑥] âñåõ ìíîãî-
÷ëåíîâ èìååòñÿ áåñêîíå÷íûé áàçèñ èç îäíî÷ëåíîâ 1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3, . . . âñåõ ñòåïåíåé. Òàêèì
îáðàçîì, dimk[𝑥] = ∞.

3. Â ïðîñòðàíñòâå ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé R∞ èìååòñÿ áåñêîíå÷íûé áàçèñ
e1, e2, . . ., ãäå e 𝑖 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé íà 𝑖-ì ìåñòå
ñòîèò 1, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ � íóëè. Çàìåòèì, ÷òî ýòà æå ñèñòåìà e1, e2, . . . не

является áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå ̂︀R∞ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, íà-
ïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ åäèíèö íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
(êîíå÷íîé) ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé e1, e2, . . ..

Далее все пространства мы будем предполагать конечномерными, ес-

ли явно не указано противное.

1.3. Пересечение и сумма подпространств, их размерности.

Предложение 1.17. Пересечение 𝑉1 ∩ 𝑉2 подпространств пространства 𝑉 также
является подпространством.

Доказательство. Äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2 è 𝜆 ∈ k ñóììà u + v è ïðîèçâåäåíèå 𝜆v
òàêæå ëåæàò è â 𝑉1, è â 𝑉2, à çíà÷èò è â ïåðåñå÷åíèè 𝑉1 ∩ 𝑉2. □

Â îòëè÷èå îò ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ 𝑉1 ∪ 𝑉2 â îáùåì ñëó÷àå íå
áóäåò ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Определение 1.18. Суммой 𝑉1 + 𝑉2 ïîäïðîñòðàíñòâ 𝑉1 è 𝑉2 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ v ∈ 𝑉 , êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
v = v 1 + v 2, ãäå v 1 ∈ 𝑉1 è v 2 ∈ 𝑉2.

Предложение 1.19. Сумма подпространств является линейной оболочкой их объ-
единения: 𝑉1 + 𝑉2 = ⟨𝑉1 ∪ 𝑉2⟩. Таким образом, 𝑉1 + 𝑉2 является линейным подпро-
странством.

Доказательство. Âêëþ÷åíèå 𝑉1 + 𝑉2 ⊂ ⟨𝑉1 ∪ 𝑉2⟩ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âåêòîð v 1 + v 2

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v 1, v 2 ∈ 𝑉1 ∪ 𝑉2.
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ⟨𝑉1 ∪ 𝑉2⟩ ⊂ 𝑉1 + 𝑉2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáè-

íàöèþ v = 𝜆1u1 + . . . + 𝜆𝑛u𝑛 âåêòîðîâ u1, . . . ,u𝑛 ∈ 𝑉1 ∪ 𝑉2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
u1, . . . ,u𝑘 ëåæàò â 𝑉1, à u𝑘+1, . . . ,u𝑛 ëåæàò â 𝑉2. Òîãäà ìû èìååì v = v 1 + v 2, ãäå
v 1 = 𝜆1u1 + . . . + 𝜆𝑘u𝑘 ∈ 𝑉1 è v 2 = 𝜆𝑘+1u𝑘+1 + . . . + 𝜆𝑛u𝑛 ∈ 𝑉2. Ñëåäîâàòåëüíî,
v ∈ 𝑉1 + 𝑉2. □

Теорема 1.20. Для любых подпространств 𝑉1 и 𝑉2 линейного пространства 𝑉 име-
ет место равенство

dim𝑉1 + dim𝑉2 = dim(𝑉1 + 𝑉2) + dim(𝑉1 ∩ 𝑉2).

Доказательство. Âûáåðåì áàçèñ e1, . . . , e𝑘 ïðîñòðàíñòâà 𝑉1 ∩ 𝑉2. Âîñïîëüçîâàâøèñü
òåîðåìîé 1.15, äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , e𝑘, f 1, . . . , f 𝑙 ïðîñòðàíñòâà 𝑉1 è äî áà-
çèñà e1, . . . , e𝑘, g1, . . . , g𝑚 ïðîñòðàíñòâà 𝑉2. Òîãäà ìû èìååì

(2) dim(𝑉1 ∩ 𝑉2) = 𝑘, dim𝑉1 = 𝑘 + 𝑙, dim𝑉2 = 𝑘 +𝑚.

Äîêàæåì, ÷òî e1, . . . , e𝑘, f 1, . . . , f 𝑙, g1, . . . , g𝑚 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉1 + 𝑉2.
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Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî òàê êàê 𝑉1 + 𝑉2 = ⟨𝑉1 ∪ 𝑉2⟩, ëþáîé âåêòîð èç 𝑉1 +
𝑉2 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòó ñèñòåìó âåêòîðîâ. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà
ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ïóñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(3) 𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑘e𝑘 + 𝜇1f 1 + . . .+ 𝜇𝑙f 𝑙 + 𝜈1g1 + . . .+ 𝜈𝑚g𝑚 = 0.

Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

𝜆1e1 + . . .+ 𝜆𝑘e𝑘 + 𝜇1f 1 + . . .+ 𝜇𝑙f 𝑙 = −𝜈1g1 − . . .− 𝜈𝑚g𝑚.

Âåêòîð, ñòîÿùèé â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà, ëåæèò êàê â 𝑉1, òàê è â 𝑉2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îí ëåæèò â 𝑉1 ∩ 𝑉2 è ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç e1, . . . , e𝑘. Òàê êàê
âåêòîðû e1, . . . , e𝑘, f 1, . . . , f 𝑙 ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ïîñòðîåíèþ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
𝜇1 = . . . = 𝜇𝑙 = 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 𝜈1 = . . . = 𝜈𝑚 = 0. Òîãäà
èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè e1, . . . , e𝑘 è (3) ñëåäóåò, ÷òî 𝜆1 = . . . = 𝜆𝑘 = 0.
Èòàê, ñèñòåìà e1, . . . , e𝑘, f 1, . . . , f 𝑙, g1, . . . , g𝑚 ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâî 𝑉1 + 𝑉2 è

ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî � áàçèñ â 𝑉1+𝑉2 è dim(𝑉1+𝑉2) = 𝑘+ 𝑙+𝑚.
Îòñþäà è èç (2) âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. □

Определение 1.21. Ñóììà 𝑉1+𝑉2 ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ пря-
мой (îáîçíà÷åíèå: 𝑉1 ⊕ 𝑉2), åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉1 + 𝑉2 ïðåäñòàâëåíèå
v = v 1 + v 2, ãäå v 1 ∈ 𝑉1 è v 2 ∈ 𝑉2, åäèíñòâåííî.
Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) ñóììà 𝑉1 + 𝑉2 ïðÿìàÿ;
á) 𝑉1 ∩ 𝑉2 = {0}.
â) åñëè 0 = v 1 + v 2, ãäå v 1 ∈ 𝑉1 è v 2 ∈ 𝑉2, òî v 1 = v 2 = 0;
ã) dim𝑉1 + dim𝑉2 = dim(𝑉1 + 𝑉2);

1.4. Координаты вектора. Закон изменения координат при замене базиса.

Определение 1.22. Ïóñòü 𝑉 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è e1, . . . , e𝑛 � áàçèñ â 𝑉 .
Ëþáîé âåêòîð x ∈ 𝑉 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ: x = 𝑥1e1 + . . . + 𝑥𝑛e𝑛. ×èñëà 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ k íàçûâàþòñÿ
координатами âåêòîðà x â áàçèñå e1, . . . , e𝑛.

Ïðè ðàáîòå ñ ìàòðèöàìè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 ìû áóäåì çà-
ïèñûâàòü â âèäå ñòîëáöà âûñîòû 𝑛, îáîçíà÷àÿ åãî ïðîñòîé (íåæèðíîé) áóêâîé 𝑥, ò.å.

𝑥 =

⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠. ×àñòî äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà âìåñòî

⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ áóäåì ïèñàòü (𝑥1 . . . 𝑥𝑛)
𝑡.

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 çàäàíû äâà áàçèñà: ¾ñòàðûé¿ e1, . . . , e𝑛 è ¾íîâûé¿
e ′
1, . . . , e

′
𝑛. Çàïèøåì ôîðìóëû, âûðàæàþùèå âåêòîðû íîâîãî áàçèñà ÷åðåç ñòàðûé

áàçèñ

e ′
1 = 𝑐11e1 + . . .+ 𝑐𝑛1e𝑛,

· · · · · ·
e ′
𝑛 = 𝑐1𝑛e1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑛e𝑛.

Определение 1.23. Ìàòðèöà

𝐶 = 𝐶e→e ′ =

⎛⎝𝑐11 · · · 𝑐1𝑛
...

. . .
...

𝑐𝑛1 · · · 𝑐𝑛𝑛

⎞⎠
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íàçûâàåòñÿ матрицей перехода îò áàçèñà e1, . . . , e𝑛 ê áàçèñó e ′
1, . . . , e

′
𝑛. Å¼ ñòîëáöû

ñîñòîÿò èç êîîðäèíàò íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ñòàðîì áàçèñå.

Теорема 1.24 (çàêîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò). Пусть 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — координаты век-
тора x в базисе e1, . . . , e𝑛, а 𝑥

′
1, . . . , 𝑥

′
𝑛 — координаты этого же вектора в базисе

e′1, . . . , e
′
𝑛. Тогда два набора координат связаны следующими формулами:

𝑥1 = 𝑐11𝑥
′
1 + . . .+ 𝑐1𝑛𝑥

′
𝑛,

· · · · · ·
𝑥𝑛 = 𝑐𝑛1𝑥

′
1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑛𝑥

′
𝑛,

или ⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ = 𝐶

⎛⎝𝑥′1...
𝑥′𝑛

⎞⎠ .

Доказательство. Ìû èìååì

𝑥1e1 + . . .+ 𝑥𝑛e𝑛 = x = 𝑥′1e
′
1 + . . .+ 𝑥′𝑛e

′
𝑛 =

= 𝑥′1(𝑐11e1 + . . .+ 𝑐𝑛1e𝑛) + . . .+ 𝑥′𝑛(𝑐1𝑛e1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑛e𝑛) =

= (𝑐11𝑥
′
1 + . . .+ 𝑐1𝑛𝑥

′
𝑛)e1 + . . .+ (𝑐𝑛1′𝑥

′
1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑛𝑥

′
𝑛)e𝑛.

Òàê êàê e1, . . . , e𝑛 � áàçèñ, ìû ïîëó÷àåì 𝑥𝑖 = 𝑐𝑖1𝑥
′
1 + . . .+ 𝑐𝑖𝑛𝑥

′
𝑛 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Òà æå âûêëàäêà â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

(e1, . . . , e𝑛)

⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ = x = (e ′
1, . . . , e

′
𝑛)

⎛⎝𝑥′1...
𝑥′𝑛

⎞⎠ = (e1, . . . , e𝑛)

⎛⎝𝑐11 · · · 𝑐1𝑛
...

. . .
...

𝑐𝑛1 · · · 𝑐𝑛𝑛

⎞⎠⎛⎝𝑥′1...
𝑥′𝑛

⎞⎠ ,

îòêóäà ⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ = 𝐶

⎛⎝𝑥′1...
𝑥′𝑛

⎞⎠ .

□

Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå, ÷òî â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû ïåðåõîäà ìû âûðàæàåì
новые âåêòîðû ÷åðåç старые, à â çàêîíå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, íàîáîðîò, старые
êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç новые.

Предложение 1.25.

à) Матрица 𝐶e′→e перехода от базиса e′1, . . . , e
′
𝑛 к базису e1, . . . , e𝑛 является

обратной к матрице 𝐶e→e′ перехода от e1, . . . , e𝑛 к e
′
1, . . . , e

′
𝑛, т. е.

𝐶e→e′𝐶e′→e = 𝐸.

В частности, матрица перехода всегда невырождена (обратима).
á) Если e1, . . . , e𝑛, e

′
1, . . . , e

′
𝑛, e

′′
1, . . . , e

′′
𝑛 — три базиса, то для соответствующих

матриц перехода имеет место соотношение

𝐶e→e′′ = 𝐶e→e′𝐶e′→e′′ .
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Доказательство. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âòîðîãî, åñëè ïîëîæèòü e 𝑖′′ = e 𝑖.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü 𝐶e→e ′ = (𝑐𝑖𝑗), 𝐶e ′→e ′′ = (𝑎𝑖𝑗), 𝐶e→e ′′ = (𝑏𝑖𝑗).
Òîãäà ∑︁

𝑖

𝑏𝑖𝑘e 𝑖 = e ′′
𝑘 =

∑︁
𝑗

𝑎𝑗𝑘e
′
𝑗 =

∑︁
𝑗

𝑎𝑗𝑘
(︀∑︁

𝑖

𝑐𝑖𝑗e 𝑖

)︀
=

∑︁
𝑖

(︀∑︁
𝑗

𝑐𝑖𝑗𝑎𝑗𝑘
)︀
e 𝑖,

îòêóäà 𝑏𝑖𝑘 =
∑︀

𝑗 𝑐𝑖𝑗𝑎𝑗𝑘, ò. å. 𝐶e→e ′′ = 𝐶e→e ′𝐶e ′→e ′′ . □

1.5. Ориентация. Ïóñòü e = {e1, . . . , e𝑛} è e ′ = {e ′
1, . . . , e

′
𝑛} � äâà áàçèñà âåùå-

ñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝐶 = 𝐶e→e ′ � ìàòðèöà ïåðåõîäà. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 1.25, ìàòðèöà 𝐶 íåâûðîæäåíà. Ïîýòîìó det𝐶 > 0 èëè det𝐶 < 0. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî áàçèñû e è e ′ одинаково ориентированы, à âî âòîðîì
ñëó÷àå � áàçèñû e è e ′ противоположно ориентированы. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.25 òàê-
æå ñëåäóåò, ÷òî âñå áàçèñû â 𝑉 ðàñïàäàþòñÿ íà äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, òàê
÷òî áàçèñû èç îäíîãî êëàññà îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû, à äâà áàçèñà èç ðàçíûõ êëàñ-
ñîâ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàíû. Âûáîð îäíîãî èç ýòèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
íàçûâàåòñÿ ориентацией ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .
Èìååòñÿ òàêæå áîëåå ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ îðèåíòàöèè. Íàçîâ¼ì де-

формацией базиса e = {e1, . . . , e𝑛} ñåìåéñòâî áàçèñîâ e(𝑡) = {e1(𝑡), . . . , e𝑛(𝑡)}, çàâè-
ñÿùåå îò ïàðàìåòðà 𝑡 ∈ [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

à) e(0)=e ;
á) êîîðäèíàòû âåêòîðîâ e 𝑖(𝑡) â áàçèñå e = {e1, . . . , e𝑛} ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè

ôóíêöèÿìè îò 𝑡.

Òîãäà ìîæíî äîêàçàòü (çàäà÷à), ÷òî áàçèñû e è e ′ îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèÿ e(𝑡) áàçèñà e , äëÿ êîòîðîé e(1) = e ′.
Â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 èìååòñÿ стандартный áàçèñ èç ñòðîê ãäå e 𝑖 = (0, . . . , 1, . . . , 0).

Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R𝑛 íàçûâàåòñÿ положительно ориентированным, åñëè îí ëåæèò
â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà.

Задачи и упражнения.

1.26. Ìîæíî ëè çàäàòü ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

à) íà àáåëåâîé ãðóïïå Z öåëûõ ÷èñåë;
á) íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ R ñî ñëåäóþùåé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû:

𝜆 · 𝑢 = 𝜆2𝑢;
â) íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ R ñî ñëåäóþùåé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû:

𝜆 · 𝑢 = 𝜆3𝑢?

1.27. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü R êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q, òî
âåêòîðû 1 è 𝜉 èç R ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝜉 èððàöèîíàëüíî.

1.28. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ̂︀R∞ âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîãî áàçèñà.

1.29. Ïðèíàäëåæèò ëè ÷èñëî 6
√
2 ëèíåéíîé îáîëî÷êå ÷èñåë 1,

√
2 è 4

√
2 íàä ïîëåì

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

1.30. Ïóñòü 𝑈, 𝑉,𝑊 � ïîäïðîñòðàíñòâà â R𝑛, ïðè÷¼ì 𝑈 ∩𝑉 = 𝑉 ∩𝑊 = 𝑈 ∩𝑊 = {0}.
Âåðíî ëè, ÷òî dim(𝑈 + 𝑉 +𝑊 ) = dim𝑈 + dim𝑉 + dim𝑊?
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1.31 (ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ). Ñóììà 𝑉1+𝑉2 ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ прямой (îáîçíà÷åíèå: 𝑉1⊕𝑉2), åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉1+𝑉2
ïðåäñòàâëåíèå v = v 1 + v 2, ãäå v 1 ∈ 𝑉1 è v 2 ∈ 𝑉2, åäèíñòâåííî. Äîêàæèòå ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óñëîâèé äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝑉1, 𝑉2:

à) ñóììà 𝑉1 + 𝑉2 ïðÿìàÿ;
á) 𝑉1 ∩ 𝑉2 = {0}.
â) åñëè 0 = v 1 + v 2, ãäå v 1 ∈ 𝑉1 è v 2 ∈ 𝑉2, òî v 1 = v 2 = 0;
ã) dim𝑉1 + dim𝑉2 = dim(𝑉1 + 𝑉2);

1.32 (ïðÿìàÿ ñóììà íåñêîëüêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ). Суммой íåñêîëüêèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà èõ îáúåäèíåíèÿ:

𝑉1 + . . .+ 𝑉𝑛 = ⟨𝑉1 ∪ . . . ∪ 𝑉𝑛⟩.
Ñóììà 𝑉1 + . . . + 𝑉𝑛 íàçûâàåòñÿ прямой, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉1 + . . . + 𝑉𝑛
ïðåäñòàâëåíèå v = v 1 + . . .+ v𝑛, ãäå v 𝑖 ∈ 𝑉𝑖, åäèíñòâåííî.
Óáåäèòåñü, ÷òî óñëîâèÿ 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗 = {0} ïðè 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛 íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷-

íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììà 𝑉1 + . . .+ 𝑉𝑛 áûëà ïðÿìîé. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

à) ñóììà 𝑉1 + . . .+ 𝑉𝑛 ïðÿìàÿ;
á) 𝑉𝑖 ∩ (𝑉1 + . . .+ 𝑉𝑖−1 + 𝑉𝑖+1 + . . .+ 𝑉𝑛) = {0} äëÿ ëþáîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;
â) 𝑉𝑖 ∩ (𝑉𝑖+1 + . . .+ 𝑉𝑛) = {0} äëÿ ëþáîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1;
ã) åñëè 0 = v 1 + . . .+ v𝑛, ãäå v 𝑖 ∈ 𝑉𝑖, òî v 1 = . . . = v𝑛 = 0;
ä) dim𝑉1 + . . .+ dim𝑉𝑛 = dim(𝑉1 + . . .+ 𝑉𝑛).

1.33. Ñîñòàâüòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñèñòå-
ìû âåêòîðîâ:

à) (1, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 3);
á) (1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 3), (3,−5, 7, 2), (1,−7, 5,−2).

1.34. Íàéòè ðàçìåðíîñòè è áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐿1 è 𝐿2:

à) 𝐿1 = ⟨(1, 2, 3), (4, 3, 1), (2,−1,−5)⟩, 𝐿2 = ⟨(1, 1, 1), (−3, 2, 0), (−2, 3, 1)⟩;

á) 𝐿1 : 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 − 𝑥5 = 0,
𝐿2 = ⟨(1, 1, 1, 1, 1), (1, 0,−1, 1,−1), (0, 1,−1,−1, 1), (−2, 1, 0, 1,−1)⟩;

â) 𝐿1 :

{︂
𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥4 − 𝑥5 = 0,

𝑥2 − 𝑥4 = 0,
𝐿2 :

{︂
𝑥3 + 2𝑥4 = 0,

𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥5 = 0.

1.35. Äîêàæèòå, ÷òî áàçèñû e è e ′ îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèÿ e(𝑡) áàçèñà e , äëÿ êîòîðîé e(1) = e ′.
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2. Аффинные пространства

Â ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷êè è âåêòî-
ðû. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ýòèõ ïîíÿòèé è âçàèìîñâÿçåé ìåæäó íèìè ñëóæèò ïîíÿòèå
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.

2.1. Определение, подпространства, системы координат.

Определение 2.1. Аффинным пространством íàçûâàåòñÿ ïàðà (A, 𝑉 ), ñîñòîÿùàÿ
èç ìíîæåñòâà A, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ точками, è направляющего âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 íàä ïîëåì k, ñ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ

+: A× 𝑉 → A, (𝑃, v) ↦→ 𝑃 + v

äëÿ 𝑃 ∈ A è v ∈ 𝑉 . (Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî ê òî÷êå 𝑃 ìîæíî ¾ïðèëîæèòü¿ âåêòîð v è
òîãäà åãî ¾êîíåö¿ � ýòî òî÷êà 𝑃 +v .) Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
òî÷åê è âåêòîðîâ óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) 𝑃 + 0 = 𝑝 äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑃 ∈ A;
2) (𝑃 + u) + v = 𝑃 + (u + v) äëÿ ëþáûõ 𝑃 ∈ A, u , v ∈ 𝑉 ;
3) äëÿ ëþáûõ 𝑃,𝑄 ∈ A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð v ∈ 𝑉 , òàêîé, ÷òî

𝑃 + v = 𝑄.

Размерностью àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (A, 𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .

×àñòî àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàþò ïðîñòî ìíîæåñòâî òî÷åê A èç îïðåäå-
ëåíèÿ âûøå (îñîáåííî êîãäà èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, êàêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉
èìååòñÿ ââèäó). Âåêòîð v , îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåìûé ïàðå òî÷åê 𝑃,𝑄 ∈ A â ñèëó
ñâîéñòâà 3), îáîçíà÷àåòñÿ 𝑃𝑄. Òîãäà èç ñâîéñòâà 2) âûòåêàåò, ÷òî 𝑃𝑄+𝑄𝑅 = 𝑃𝑅.

Замечание. Ñâîéñòâà 1)�2) èç îïðåäåëåíèÿ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî
íà ìíîæåñòâå A çàäàíî действие àáåëåâîé ãðóïïû âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Ñâîé-
ñòâî 3) ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî ýòî äåéñòâèå свободно и транзитивно. Ìíî-
æåñòâî, íà êîòîðîì çàäàíî ñâîáîäíîå è òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå ãðóïïû 𝐺 íàçûâàåò-
ñÿ главным однородным пространством ãðóïïû 𝐺. Òàêèì îáðàçîì, àôôèííîå ïðî-
ñòðàíñòâî A � ýòî ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî àáåëåâîé ãðóïïû 𝑉 .

Пример 2.2.
1. Òî÷êè ïëîñêîñòè è (òð¼õìåðíîãî) ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò àôôèííûå ïðîñòðàí-

ñòâà. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè ¾íå ïîìíÿò¿ íà÷àëà êîîðäèíàò: âñå òî÷êè íà ïëîñêîñòè èëè
â ïðîñòðàíñòâå ðàâíîïðàâíû, ïîêà ìû íå ââåëè òàì ñèñòåìó êîîðäèíàò.
2. Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 𝐴𝑥 = 𝑏, ãäå

𝐴 � ìàòðèöà, à 𝑥 è 𝑏 � ñòîëáöû. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ðåøåíèé 𝑥 ýòîé ñèñòåìû, à
𝑉 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé 𝑦 îäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑦 = 0. Òîãäà (A, 𝑉 ) �
àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑥 ∈ A è 𝑦 ∈ 𝑉 , òî 𝐴(𝑥+𝑦) = 𝐴𝑥+𝐴𝑦 =
𝑏 è ïîýòîìó 𝑥+ 𝑦 ∈ A.
3. Èç âñÿêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ìîæíî ïîëó÷èòü àôôèííîå ïðîñòðàí-

ñòâî 𝐴(𝑉 ), âçÿâ â êà÷åñòâå A ìíîæåñòâî âåêòîðîâ 𝑉 ; ïðè ýòîì ñëîæåíèå òî÷åê è
âåêòîðîâ � ýòî ïðîñòî ñëîæåíèå âåêòîðîâ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå ïðè ïîìîùè ýòîé ïðîöåäóðû èç R𝑛, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç A𝑛.
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Определение 2.3. Аффинной системой координат (èëè репером) â àôôèííîì ïðî-
ñòðàíñòâå (A, 𝑉 ) íàçûâàåòñÿ íàáîð 𝑂e1 . . . e𝑛, ñîñòîÿùèé èç òî÷êè 𝑂 ∈ A, íàçûâà-
åìîé началом координат, è áàçèñà e1, . . . , e𝑛 â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Âåêòîð
r𝑃 = 𝑂𝑃 íàçûâàåòñÿ радиус-вектором òî÷êè 𝑃 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ
íà÷àëîì 𝑂.
Координатами òî÷êè 𝑃 ∈ A â ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂e1 . . . e𝑛 íàçûâàþòñÿ êîîðäè-

íàòû 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 å¼ ðàäèóñ-âåêòîðà âåêòîðà 𝑂𝑃 â áàçèñå e1, . . . , e𝑛, ò.å.

𝑂𝑃 = 𝑥1e1 + . . .+ 𝑥𝑛e𝑛.

Âûáîð àôôèííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü àôôèííîå ïðî-
ñòðàíñòâî (A, 𝑉 ) ñî ñòàíäàðòíûì àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì A𝑛, â êîòîðîì è òî÷êè
è âåêòîðû çàäàþòñÿ íàáîðàìè èç 𝑛 ÷èñåë, ãäå 𝑛 = dim𝑉 .

Предложение 2.4 (ôîðìóëû çàìåíû àôôèííûõ êîîðäèíàò). Пусть в аффинном
пространстве (A, 𝑉 ) заданы две системы координат 𝑂e1 . . . e𝑛 и 𝑂′e′1 . . . e𝑛. Тогда
два набора координат точки 𝑃 ∈ A в этих системах связаны соотношениями

𝑥1 = 𝑐11𝑥
′
1 + . . .+ 𝑐1𝑛𝑥

′
𝑛 + 𝑜1,

· · · · · ·
𝑥𝑛 = 𝑐𝑛1𝑥

′
1 + . . .+ 𝑐𝑛𝑛𝑥

′
𝑛 + 𝑜𝑛,

или ⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ = 𝐶

⎛⎝𝑥′1...
𝑥′𝑛

⎞⎠+

⎛⎝𝑜1...
𝑜𝑛

⎞⎠ ,

где 𝐶 = 𝐶e→e′ — матрица перехода от базиса e1, . . . , e𝑛 к базису e′1, . . . , e
′
𝑛, а

(𝑜1, . . . , 𝑜𝑛) — координаты точки 𝑂′ в системе 𝑂e1 . . . e𝑛.

Доказательство. Ìû èìååì 𝑂𝑃 = 𝑂𝑂′ + 𝑂′𝑃 èëè r𝑃 = r ′
𝑃 + r𝑂′ , ãäå r𝑃 è r ′

𝑃 �
ðàäèóñ-âåêòîðû òî÷êè 𝑃 â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò 𝑂e1 . . . e𝑛 è 𝑂

′e ′
1 . . . e

′
𝑛, ñîîòâåòñòâåí-

íî. Çàïèñûâàÿ êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 è èñïîëüçóÿ âåêòîðíóþ
ôîðìóëó çàìåíû êîîðäèíàò (òåîðåìà 1.24), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. □

Определение 2.5. Аффинным подпространством â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå (A, 𝑉 )
íàçûâàåòñÿ ïàðà (B,𝑊 ), ñîñòîÿùàÿ èç ïîäìíîæåñòâà B ⊂ A è âåêòîðíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà 𝑊 ⊂ 𝑉 , òàêàÿ, ÷òî (B,𝑊 ) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèé â (A, 𝑉 ).
Ýêâèâàëåíòíî, (B,𝑊 ) íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â (A, 𝑉 ), åñëè

1) äëÿ ëþáûõ 𝑃 ∈ B è w ∈ 𝑊 òî÷êà 𝑃 +w ëåæèò â B;
2) äëÿ ëþáûõ 𝑃,𝑄 ∈ B âåêòîð 𝑃𝑄 ëåæèò â 𝑊 .

Îäíîìåðíûå àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ прямыми, à äâóìåðíûå �
плоскостями.

Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà (B,𝑊 ) â A𝑛 ìîæíî çàäàâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

à) ðåïåðîì, ò.å. òî÷êîé 𝑃 ∈ B è áàçèñîì f 1, . . . , f 𝑘 âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
𝑊 ⊂ R𝑛. Ïðè ýòîì ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà 𝑃 ′ ∈ B ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 𝑃 ′ =
𝑃 + 𝑥1f 1 + . . .+ 𝑥𝑘f 𝑘. Äëÿ òàêîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

B = 𝑃 +𝑊 = 𝑃 + ⟨f 1, . . . , f 𝑘⟩.
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á) êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîâìåñòíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

B = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐴𝑥 = 𝑏}.
Ïðè ýòîì 𝑊 � ýòî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 0.

Ïåðâûé ñïîñîá îáîáùàåò ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé. Âòîðîé
ñïîñîá îáîáùàåò çàäàíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé óðàâíåíèÿìè (ñì. ñëåäóþùèé ïàðà-
ãðàô).
Ïåðåõîä îò âòîðîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ê ïåðâîìó çàêëþ÷àåòñÿ â

ðåøåíèè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 𝑏: òî÷êà 𝑝 � ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå, à íàáîð
f 1, . . . , f 𝑘 � ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 0.
Äëÿ ïåðåõîäà îò ïåðâîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà êî âòîðîìó íåîáõîäèìî

çàäàòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ⟨f 1, . . . , f 𝑘⟩ îäíîðîäíîé ñèñòåìîé 𝐴𝑥 = 0; òîãäà ñòîëáåö 𝑏
ïðàâûõ ÷àñòåé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 𝑏 ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå êîîðäèíàò
òî÷êè 𝑃 â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 0.

2.2. Прямые и плоскости в A2 и A3. Òðàäèöèîííî, êîîðäèíàòû íà àôôèííîé
ïëîñêîñòè A2 îáîçíà÷àþòñÿ (𝑥, 𝑦), à êîîðäèíàòû â àôôèííîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå A3 îáîçíà÷àþòñÿ (𝑥, 𝑦, 𝑧).
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïðÿìûå â A2. Ïðè ïåðâîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ïðÿìàÿ ℓ ⊂ A2

îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé 𝑃0 ∈ ℓ è íåíóëåâûì âåêòîðîì v èç íàïðàâëÿþùåãî îäíîìåðíîãî
âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè 𝑃 ∈ ℓ èìååì 𝑃 = 𝑃0+v 𝑡
äëÿ íåêîòîðîãî 𝑡 ∈ R.
Ïóñòü òî÷êà 𝑃 èìååò êîîðäèíàòû (𝑥0, 𝑦0), à âåêòîð v � êîîðäèíàòû (𝑎, 𝑏) ̸= (0, 0).

Òîãäà êîîðäèíàòû (𝑥, 𝑦) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 𝑃 ∈ ℓ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(4)
𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡,

𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡,

ãäå 𝑡 ∈ R. Ýòî ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ параметрическими уравнениями прямой
â A2. Èçáàâëÿÿñü îò ïàðàìåòðà, ýòè óðàâíåíèÿ ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå

𝑥− 𝑥0
𝑎

=
𝑦 − 𝑦0
𝑏

.

Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðè 𝑎 = 0, 𝑏 ̸= 0 óðàâíåíèå âûøå åñòü ïðîñòî 𝑥−𝑥0 =
0, è àíàëîãè÷íî ïðè 𝑏 = 0, 𝑎 ̸= 0.
Ïðè âòîðîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ïðÿìàÿ ℓ ⊂ A2 çàäà¼òñÿ îäíèì íåîäíîðîäíûì ëèíåé-

íûì óðàâíåíèåì
𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶 = 0,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ общим уравнением прямой â A2. Ïðè ýòîì, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî
ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ 𝐴𝑥+𝐵𝑦 = 0 áûëî îäíîìåðíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë 𝐴 è 𝐵 áûëî îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïëîñêîñòè â A3. Ïðè ïåðâîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ïëîñêîñòü 𝜋 ⊂ A3

îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝜋 è ïàðîé íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ v 1 =
(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) è v 2 = (𝑎1, 𝑏2, 𝑐2) èç íàïðàâëÿþùåãî äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà. Êîîðäèíàòû (𝑥, 𝑦, 𝑧) ïðîèçâîëüíîé òî÷êè 𝑃 ∈ 𝜋 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(5)

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎1𝑡1 + 𝑎2𝑡2,

𝑦 = 𝑦0 + 𝑏1𝑡1 + 𝑏2𝑡2,

𝑧 = 𝑧0 + 𝑐1𝑡1 + 𝑐2𝑡2,
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ãäå 𝑡1, 𝑡2 ∈ R � íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû. Ýòî ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ параметри-
ческими уравнениями плоскости â A3.
Ïðè âòîðîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ïëîñêîñòü 𝜋 ∈ A3 çàäà¼òñÿ îäíèì íåîäíîðîäíûì ëè-

íåéíûì óðàâíåíèåì

𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +𝐷 = 0,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ общим уравнением плоскости â A3. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû
õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë 𝐴, 𝐵 è 𝐶 áûëî îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïðÿìûå â A3. Ïðè ïåðâîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ïðÿìàÿ ℓ ⊂ A3

îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ ℓ è íåíóëåâûì âåêòîðîì v = (𝑎, 𝑏, 𝑐). Òàêèì
îáðàçîì, параметрические уравнения прямой â A3 èìåþò âèä

𝑥 = 𝑥0 + 𝑎𝑡,

𝑦 = 𝑦0 + 𝑏𝑡,

𝑧 = 𝑧0 + 𝑐𝑡,

ãäå 𝑡 ∈ R. Èçáàâëÿÿñü îò ïàðàìåòðà, ïîëó÷àåì
𝑥− 𝑥0
𝑎

=
𝑦 − 𝑦0
𝑏

=
𝑧 − 𝑧0
𝑏

(ýòèì óðàâíåíèÿì íóæíî ïðèäàâàòü äîïîëíèòåëüíûé ñìûñë, êîãäà îäíî èëè äâà èç
÷èñëå 𝑎, 𝑏, 𝑐 îáðàùàþòñÿ â íóëü).
Ïðè âòîðîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ïëîñêîñòü 𝜋 ⊂ A3 çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé èç äâóõ íåîäíî-

ðîäíûõ óðàâíåíèé {︂
𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 +𝐷1 = 0,

𝐴2𝑥+𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 +𝐷2 = 0.

Ïðè ýòîì, ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû áûëî îäíîìåðíûì, íåîáõîäèìî,
÷òîáû âåêòîðû (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) è (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) áûëè íåêîëëèíåàðíûìè. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà¼òñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé.

Äëÿ çàïèñè ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé óðàâíåíèÿìè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëèòå-
ëÿìè. Íàïðèìåð, åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (5), òî å¼
îáùåå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå⃒⃒⃒⃒

⃒⃒𝑥− 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè òî÷êè (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) è
(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), èìååò âèä ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑥− 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑥1 − 𝑥0 𝑦1 − 𝑦0 𝑧1 − 𝑧0
𝑥2 − 𝑥0 𝑦2 − 𝑦0 𝑧2 − 𝑧0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0.

Задачи и упражнения.

2.6. Â òðåóãîëüíèêå 𝐴𝐵𝐶 ïðîâåäåíû ìåäèàíû 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 è 𝐶𝐹 . Íàéòè ñóììó âåêòîðîâ
𝐴𝐷 +𝐵𝐸 + 𝐶𝐹 .

2.7. Äàí ïðîñòðàíñòâåííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê 𝐴𝐵𝐶𝐷. Èçâåñòíû âåêòîðû 𝐴𝐵 = u è
𝐶𝐷 = v . Íàéòè âåêòîð 𝐸𝐹 , ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äèàãîíàëåé 𝐴𝐶 è 𝐵𝐷.
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2.8. Âûâåäèòå ôîðìóëû çàìåíû êîîðäèíàò â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå (ïðåäëîæå-
íèå 2.4).

2.9. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììîâ,
âïèñàííûõ â äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê òàê, ÷òî ñòîðîíû ýòèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ïà-
ðàëëåëüíû äèàãîíàëÿì ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

2.10. Äàíû óðàâíåíèÿ äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà 2𝑥− 𝑦 = 0, 5𝑥− 𝑦 = 0 è óðàâíåíèå
3𝑥− 𝑦 = 0 îäíîé èç åãî ìåäèàí. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå òðåòüåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà,
çíàÿ, ÷òî íà íåé ëåæèò òî÷êà (3, 9).

2.11. Ñîãëàñíî îäíîé èç àêñèîì Åâêëèäà, ïðÿìàÿ äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñ-
êîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì: îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè èç ðàçíûõ
ïîëóïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ, à îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè èç îäíîé ïî-
ëóïëîñêîñòè, íå ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ ∈ A2 çàäàíà óðàâíåíèåì 𝐹 =
𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶 = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâà 𝐹+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ A2 : 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶 > 0} è
𝐹− = {(𝑥, 𝑦) ∈ A2 : 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶 < 0} ñóòü (îòêðûòûå) ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ℓ.

2.12. Íàéòè óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà (𝑥0, 𝑦0) ëå-
æàëà âíóòðè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè 𝐴1𝑥+𝐵1𝑦+𝐶1 = 0, 𝐴2𝑥+𝐵2𝑦+
𝐶2 = 0 è 𝐴3𝑥+𝐵3𝑦 + 𝐶3 = 0.

2.13. Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå â A2, çàäàííûå îáùèìè óðàâíåíèÿìè 𝐴1𝑥+𝐵1𝑦+𝐶1 = 0
è 𝐴2𝑥+𝐵2𝑦 +𝐶2 = 0. Íàéäèòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû
ýòè ïðÿìûå à) ïåðåñåêàëèñü â îäíîé òî÷êå; á) áûëè ïàðàëëåëüíû; â) ñîâïàäàëè.

2.14. Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå 𝑃 + u 𝑡 è 𝑄 + v 𝑡 â A3. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïðÿìûå
ñêðåùèâàþòñÿ (ò. å. íå èìåþò îáùèõ òî÷åê è íå ïàðàëëåëüíû) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âåêòîðû 𝑃𝑄, u è v íåêîìïëàíàðíû. Íàéäèòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðÿìûå à) ïåðåñåêàëèñü â îäíîé òî÷êå; á) áûëè ïàðàëëåëüíû; â)
ñîâïàäàëè.

2.15. Ïóñòü ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 â A3 çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêè. Çàïèøèòå îáùåå óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ℓ1 è ïàðàëëåëüíîé ℓ2 (ïðåäâàðèòåëüíî óêàçàâ óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ òàêàÿ ïëîñêîñòü ñóùåñòâóåò).

2.16. Ïóñòü ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 â A3 ñêðåùèâàþòñÿ, è ïóñòü 𝑎 � òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íè íà
îäíîé èç äâóõ ïðÿìûõ. Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ ℓ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 𝑎 è ïåðå-
ñåêàþùàÿ êàæäóþ èç ïðÿìûõ ℓ1 è ℓ2? (Åñëè äà, ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî, åñëè íåò,
óêàçàòü ÿâíûé êîíòðïðèìåð ñ ÷èñëàìè.) Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ (ïàðàìåòðè÷åñêîå
èëè êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé), åñëè ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêè.

2.17. Ñîñòàâèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(2, 3, 1) ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè 𝑥− 𝑦 − 1 = 0 è ïåðåñåêàþùåé îñü 𝑂𝑦.

2.18. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè 𝑥+ 𝑧 = 0 è ïåðåñåêàþùåé
ïðÿìóþ

𝑥− 2

3
=
𝑦 − 8

11
=
𝑧 − 3

2
,

íî íå èìåþùåé îáùèõ òî÷åê ñ ïðÿìîé 𝑥 = 1 + 𝑡, 𝑦 = 3 + 4𝑡, 𝑧 = −1− 𝑡.
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2.19. Äàíû òðè ïðÿìûå

𝑥 = 3 + 𝑡, 𝑦 = −1 + 2𝑡, 𝑧 = 4𝑡;

𝑥 = −2 + 3𝑡, 𝑦 = −1, 𝑧 = 4− 𝑡;{︂
𝑥− 3𝑦 + 𝑧 = 0,

𝑥+ 𝑦 − 𝑧 + 4 = 0.

Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé ïåðâûå äâå èç óêàçàííûõ ïðÿìûõ è ïà-
ðàëëåëüíîé òðåòüåé.

2.20. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1, 2, 3) è ïåðåñåêàþùåé
ïðÿìûå

𝑥

2
=
𝑦 + 1

−2
=
𝑧 − 2

1
,

𝑥

4
=
𝑦 + 2

0
=
𝑧

3
.

2.21. Ïîêàçàòü, ÷òî òðè ïëîñêîñòè 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 4 = 0, 3𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 − 6 = 0 è
4𝑦−3𝑧+3 = 0 îáðàçóþò ïðèçìó, è íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâûõ äâóõ ãðàíåé ïðèçìû è ïàðàëëåëüíîé òðåòüåé.

2.22. Собственным пучком плоскостей íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêîñòåé â A3,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ ïðÿìóþ. Несобственным пучком плоскостей íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ äàííîé ïëîñêîñòè. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ïó÷êè ïðÿìûõ â A2.
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü 𝐹 = 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶𝑧+𝐷 = 0 ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïëîñêîñòåé,

îïðåäåëÿåìîìó äâóìÿ íåñîâïàäàþùèìè ïëîñêîñòÿìè 𝐹1 = 𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 +𝐶1𝑧 +𝐷1 = 0
è 𝐹2 = 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 +𝐷2 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐹 = 𝛼1𝐹1 + 𝛼2𝐹2, ãäå
(𝛼1, 𝛼2) ̸= (0, 0). Àíàëîãè÷íî äëÿ ïó÷êîâ ïðÿìûõ.

2.23. Собственной связкой плоскостей íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêîñòåé â A3,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó. Несобственной связкой плоскостей íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ äàííîé ïðÿìîé.
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü 𝐹 = 𝐴𝑥+𝐵𝑦 +𝐶𝑧 +𝐷 = 0 ïðèíàäëåæèò ñâÿçêå ïëîñêî-

ñòåé, îïðåäåëÿåìîé òðåìÿ ïëîñêîñòÿìè 𝐹𝑖 = 𝐴𝑖𝑥 + 𝐵𝑖𝑦 + 𝐶𝑖𝑧 +𝐷𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, íå
ïðèíàäëåæàùèìè îäíîìó ïó÷êó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐹 = 𝛼1𝐹1+𝛼2𝐹2+𝛼3𝐹3,
èëè, ýêâèâàëåíòíî, ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒𝐴1 𝐵1 𝐶1 𝐷1

𝐴2 𝐵2 𝐶2 𝐷2

𝐴3 𝐵3 𝐶3 𝐷3

𝐴 𝐵 𝐶 𝐷

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0.

2.24. Îïèøèòå âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé
â A5.

2.25. Ïóñòü äàíû äâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà B = 𝑃 +𝑊 è C = 𝑄 + 𝑈 â A𝑛.
Â òåðìèíàõ òî÷åê 𝑃,𝑄 è ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ 𝑊,𝑈 çàïèøèòå íåîáõîäèìîå è äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû B è C ïåðåñåêàëèñü (èìåëè õîòÿ áû îäíó îáùóþ
òî÷êó).

2.26. Ïóñòü çàäàíû äâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà B = 𝑃 + ⟨b1, b2, b3, b4, b5⟩ è
C = 𝑄+⟨c1, c2, c3⟩ â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷¼ì dimB = 5 è dimC = 3. Ñ ïîìî-
ùüþ ðàíãîâ 𝑟 è 𝑅 ñèñòåì âåêòîðîâ {b1, . . . , b5, c1, c2, c3} è {𝑃𝑄, b1, . . . , b5, c1, c2, c3}
âûðàçèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû äàííûå ïîäïðîñòðàíñòâà
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à) ñêðåùèâàëèñü ïî òî÷êå;
á) ïåðåñåêàëèñü â îäíîé òî÷êå;
â) ñêðåùèâàëèñü ïî ïðÿìîé;
ã) ïåðåñåêàëèñü ïî ïðÿìîé;
ä) ñêðåùèâàëèñü ïî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè;
å) ïåðåñåêàëèñü ïî äâóìåðíîé ïëîñêîñòè;
¼) áûëè ïàðàëëåëüíû;
æ) ñîâïàäàëè.
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3. Евклидовы пространства (пространства со скалярным
произведением)

3.1. Определение, примеры. Неравенство Коши–Буняковского, неравен-
ство треугольника.

Определение 3.1. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ евклидовым,
åñëè íà ïàðàõ åãî âåêòîðîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝑉 × 𝑉 → R (îáîçíà÷àåìàÿ
(𝑎, 𝑏) := 𝑓(𝑎, 𝑏) è íàçûâàåìàÿ скалярным произведением), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâàì:

1) билинейность, ò.å.

(𝜆1u1 + 𝜆2u2, v) = 𝜆1(u1, v) + 𝜆2(u2, v) è

(u , 𝜇1v 1 + 𝜇2v 2) = 𝜇1(u , v 1) + 𝜇2(u , v 2)

äëÿ ëþáûõ 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2 ∈ R è u ,u1,u2, v , v 1, v 2 ∈ 𝑉 ;
2) симметричность: (v ,u) = (u , v) äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 ;
3) положительная определённость: (v , v) ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 , ïðè÷¼ì

(v , v) = 0 òîëüêî ïðè v = 0.

Ñâîéñòâî áèëèíåéíîñòè âûðàæàåò ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî êàæäî-
ìó èç àðãóìåíòîâ. Ââèäó íàëè÷èÿ ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè, áèëèíåéíîñòü î÷åâèäíî
âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè ïî ëþáîìó èç äâóõ àðãóìåíòîâ.

Определение 3.2. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C íàçûâàåòñÿ эрмитовым,
åñëè íà ïàðàõ åãî âåêòîðîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝑉 × 𝑉 → C (îáîçíà÷àåìàÿ
(𝑎, 𝑏) := 𝑓(𝑎, 𝑏) è íàçûâàåìàÿ скалярным произведением), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâàì:

1) полуторалинейность, ò.å.

(𝜆1u1 + 𝜆2u2, v) = 𝜆1(u1, v) + 𝜆2(u2, v) è

(u , 𝜇1v 1 + 𝜇2v 2) = 𝜇1(u , v 1) + 𝜇2(u , v 2)

äëÿ ëþáûõ 𝜆1, 𝜆2, 𝜇1, 𝜇2 ∈ C è u ,u1,u2, v , v 1, v 2 ∈ 𝑉 ;
2) эрмитовость: (v ,u) = (u , v) äëÿ ëþáûõ u , v ∈ 𝑉 ; â ÷àñòíîñòè, (v , v) âåùå-

ñòâåííî äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 .
3) положительная определённость: (v , v) ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝑉 , ïðè÷¼ì

(v , v) = 0 òîëüêî ïðè v = 0.

Ñâîéñòâî ïîëóòîðàëèíåéíîñòè âûðàæàåò ëèíåéíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî
âòîðîìó àðãóìåíòó è антилинейность ïî ïåðâîìó. Ââèäó íàëè÷èÿ ñâîéñòâà ýðìèòî-
âîñòè, ïîëóòîðàëèíåéíîñòü î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Пример 3.3. 1. Стандартное ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) è
v = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(6) (u , v) := 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + . . .+ 𝑢𝑛𝑣𝑛.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â C𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(7) (u , v) := 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + . . .+ 𝑢𝑛𝑣𝑛.
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2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå MatC(𝑛, 𝑛) êâàäðàòíûõ êîìïëåêñíûõ
ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

(𝐴,𝐵) := Tr(𝐴
𝑡
𝐵) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗.

Ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïðîñòðàíñòâà MatC(𝑛, 𝑛) ñ C𝑛2
ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïå-

ðåõîäèò â ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.
3. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî 𝐶[𝑎, 𝑏] âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ

íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏]. Çàäàäèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé 𝑓 è 𝑔 ïî ôîðìóëå

(𝑓, 𝑔) :=
𝑏

int
𝑎
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Òîãäà ñâîéñòâà 1) è 2) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ î÷åâèäíû, à 3) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî
èíòåãðàë int𝑏𝑎 𝑓

2(𝑥)𝑑𝑥 îò íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 𝑓 2(𝑥) íåîòðèöàòåëåí
è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè 𝑓(𝑥) ≡ 0.
Àíàëîãè÷íî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå (𝑓, 𝑔) := int𝑏𝑎 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Определение 3.4. Ïóñòü 𝑉 � åâêëèäîâî èëè ýðìèòîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ v ∈ 𝑉
âåëè÷èíà

√︀
(v , v) íàçûâàåòñÿ длиной âåêòîðà v è îáîçíà÷àåòñÿ |v |.

Âåêòîðû u , v ∈ 𝑉 , ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî íóëþ, íàçûâàþòñÿ пер-
пендикулярными èëè ортогональными. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò u ⊥ v .

Предложение 3.5. Пусть u — ненулевой вектор евклидова или эрмитова про-
странства 𝑉 . Тогда для любого вектора v ∈ 𝑉 существует единственное разложе-
ние v = v1 + v2, где вектор v1 коллинеарен вектору u, а вектор v2 ортогонален u.

Доказательство. Ñíà÷àëà äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü v = v 1+ v 2 � òàêîå ðàç-
ëîæåíèå. Òîãäà äëÿ 𝜆 ∈ R èìååì v 1 = 𝜆u , v 2 = v − 𝜆u . Óñëîâèå u ⊥ v 2 âëå÷¼ò

0 = (u , v 2) = (u , v − 𝜆u) = (u , v)− 𝜆(u ,u).

Îòñþäà 𝜆 = (u , v)/(u ,u) è

(8) v 1 =
(u , v)

(u ,u)
u .

Òåì ñàìûì âåêòîðû v 1 è v 2 = v − v 1 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îïðåäåëèâ v 1 ïî ýòîé ôîðìóëå, ìû ïîëó÷èì v 2 = (v − v 1) ⊥ u . □

Определение 3.6. Âåêòîð (8) íàçûâàåòñÿ ортогональной проекцией âåêòîðà v íà
íàïðàâëåíèå âåêòîðà u è îáîçíà÷àåòñÿ pru v , à âåêòîð v − pru v íàçûâàåòñÿ ортого-
нальной составляющей âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî u è îáîçíà÷àåòñÿ ortu v .

Äëèíà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

| pru v | =
√︀

(pru v , pru v) =

√︃(︁ (u , v)
(u ,u)

u ,
(u , v)

(u ,u)
u
)︁
=

√︃
(u , v)(u , v)

(u ,u)
=

|(u , v)|
|u |

.

Теорема 3.7 (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Для любых двух векторов u, v ев-
клидова или эрмитова пространства имеет место неравенство

|(u, v)| ⩽ |u| · |v|,
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причем равенство имеет место только в случае, когда векторы u, v коллинеарны.

Доказательство. Åñëè u = 0, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü u ̸= 0. Çàïèøåì v =
v 1 + v 2, ãäå v 1 = pru v è v 2 = ortu v . Òîãäà (v 1, v 2) = 0, è ìû èìååì

|v |2 = (v , v) = (v 1+v 2, v 1+v 2) = (v 1, v 1)+(v 1, v 2)+(v 2, v 1)+(v 2, v 2) = |v 1|2+ |v 2|2.
Îòñþäà |v 1| ⩽ |v |, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè v 2 = 0, ò.å. êîãäà âåêòîð

v êîëëèíåàðåí âåêòîðó u . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî |v 1| = | pru v | =
|(u ,v)|
|u | , òàê ÷òî

íåðàâåíñòâî |v 1| ⩽ |v | ýêâèâàëåíòíî òðåáóåìîìó. □

Определение 3.8. Углом ìåæäó äâóìÿ íåíóëåâûìè âåêòîðàìè u , v åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

∠(u , v) := arccos
(u , v)

|u | |v |
∈ [0, 𝜋].

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ãàðàíòèðóåò, ÷òî óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåê-
òîðàìè âñåãäà îïðåäåëåí.

Следствие 3.9 (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Для любых двух векторов u, v евкли-
дова или эрмитова пространства выполнено неравенство

|u+ v| ⩽ |u|+ |v|.
Доказательство. Â îáåèõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâà ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå âåëè÷èíû, ïî-
ýòîìó ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî

(u + v ,u + v) ⩽ (u ,u) + (v , v) + 2|u | |v |.
Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ëåâîé ÷àñòè è ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

(u , v) + (v ,u) ⩽ 2|u | |v |,
êîòîðîå ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. □

3.2. Ортогональные системы векторов, ортонормированные базисы. Орто-
гонализация Грама–Шмидта.

Предложение 3.10. Пусть v1, . . . , v𝑘 — набор попарно ортогональных ненулевых
векторов. Тогда эти векторы линейно независимы.

Доказательство. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äàííûõ âåêòîðîâ ðàâíà íó-
ëþ:

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖v 𝑖 = 0.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà v 𝑗 è âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó:

0 =
(︁
v 𝑗,

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖v 𝑖

)︁
=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(v 𝑗, v 𝑖) = 𝜆𝑗(v 𝑗, v 𝑗),

òàê êàê ïî óñëîâèþ îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå ðàâíû íóëþ. Ïîñêîëüêó ïî
óñëîâèþ v 𝑗 ̸= 0, èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëå-
äóåò, ÷òî (v 𝑗, v 𝑗) ̸= 0, à çíà÷èò, 𝜆𝑗 = 0. Ýòî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî 𝑗 = 1, . . . , 𝑘,

ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
∑︀𝑘

𝑖=1 𝜆𝑖v 𝑖 òðèâèàëüíà. □
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Определение 3.11. Áàçèñ e1, . . . , e𝑛 åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà íàçû-
âàåòñÿ ортогональным, åñëè åãî âåêòîðû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Åñëè ïðè ýòîì
äëèíà êàæäîãî âåêòîðà ðàâíà 1, òî áàçèñ íàçûâàåòñÿ ортонормированным. Ñêà-
ëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(e 𝑖, e𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, ãäå

𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1, åñëè 𝑖 = 𝑗;
0, åñëè 𝑖 ̸= 𝑗

� òàê íàçûâàåìûé символ Кронекера.

Теорема 3.12. Пусть a1, . . . ,a𝑘 — набор линейно независимых векторов простран-
ства 𝑉 . Тогда существует такой набор попарно ортогональных векторов b1, . . . , b𝑘,
что для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 линейная оболочка ⟨b1, . . . , b𝑖⟩ совпадает с ⟨a1, . . . ,a𝑖⟩.
Доказательство. Ïðè 𝑘 = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: ìîæíî âçÿòü b1 = a1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íàáîðîâ èç 𝑖 âåêòîðîâ, è äîêàæåì åãî äëÿ
íàáîðîâ èç 𝑖 + 1 âåêòîðà. Ïóñòü b1, . . . , b 𝑖 � îðòîãîíàëüíûé íàáîð, ïîñòðîåííûé
ïî íàáîðó a1, . . . ,a 𝑖. Ìû õîòèì, ÷òîáû äëÿ íîâîãî âåêòîðà b 𝑖+1 ëèíåéíàÿ îáîëî÷-
êà ⟨b1, . . . , b 𝑖, b 𝑖+1⟩ ñîâïàäàëà ñ ⟨a1, . . . ,a 𝑖,a 𝑖+1⟩ = ⟨b1, . . . , b 𝑖,a 𝑖+1⟩, è ïîýòîìó áóäåì
èñêàòü b 𝑖+1 â âèäå

b 𝑖+1 = a 𝑖+1 + 𝜆1b1 + . . .+ 𝜆𝑖b 𝑖.

Êîýôôèöèåíòû 𝜆1, . . . , 𝜆𝑖 áóäåì ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû âåêòîð b 𝑖+1 áûë îðòîãîíàëåí
âñåì ïðåäûäóùèì âåêòîðàì b1, . . . , b 𝑖. Óìíîæèâ ñêàëÿðíî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî
ñëåâà íà b𝑗 è èñïîëüçîâàâ òî, ÷òî (b𝑗, bℓ) = 0 ïðè 𝑗 ̸= ℓ, ïîëó÷àåì

0 = (b𝑗, b 𝑖+1) = (b𝑗,a 𝑖+1) + 𝜆𝑗(b𝑗, b𝑗),

îòêóäà 𝜆𝑗 = − (b𝑗 ,a 𝑖+1)

(b𝑗 ,b𝑗)
äëÿ 𝑗 = 1, . . . , 𝑖. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ âåêòîðà b 𝑖+1 ïîëó÷àåì

(9)
b 𝑖+1 = a 𝑖+1 −

(b1,a 𝑖+1)

(b1, b1)
b1 −

(b2,a 𝑖+1)

(b2, b2)
b2 − . . .− (b 𝑖,a 𝑖+1)

(b 𝑖, b 𝑖)
b 𝑖 =

= a 𝑖+1 − prb1
a 𝑖+1 − prb2

a 𝑖+1 − . . .− prb𝑖
a 𝑖+1.

Ïðè ýòîì b 𝑖+1 ̸= 0 (òàê êàê b1 . . . , b 𝑖,a 𝑖+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû), b 𝑖+1 îðòîãîíàëåí
âåêòîðàì b1, . . . , b 𝑖, à ⟨b1, . . . , b 𝑖, b 𝑖+1⟩ = ⟨b1, . . . , b 𝑖,a 𝑖+1⟩ = ⟨a1, . . . ,a 𝑖,a 𝑖+1⟩. □

Èíäóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ïåðåõîäà îò íàáîðà a1 . . . ,a𝑘 ê îðòîãîíàëüíîìó íà-
áîðó b1, . . . , b𝑘 íàçûâàåòñÿ процессом ортогонализации Грама–Шмидта. Óñëîâèå
⟨b1, . . . , b 𝑖⟩ = ⟨a1, . . . ,a 𝑖⟩ ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò a1 . . . ,a𝑘

ê b1, . . . , b𝑘 ÿâëÿåòñÿ верхнетреугольной.

Следствие 3.13. В евклидовом или эрмитовом пространстве 𝑉 существуют ор-
тонормированные базисы.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è
ïðèìåíèì ê íåìó îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà�Øìèäòà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îðòî-
ãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . , b𝑛. Òîãäà áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ b1

|b1| , . . . ,
b𝑛

|b𝑛| áóäåò

îðòîíîðìèðîâàííûì. □

Предложение 3.14. Пусть векторы u и v имеют координаты 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 и
𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 в некотором ортонормированном базисе евклидова или эрмитова про-
странства 𝑉 . Тогда их скалярное произведение вычисляется по формуле

(u, v) = 𝑢̄1𝑣1 + 𝑢̄2𝑣2 + . . .+ 𝑢̄𝑛𝑣𝑛.



24

Доказательство. Ïóñòü e1, . . . , e𝑛 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Òîãäà (u , v) =
(
∑︀

𝑖 𝑢𝑖e 𝑖,
∑︀

𝑗 𝑣𝑗e𝑗) =
∑︀

𝑖,𝑗 𝑢̄𝑖𝑣𝑗(e 𝑖, e𝑗) = 𝑢̄1𝑣1 + 𝑢̄2𝑣2 + . . .+ 𝑢̄𝑛𝑣𝑛. □

3.3. Ортогональные и унитарные матрицы. 𝑄𝑅-разложение.

Определение 3.15. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà åâ-
êëèäîâà (ñîîòâåòñòâåííî, ýðìèòîâà) ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó
áàçèñó íàçûâàåòñÿ ортогональной (ñîîòâåòñòâåííî, унитарной).

Предложение 3.16. Следующие условия эквивалентны:

à) матрица 𝐶 ортогональна (соответственно, унитарна);

á) 𝐶𝑡𝐶 = 𝐸 (соответственно, 𝐶
𝑡
𝐶 = 𝐸);

â) столбцы матрицы 𝐶 образуют ортонормированный базис пространства R𝑛

(соответственно, пространства C𝑛);
ã) 𝐶𝐶𝑡 = 𝐸 (соответственно, 𝐶𝐶𝑡 = 𝐸);
ä) строки матрицы 𝐶 образуют ортонормированный базис пространства R𝑛

(соответственно, пространства C𝑛).

Доказательство. Óñëîâèÿ á) è ã) ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê êàæäîå èç íèõ ýêâèâàëåíò-

íî ðàâåíñòâó 𝐶𝑡 = 𝐶−1 (ñîîòâåòñòâåííî, 𝐶
𝑡
= 𝐶−1). Ýêâèâàëåíòíîñòè á)⇔ â) è ã)⇔ ä)

âûòåêàþò èç ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ôîðìóë (6) è (7) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ â R𝑛 è C𝑛.
Äîêàæåì èìïëèêàöèþ à)⇒ á). Ïóñòü e1, . . . , e𝑛 è e ′

1, . . . , e
′
𝑛 � äâà îðòîíîðìè-

ðîâàííûõ áàçèñà â ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå è 𝐶 = (𝑐𝑖𝑘) � ìàòðèöà ïåðåõîäà, ò.å.
e ′
𝑘 =

∑︀
𝑘 𝑐𝑖𝑘e 𝑖. Òîãäà (e 𝑖, e𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 è (e ′

𝑘, e
′
𝑙) = 𝛿𝑘𝑙, îòêóäà

𝛿𝑘𝑙 = (e ′
𝑘, e

′
𝑙) = (

∑︀
𝑖 𝑐𝑖𝑘e 𝑖,

∑︀
𝑗 𝑐𝑗𝑙e𝑗) =

∑︀
𝑖,𝑗 𝑐𝑖𝑘𝑐𝑗𝑙(e 𝑖, e𝑗) =

∑︀
𝑖,𝑗 𝑐𝑖𝑘𝑐𝑗𝑙𝛿𝑖𝑗 =

∑︀
𝑖,𝑗 𝑐𝑖𝑘𝛿𝑖𝑗𝑐𝑗𝑙.

Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ

𝐸 = 𝐶
𝑡
𝐸𝐶 èëè 𝐶

𝑡
𝐶 = 𝐸.

Îñòàëîñü äîêàçàòü èìïëèêàöèþ á)⇒ à). Ïóñòü èìååò ìåñòî òîæäåñòâî 𝐶
𝑡
𝐶 = 𝐸

èëè
∑︀

𝑖,𝑗 𝑐𝑖𝑘𝛿𝑖𝑗𝑐𝑗𝑙 = 𝛿𝑘𝑙. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , e𝑛.

Èç ñîîòíîøåíèÿ 𝐶
𝑡
𝐶 = 𝐸 âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà 𝐶 íåâûðîæäåíà, è ïîýòîìó ìîæíî

ðàññìîòðåòü íîâûé áàçèñ e ′
1, . . . , e

′
𝑛, ãäå e

′
𝑘 =

∑︀
𝑘 𝑐𝑖𝑘e 𝑖. Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-

ùåé âûêëàäêå ìû ïîëó÷àåì (e ′
𝑘, e

′
𝑙) =

∑︀
𝑖,𝑗 𝑐𝑖𝑘𝛿𝑖𝑗𝑐𝑗𝑙 = 𝛿𝑘𝑙, ò.å. áàçèñ e

′
1, . . . , e

′
𝑛 òàêæå

îðòîíîðìèðîâàí, è 𝐶 � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê
äðóãîìó. □

Пример 3.17 (îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû 2× 2). Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.7 á) âûòåêàåò, ÷òî

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû

(︂
𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22

)︂
çàïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè

𝑐211 + 𝑐221 = 1, 𝑐11𝑐12 + 𝑐21𝑐22 = 0, 𝑐212 + 𝑐222 = 1,

Âûðàæàÿ 𝑐12 èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ â òðåòüå, ïîëó÷àåì 𝑐
2
22(𝑐

2
21+𝑐

2
11) =

𝑐211, îòêóäà 𝑐
2
22 = 𝑐211. Îòñþäà ïîëó÷àåì 𝑐11 = cos𝜙, 𝑐21 = sin𝜙, 𝑐22 = ± cos𝜙, 𝑐12 =

∓ sin𝜙 äëÿ íåêîòîðîãî 𝜙, 0 ⩽ 𝜙 < 2𝜋. Ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû
èìåþò âèä

(10)

(︂
cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂
è

(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂
.
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Рис. 1. Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû â R2

Ìû èìååì det𝐶 = 1 äëÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà ìàòðèö è det𝐶 = −1 äëÿ âòîðîãî.
Ýòîò âèä ìàòðèö ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ãåîìåòðè÷åñêè, âîñïîëüçîâàâøèñü èñõîä-

íûì îïðåäåëåíèåì îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ïóñòü 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗) � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà e1, e2 ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó e ′

1, e
′
2. Òîãäà â ïåð-

âîì ñòîëáöå ìàòðèöû ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðà e ′
1 â áàçèñå e1, e2, ò. å.

e ′
1 = 𝑐11e1 + 𝑐21e2 = cos𝜙e1 + sin𝜙e2,

ãäå 𝜙 ∈ [0, 2𝜋) � óãîë îò âåêòîðà e1 äî âåêòîðà e2. Òàê êàê âåêòîð e ′
2 îðòîãîíàëåí

âåêòîðó e ′
1, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî óãîë îò e2 ê e ′

2 ðàâåí 𝜙, ñì. ðèñ. 1 à), ëèáî
ýòîò óãîë ðàâåí 𝜙+𝜋, ñì. ðèñ. 1 á). Â ïåðâîì ñëó÷àå áàçèñû e1, e2 è e

′
1, e

′
2 îäèíàêîâî

îðèåíòèðîâàíû è ìû ïîëó÷àåì ïåðâîå ñåìåéñòâî (10). Âî âòîðîì ñëó÷àå áàçèñû e1, e2

è e ′
1, e

′
2 ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàíû è ìû ïîëó÷àåì âòîðîå ñåìåéñòâî (10).

Теорема 3.18 (𝑄𝑅-ðàçëîæåíèå). Для любой невырожденной вещественной (соот-
ветственно, комплексной) матрицы 𝐴 имеет место разложение

𝐴 = 𝑄𝑅,

где 𝑄 — ортогональная (соответственно, унитарная) матрица, а 𝑅 — верхнетре-
угольная матрица с положительными числами на диагонали.

Доказательство. Ïóñòü a1, . . . ,a𝑛 � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R𝑛 (èëè C𝑛), ñîñòîÿùèé èç
ñòîëáöîâ ìàòðèöû 𝐴. Ïðèìåíèâ ê íåìó îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà�Øìèäòà, ïîëó÷èì
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . , b𝑛. Ïóñòü 𝐶 � ìàòðèöà ïåðåõîäà, ò.å.

(b1 . . . b𝑛) = (a1 . . . a𝑛)𝐶

èëè 𝐵 = 𝐴𝐶, ãäå 𝐵 � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñóòü b1, . . . , b𝑛. Ïðè ýòîì ìàò-
ðèöà 𝐶 � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè (ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøå-
íèé (9)). Ïðè ïåðåõîäå îò îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà b1, . . . , b𝑛 ê îðòîíîðìèðîâàííîìó
áàçèñó b ′

1, . . . , b
′
𝑛, ãäå b

′
𝑖 =

b𝑖

|b𝑖| , ìû ïîëó÷àåì 𝐵 = 𝐵′𝐷, ãäå 𝐵′ = (b ′
1, . . . , b

′
𝑛) � îðòî-

ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à 𝐷 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ÷èñëàìè |b 𝑖| íà äèàãîíàëè. Èç
ñîîòíîøåíèé 𝐵 = 𝐴𝐶 è 𝐵 = 𝐵′𝐷 ìû ïîëó÷àåì 𝐴 = 𝐵′𝐷𝐶−1. Òîãäà ïîëîæèâ 𝑄 = 𝐵′

è 𝑅 = 𝐷𝐶−1, ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå 𝐴 = 𝑄𝑅, òàê êàê 𝑅 � âåðõíåòðå-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà |b 𝑖|. □

Замечание. 𝑄𝑅-ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî òàêæå è äëÿ âûðîæäåííûõ ìàòðèö 𝐴 (ïðè
ýòîì íà äèàãîíàëè 𝑅 ìîãóò ñòîÿòü íóëè), à òàêæå äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö 𝐴
ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà (çàäà÷à).
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3.4. Ортогональное дополнение. Проекция и ортогональная составляющая.
Угол между вектором и подпространством.

Определение 3.19. Ïóñòü𝑊 ⊂ 𝑉 � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Ортогональным дополнением ê 𝑊 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî 𝑊⊥, ñîñòîÿùåå
èç âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ âñåì âåêòîðàì èç 𝑊 , ò.å.

𝑊⊥ = {v ∈ 𝑉 : (v ,w) = 0 äëÿ âñåõ w ∈ 𝑊}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝑊⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Предложение 3.20. Для любого подпространства 𝑊 ⊂ 𝑉 имеет место разложе-
ние 𝑉 = 𝑊 ⊕𝑊⊥.

Доказательство. Ïóñòü a1, . . . ,a𝑘 � áàçèñ â 𝑊 , äîïîëíèì åãî äî áàçèñà âñåãî ïðî-
ñòðàíñòâà 𝑉 âåêòîðàìè a𝑘+1, . . . ,a𝑛. Ïðèìåíèâ îðòîãîíàëèçàöèþ Ãðàìà�Øìèäòà,
ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ b1, . . . , b𝑘, b𝑘+1, . . . , b𝑛 â 𝑉 , ïðè÷¼ì åãî ïåðâûå 𝑘 âåê-
òîðîâ áóäóò áàçèñîì â 𝑊 , òàê êàê ⟨b1, . . . , b𝑘⟩ = ⟨a1, . . . ,a𝑘⟩ = 𝑊 . Â òî æå âðåìÿ
b𝑘+1, . . . , b𝑛 ëåæàò â 𝑊

⊥ ïî îïðåäåëåíèþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Èòàê, äëÿ ëþ-
áîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉 ìû èìååì ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó

v = 𝜆1b1 + . . .+ 𝜆𝑘b𝑘⏟  ⏞  
∈𝑊

+𝜆𝑘+1b𝑘+1 + . . .+ 𝜆𝑛b𝑛⏟  ⏞  
∈𝑊⊥

,

ò.å. 𝑉 = 𝑊 +𝑊⊥.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòà ñóììà ïðÿìàÿ. Ïóñòü v ∈ 𝑊 ∩𝑊⊥. Òàê êàê v ∈ 𝑊⊥,

ìû èìååì (v ,w) = 0 äëÿ âñåõ w ∈ 𝑊 . Òàê êàê v ∈ 𝑊 , â êà÷åñòâå w ìû ìîæåì âçÿòü
ñàì âåêòîð v . Òîãäà (v , v) = 0, ò.å. v = 0 è ñóììà � ïðÿìàÿ. □

Определение 3.21. Ïóñòü𝑊 ⊂ 𝑉 � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ 𝑉 çàïèøåì ðàçëîæåíèå v = v 1 + v 2, ãäå
v 1 ∈ 𝑊 , à v 2 ∈ 𝑊⊥. Òîãäà âåêòîð v 1 íàçûâàåòñÿ ортогональной проекцией âåêòîðà
v íà ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 è îáîçíà÷àåòñÿ pr𝑊 v , à âåêòîð v 2 = v − pr𝑊 v íàçûâà-
åòñÿ ортогональной составляющей âåêòîðà v îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑊 è
îáîçíà÷àåòñÿ ort𝑊 v .

ßñíî, ÷òî ort𝑊 v = pr𝑊⊥ v .

Предложение 3.22. Пусть подпространство𝑊 ⊂ 𝑉 задано как линейная оболочка
системы векторов: 𝑊 = ⟨a1, . . . ,a𝑘⟩. Тогда проекция вектора v ∈ 𝑉 на 𝑊 есть
линейная комбинация

pr𝑊 v = 𝜆1a1 + . . .+ 𝜆𝑘a𝑘,

коэффициенты которой находятся из системы линейных уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(a1,a1)𝜆1 + (a1,a2)𝜆2 + . . .+ (a1,a𝑘)𝜆𝑘 = (a1, v),

(a2,a1)𝜆1 + (a2,a2)𝜆2 + . . .+ (a2,a𝑘)𝜆𝑘 = (a2, v),

· · · · · ·
(a𝑘,a1)𝜆1 + (a𝑘,a2)𝜆2 + . . .+ (a𝑘,a𝑘)𝜆𝑘 = (a𝑘, v).

Доказательство. Çàïèøåì v = pr𝑊 v + ort𝑊 v . Òîãäà âåêòîð ort𝑊 v = v − 𝜆1a1 −
. . .−𝜆𝑘a𝑘 îðòîãîíàëåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ a1, . . . ,a𝑘. Âçÿâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
a 𝑖 ñ ort𝑊 v , ìû ïîëó÷àåì

(a 𝑖, v − 𝜆1a1 − . . .− 𝜆𝑘a𝑘) = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî 𝑖-ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû. □



27

Определение 3.23. Ïóñòü 𝑉 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Углом ìåæäó âåêòîðîì v ∈
𝑉 è ïîäïðîñòðàíñòâîì 𝑊 ⊂ 𝑉 òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü óãëîâ ìåæäó v è ïðîèçâîëüíûì
âåêòîðîì w ∈ 𝑊 :

∠(v ,𝑊 ) := inf
w∈𝑊

∠(v ,w).

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü infw∈𝑊 ∠(v ,w) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ìíîæåñòâî óãëîâ ∠(v ,w)
îãðàíè÷åíî ñíèçó íóë¼ì. Íà ñàìîì äåëå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå
w = pr𝑊 v , êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Предложение 3.24. Угол между вектором и подпространством равен углу между
вектором и его проекцией на это подпространство:

∠(v,𝑊 ) = ∠(v, pr𝑊 v).

Доказательство. Ïóñòüw ∈ 𝑊 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Îáîçíà÷èì 𝛼 = ∠(v , pr𝑊 v),
𝛽 = ∠(v ,w) è v 1 = pr𝑊 v . Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî 𝛼 ⩽ 𝛽. Òàê êàê 0 ⩽ 𝛼, 𝛽 ⩽ 𝜋,
íåðàâåíñòâî 𝛼 ⩽ 𝛽 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó cos𝛼 ⩾ cos 𝛽, ò.å.

(11)
(v , v 1)

|v | |v 1|
⩾

(v ,w)

|v | |w |
.

Çàïèøåì v = v 1 + v 2, ãäå v 2 = ort𝑊 v ∈ 𝑊⊥. Òîãäà (v , v 1) = (v 1 + v 2, v 1) = |v 1|2
è (v ,w) = (v 1 + v 2,w) = (v 1,w). Ïîäñòàâèâ ýòî â (11), ïîëó÷èì |v 1| ⩾ (v1,w)

|w | , ÷òî

âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. □

3.5. Аффинные евклидовы пространства. Расстояние от точки до подпро-
странства. Расстояние между подпространствами.

Определение 3.25. Àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî (A, 𝑉 ) íàçûâàåòñÿ евклидовым, åñëè
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.
Расстоянием ìåæäó òî÷êàìè 𝑃 è 𝑄 àôôèííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (A, 𝑉 )

íàçûâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà 𝑃𝑄:

𝑑(𝑃,𝑄) := |𝑃𝑄|.

Расстоянием ìåæäó òî÷êîé 𝑃 è àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (B,𝑊 ) íàçûâàåòñÿ
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàññòîÿíèé ìåæäó 𝑃 è ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé 𝑄 ∈ B:

𝑑(𝑃,B) := inf
𝑄∈B

𝑑(𝑃,𝑄).

Расстоянием ìåæäó àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè (C, 𝑈) è (B,𝑊 ) íàçûâàåòñÿ
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè 𝑃 ∈ C è 𝑄 ∈ B:

𝑑(C,B) := inf
𝑃∈C, 𝑄∈B

𝑑(𝑃,𝑄).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò óòâåðæäåíèÿ î ðàññòîÿíèè ìåæäó òî÷êîé è ïðÿ-
ìîé èëè ïëîñêîñòüþ èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Теорема 3.26. Расстояние между точкой 𝑃 и аффинным подпространством
(B,𝑊 ) равно длине ортогональной составляющей вектора 𝑃𝑄, соединяющего 𝑃 с
произвольной точкой 𝑄 ∈ B, относительно пространства 𝑊 :

𝑑(𝑃,B) = | ort𝑊 𝑃𝑄| для любой точки 𝑄 ∈ B.
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Доказательство. Âíà÷àëå ìû äîêàæåì, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ort𝑊 𝑃𝑄
íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè 𝑄 ∈ B. Ïóñòü 𝑄′ ∈ B � äðóãàÿ òî÷êà. Ìû èìååì 𝑃𝑄 =
pr𝑊 𝑃𝑄+ort𝑊 𝑃𝑄 è 𝑃𝑄′ = pr𝑊 𝑃𝑄′+ort𝑊 𝑃𝑄′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 𝑃𝑄′ = 𝑃𝑄+𝑄𝑄′,
ãäå 𝑄𝑄′ ∈ 𝑊 . Òîãäà

𝑃𝑄′ = pr𝑊 𝑃𝑄′⏟  ⏞  
∈𝑊

+ort𝑊 𝑃𝑄′⏟  ⏞  
∈𝑊⊥

= 𝑄𝑄′ + 𝑃𝑄 = 𝑄𝑄′ + pr𝑊 𝑃𝑄⏟  ⏞  
∈𝑊

+ort𝑊 𝑃𝑄⏟  ⏞  
∈𝑊⊥

.

Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà â ïðÿìîé ñóììå 𝑉 = 𝑊 ⊕𝑊⊥

ïîëó÷àåì ort𝑊 𝑃𝑄′ = ort𝑊 𝑃𝑄, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑄 ∈ B ìû èìååì |𝑃𝑄| ⩾ | ort𝑊 𝑃𝑄|. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

|𝑃𝑄|2 = (𝑃𝑄,𝑃𝑄) = (pr𝑊 𝑃𝑄+ ort𝑊 𝑃𝑄, pr𝑊 𝑃𝑄+ ort𝑊 𝑃𝑄) =

= (pr𝑊 𝑃𝑄, pr𝑊 𝑃𝑄)+(ort𝑊 𝑃𝑄, ort𝑊 𝑃𝑄) = | pr𝑊 𝑃𝑄|2+| ort𝑊 𝑃𝑄|2 ⩾ | ort𝑊 𝑃𝑄|2,

ãäå â ïðåäïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî (pr𝑊 𝑃𝑄, ort𝑊 𝑃𝑄) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑑(𝑃,B) = inf𝑄∈B |𝑃𝑄| ⩾ | ort𝑊 𝑃𝑄|.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå | ort𝑊 𝑃𝑄| äîñòèãàåòñÿ, ò.å. |𝑃𝑄′| = | ort𝑊 𝑃𝑄| äëÿ

íåêîòîðîé òî÷êè 𝑄′ ∈ B. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì â êà÷åñòâå 𝑄′ òî÷êó 𝑃 +ort𝑊 𝑃𝑄. Òîãäà,
ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ, |𝑃𝑄′| = | ort𝑊 𝑃𝑄|. C äðóãîé ñòîðîíû,

𝑄′ = 𝑃 + ort𝑊 𝑃𝑄 = 𝑃 + 𝑃𝑄− pr𝑊 𝑃𝑄 = 𝑄− pr𝑊 𝑃𝑄,

ãäå 𝑄 ∈ B è pr𝑊 𝑃𝑄 ∈ 𝑊 , ò.å. 𝑄′ ∈ B. □

Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè â ïðî-
ñòðàíñòâå âû÷èñëÿëîñü êàê äëèíà èõ îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
âû÷èñëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè â îáùåì ñëó÷àå:

Теорема 3.27. Расстояние между двумя аффинными подпространствами (C, 𝑈) и
(B,𝑊 ) равно длине ортогональной составляющей вектора 𝑃𝑄, соединяющего про-
извольную точку 𝑃 ∈ C с произвольной точкой 𝑄 ∈ B, относительно простран-
ства 𝑈 +𝑊 :

𝑑(C,B) = | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄| для любых точек 𝑃 ∈ C, 𝑄 ∈ B.

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî
îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê 𝑃 ∈ C, 𝑄 ∈ B.
Ïóñòü 𝑃 ′ ∈ C, 𝑄′ ∈ B � äðóãèå òî÷êè. Ìû èìååì 𝑃𝑄 = pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄 + ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄 è

𝑃 ′𝑄′ = pr𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′ + ort𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 𝑃 ′𝑄′ = 𝑃 ′𝑃 + 𝑃𝑄 + 𝑄𝑄′, ãäå

𝑃 ′𝑃 ∈ 𝑈 è 𝑄𝑄′ ∈ 𝑊 . Òîãäà

𝑃 ′𝑄′ = pr𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′⏟  ⏞  
∈𝑈+𝑊

+ort𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′⏟  ⏞  
∈(𝑈+𝑊 )⊥

= 𝑃 ′𝑃 +𝑄𝑄′ + pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄⏟  ⏞  
∈𝑈+𝑊

+ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄⏟  ⏞  
∈(𝑈+𝑊 )⊥

.

Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà â ïðÿìîé ñóììå ïîëó÷àåì
ort𝑈+𝑊 𝑃 ′𝑄′ = ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ 𝑃 ∈ C è 𝑄 ∈ B

ìû èìååì |𝑃𝑄| ⩾ | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄|. Ñëåäîâàòåëüíî,
𝑑(C,B) = inf

𝑃∈C, 𝑄∈B
|𝑃𝑄| ⩾ | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄|.
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Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄| äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé ïàðå òî÷åê,
ò.å. |𝑃 ′𝑄′| = | ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄| äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê 𝑃 ′ ∈ C, 𝑄′ ∈ B. Çàïèøåì âåêòîð
pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄 ∈ 𝑈 +𝑊 â âèäå ñóììû:

(12) pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄 = u +w ,

ãäå u ∈ 𝑈 è w ∈ 𝑊 . Òåïåðü âîçüì¼ì 𝑃 ′ = 𝑃 + u , òîãäà î÷åâèäíî 𝑃 ′ ∈ (C, 𝑈).
Äàëåå, âîçüì¼ì 𝑄′ = 𝑃 ′ + ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ, |𝑃 ′𝑄′| =
| ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄|. C äðóãîé ñòîðîíû,

𝑄′ = 𝑃 ′ + ort𝑈+𝑊 𝑃𝑄 = 𝑃 + u + 𝑃𝑄− pr𝑈+𝑊 𝑃𝑄 = 𝑄−w ,

ãäå 𝑄 ∈ B è w ∈ 𝑊 , ò.å. 𝑄′ ∈ (B,𝑊 ). □

Åñëè 𝑑(C,B) ̸= 0, òî òî÷êè 𝑃 ′ è 𝑄′, íàéäåííûå â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå, ðàç-
ëè÷íû. Ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ 𝑃 ′ è 𝑄′, ïåðïåíäèêóëÿðíà êàæäîìó èç ïîäïðîñòðàíñòâ
(C, 𝑈) è (B,𝑊 ) è íàçûâàåòñÿ èõ общим перпендикуляром. Òàêàÿ ïðÿìàÿ åäèíñòâåííà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû u è w â ðàçëîæåíèè (12) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷-
íî, ò.å. êîãäà 𝑈 ∩𝑊 = {0}. Íàïðèìåð, ýòî òàê â ñëó÷àå ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ â
3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

3.6. Определитель матрицы Грама и многомерный объём.

Определение 3.28. Матрицей Грама ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, . . . ,a𝑘 íàçûâàåòñÿ ìàò-
ðèöà

𝐺 = 𝐺(a1, . . . ,a𝑘) =

⎛⎜⎜⎝
(a1,a1) (a1,a2) . . . (a1,a𝑘)
(a2,a1) (a2,a2) . . . (a2,a𝑘)

...
...

. . .
...

(a𝑘,a1) (a𝑘,a2) . . . (a𝑘,a𝑘)

⎞⎟⎟⎠ .

Ìàòðèöà 𝐺 ñèììåòðè÷íà (𝐺𝑡 = 𝐺) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ýðìèòîâà (𝐺
𝑡
= 𝐺)

â ýðìèòîâîì.
Ìàòðèöà Ãðàìà óæå ïîÿâëÿëàñü êàê ìàòðèöà ñèñòåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî ⟨a1, . . . ,a𝑘⟩ (ñì. ïðåäëîæåíèå 3.22).

Предложение 3.29. Пусть 𝐺 — матрица Грама системы векторов a1, . . . ,a𝑘, а
𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) — матрица, в столбцы которой записаны координаты векторов a1, . . . ,a𝑘

в некотором ортонормированном базисе. Тогда имеет место соотношение

𝐺 = 𝐴
𝑡
𝐴 (𝐺 = 𝐴𝑡𝐴 в евклидовом пространстве).

Доказательство. Ýòî ñëåäóåò èç çàêîíà óìíîæåíèÿ ìàòðèö è ôîðìóëû äëÿ ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (ïðåäëîæåíèå 3.14). □

Определение 3.30. Ïóñòü 𝑃 ∈ (A, 𝑉 ) � òî÷êà â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, à
a1, . . . ,a𝑘 � íàáîð âåêòîðîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 . Параллелепипедом ñ âåðøè-
íîé â òî÷êå 𝑃 , íàòÿíóòûì íà âåêòîðû a1, . . . ,a𝑘, íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî
òî÷åê àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A:

Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘) := {𝑄 ∈ A : 𝑄 = 𝑃 + 𝑥1a1 + . . .+ 𝑥𝑘a𝑘, 0 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 1}.

Определение 3.31. Îïðåäåëèì 𝑘-мерный объём vol𝑘 ïàðàëëåëåïèïåäà
Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘) â àôôèííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èíäóêòèâíî:

1) îäíîìåðíûé îáú¼ì vol1Π(𝑃 ;a1) := |a1| � ýòî äëèíà âåêòîðà;
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2) vol𝑘 Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘) := vol𝑘−1Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘−1) · | ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘|.
Ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùàåò îïðåäåëåíèå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà (èëè îáú¼ìà

3-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà) êàê ïðîèçâåäåíèå äëèíû (èëè ïëîùàäè) îñíîâàíèÿ íà
âûñîòó. Èç îïðåäåëåíèÿ îáú¼ìà vol𝑘 Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑘) âèäíî, ÷òî îí íå çàâèñèò îò âåð-
øèíû 𝑃 ; ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘).

Теорема 3.32. Квадрат объёма равен определителю матрицы Грама:(︀
vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘)

)︀2
= det𝐺(a1, . . . ,a𝑘).

В частности, объём vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘) не зависит от порядка векторов.

Доказательство. Èíäóêöèÿ ïî 𝑘. Ïðè 𝑘 = 1, î÷åâèäíî, |a1|2 = (a1,a1).
Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ vol𝑘−1, äîêàæåì åãî äëÿ vol𝑘. Ðàññìîòðèì ðàçëî-

æåíèå a𝑘 = pr⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘+ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘, ãäå pr⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘 = 𝜆1a1+. . .+𝜆𝑘−1a𝑘−1,

è îáîçíà÷èì b = ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘. Òîãäà (a 𝑖, b) = 0 ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1 è (a𝑘, b) =
(b, b). Ìû èìååì

det𝐺 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(a1,a1) . . . (a1,a𝑘)

...
. . .

...
(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) (a1, 𝜆1a1 + . . .+ 𝜆𝑘−1a𝑘−1 + b)

...
. . .

...
...

(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (a𝑘, 𝜆1a1 + . . .+ 𝜆𝑘−1a𝑘−1 + b)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= 𝜆1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) (a1,a1)

...
. . .

...
...

(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (a𝑘,a1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒+ . . .+ 𝜆𝑘−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) (a1,a𝑘−1)

...
. . .

...
...

(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (a𝑘,a𝑘−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) (a1, b)

...
. . .

...
...

(a𝑘−1,a1) . . . (a𝑘−1,a𝑘−1) (a𝑘−1, b)
(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (a𝑘, b)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
(a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1) 0

...
. . .

...
...

(a𝑘−1,a1) . . . (a𝑘−1,a𝑘−1) 0
(a𝑘,a1) . . . (a𝑘,a𝑘−1) (b, b)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ (a1,a1) . . . (a1,a𝑘−1)

...
. . .

...
(a𝑘−1,a1) . . . (a𝑘−1,a𝑘−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ · (b, b) = (︀

vol𝑘−1 Π(a1, . . . ,a𝑘−1)
)︀2|b|2 =

(︀
vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘)

)︀2
.

□

Следствие 3.33. Векторы a1, . . . ,a𝑘 линейно зависимы тогда и только тогда, ко-
гда det𝐺(a1, . . . ,a𝑘) = 0.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû a1, . . . ,a𝑘 ëèíåéíî çà-
âèñèìû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a𝑘 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, . . . ,a𝑘−1. Òîãäà
ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

det𝐺 =
(︀
vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘)

)︀2
=

(︀
vol𝑘−1Π(a1, . . . ,a𝑘−1)

)︀2| ort⟨a1,...,a𝑘−1⟩ a𝑘|2 = 0.

Îáðàòíî, ïóñòü det𝐺 = (vol𝑘 Π(a1, . . . ,a𝑘))
2 = 0. Òîãäà, â ñèëó èíäóêòèâíîãî îïðå-

äåëåíèÿ îáúåìà, ìû èìååì vol𝑖 Π(a1, . . . ,a 𝑖) = 0, à vol𝑖−1Π(a1, . . . ,a 𝑖−1) ̸= 0 äëÿ
íåêîòîðîãî 𝑖. Òàê êàê vol𝑖 Π(a1, . . . ,a 𝑖) = vol𝑖−1Π(a1, . . . ,a 𝑖−1)| ort⟨a1,...,a 𝑖−1⟩ a 𝑖|, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ort⟨a1,...,a 𝑖−1⟩ a 𝑖 = 0, ò.å. a 𝑖 ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç a1, . . . ,a 𝑖−1. □

Следствие 3.34. Пусть dim𝑉 = 𝑛 и 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) — квадратная матрица из координат
векторов a1, . . . ,a𝑛 в некотором ортонормированном базисе. Тогда

vol𝑛 Π(a1, . . . ,a𝑛) = | det𝐴|.
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Доказательство. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.29 è ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïîëó÷àåì(︀
vol𝑛 Π(a1, . . . ,a𝑛)

)︀2
= det𝐺 = det(𝐴𝑡𝐴) = (det𝐴)2.

□

Определение 3.35. Â ïðîñòðàíñòâå A𝑛 ориентированным объёмом 𝑛-ìåðíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà Π(𝑃 ;a1, . . . ,a𝑛) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî vol𝑜𝑟𝑛 Π(a1, . . . ,a𝑛), ðàâíîå ïî ìî-
äóëþ îáú¼ìó vol𝑛 Π(a1, . . . ,a𝑛) è èìåþùåå çíàê ïëþñ (ìèíóñ), åñëè a1, . . . ,a𝑛 � ïî-
ëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îðèåíòðèðîâàííûé áàçèñ.

Èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò ôîðìóëà äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî îáú¼ìà:

vol𝑜𝑟𝑛 (a1, . . . ,a𝑛) = det𝐴 = det(a1, . . . ,a𝑛).

3.7. Векторное произведение. Äâóìåðíûé îáú¼ì ïàðàëëåëîãðàììà Π(a , b) � ýòî
åãî ïëîùàäü, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑆(a , b). Àíàëîãè÷íî, òð¼õìåðíûé îáú¼ì
ïàðàëëåëåïèïåäà Π(a , b, c) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑉 (a , b, c). Îðèåíòèðîâàííûå ïëî-
ùàäü è îáú¼ì áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç 𝑆𝑜𝑟(a , b) è 𝑉 𝑜𝑟(a , b, c).
Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà íà âåêòîðàõ a , b ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

𝑆(a , b) = |a ||b| sin𝛼, ãäå 𝛼 � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b (çàäà÷à). Â äâóìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå R2 ýòà ôîðìóëà òàêæå äà¼ò îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü, åñëè â
êà÷åñòâå 𝛼 áðàòü óãîë îò a äî b.
Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå A3 ñóùåñòâóåò áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ íà âåêòîðàõ, ðå-

çóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð. Äëÿ ýòîé îïåðàöèè îòñóòñòâóåò íåïîñðåäñòâåí-
íûé ìíîãîìåðíûé àíàëîã (ñì., îäíàêî, çàäà÷ó 3.78).

Определение 3.36. Векторным произведением äâóõ âåêòîðîâ a è b â îðèåíòèðî-
âàííîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âåêòîð c, îáîçíà÷àåìûé [a , b] è îïðå-
äåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè âåêòîðû a è b íåêîëëèíåàðíû, òî c îäíîçíà÷íî
çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äëèíà âåêòîðà c ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà Π(a , b);
2) âåêòîð c ïåðïåíäèêóëÿðåí a è b;
3) áàçèñ a , b, c ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí.

Åñëè âåêòîðû a è b êîëëèíåàðíû, òî c = 0. ×èñëî (a , b, c) := ([a , b], c) íàçûâàåòñÿ
смешанным произведением òðîéêè âåêòîðîâ a , b, c.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî
îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà e1, e2, e3 èìååì

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, (e1, e2, e3) = 1.

Предложение 3.37. (a, b, c) = 𝑉 𝑜𝑟(a, b, c).

Доказательство. Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî çíàêè ýòèõ äâóõ ÷èñåë ñîâïàäàþò.
Ïðîâåðèì ñîâïàäåíèå àáñîëþòíûõ âåëè÷èí:

|(a , b, c)| = |[a , b]| · |c| · | cos∠(c, [a , b])| = 𝑆(a , b) · | ort⟨a ,b⟩ c| = 𝑉 (a , b, c),

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ òð¼õìåðíîãî îáú¼ìà. □

Предложение 3.38. Смешанное произведение линейно по каждому аргументу и
кососимметрично (меняет знак при перестановке любых двух векторов).
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Доказательство. Òàê êàê (a , b, c) = 𝑉 𝑜𝑟(a , b, c) = det(a , b, c), ýòè ñâîéñòâà âûòåêà-
þò èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ. □

Предложение 3.39. Векторное произведение билинейно и кососимметрично:

[a, b] = −[b,a], [𝜆a, b] = 𝜆[a, b], [a1 + a2, b] = [a1, b] + [a2, b].

Доказательство. Ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà ñðàçó âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òðåòüåãî ðàññìîòðèì âåêòîð c = [a1 + a2, b]− [a1, b]− [a2, b]. Òîãäà

(c, c) = ([a1 + a2, b]− [a1, b]− [a2, b], c) = (a1 + a2, b, c)− (a1, b, c)− (a2, b, c)

ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, c = 0. □

Предложение 3.40. Пусть векторы a и b имеют координаты (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) и
(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) в положительном ортонормированном базисе e1, e2, e3. Тогда

[a, b] =

⃒⃒⃒⃒
𝑎2 𝑎3
𝑏2 𝑏3

⃒⃒⃒⃒
· e1 +

⃒⃒⃒⃒
𝑎3 𝑎1
𝑏3 𝑏1

⃒⃒⃒⃒
· e2 +

⃒⃒⃒⃒
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

⃒⃒⃒⃒
· e3,

что символически записывается в виде

[a, b] =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒e1 e2 e3
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Доказательство. Âû÷èñëÿåì, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ:

[a , b] = [
∑︁
𝑖

𝑎𝑖e 𝑖,
∑︁
𝑗

𝑏𝑗e𝑗] =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑏𝑗[e 𝑖, e𝑗] =

= (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)e1 + (𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3)e2 + (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)e3 =

=

⃒⃒⃒⃒
𝑎2 𝑎3
𝑏2 𝑏3

⃒⃒⃒⃒
· e1 +

⃒⃒⃒⃒
𝑎3 𝑎1
𝑏3 𝑏1

⃒⃒⃒⃒
· e2 +

⃒⃒⃒⃒
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

⃒⃒⃒⃒
· e3. □

3.8. Формулы для расстояний в A2 и A3. Ñèñòåìà êîîðäèíàò 𝑂e1 . . . e𝑛 íàçûâà-
åòñÿ прямоугольной, åñëè (e1, . . . , e𝑛) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
Çäåñü ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (𝑥, 𝑦, 𝑧) � êîîðäèíàòû â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëü-

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â òð¼õìåðíîì àôôèííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òåì ñà-
ìûì îòîæäåñòâëÿÿ åãî ñ A3. Àíàëîãè÷íî, (𝑥, 𝑦) � ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû â äâó-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Предложение 3.41. Пусть плоскость 𝜋 задана уравнением 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 =
0. Вектор n = (𝐴,𝐵,𝐶) ортогонален этой плоскости. Если приложить вектор
n в некоторой точке плоскости, то его конец будет лежать в положительном
полупространстве.

Доказательство. Ïóñòü 𝑃 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) è 𝑄 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) � äâå òî÷êè ïëîñêîñòè, ò. å.
𝐴𝑥1 +𝐵𝑦1 + 𝐶𝑧1 +𝐷 = 𝐴𝑥2 +𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 +𝐷 = 0. Òîãäà

(n , 𝑃𝑄) = 𝐴(𝑥2 − 𝑥1) +𝐵(𝑦2 − 𝑦1) + 𝐶(𝑧2 − 𝑧1) = 0,

ò. å. âåêòîð n îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó, ñîåäèíÿþùåìó äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, n îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè 𝜋.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Åñëè ïðèëîæèòü âåêòîð n â òî÷êå (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ∈ 𝜋,

òî åãî êîíåö áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (𝑥1 + 𝐴, 𝑦1 +𝐵, 𝑧1 + 𝐶). Ìû èìååì

𝐴(𝑥1+𝐴)+𝐵(𝑦1+𝐵)+𝐶(𝑧1+𝐶)+𝐷 = 𝐴2+𝐵2+𝐶2+(𝐴𝑥1+𝐵𝑦1+𝐶𝑧1+𝐷) = 𝐴2+𝐵2+𝐶2 > 0,
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ò. å. òî÷êà (𝑥1 + 𝐴, 𝑦1 +𝐵, 𝑧1 + 𝐶) ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå. □

Àíàëîãè÷íî, âåêòîð n = (𝐴,𝐵) îðòîãîíàëåí ïðÿìîé 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶 = 0 è ¾ñìîòðèò¿
â ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóïëîñêîñòü.

Предложение 3.42.

à) Расстояние от точки 𝑃 = (𝑥1, 𝑦1) до прямой ℓ : 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶 = 0 в A2 вычис-
ляется по формуле

𝑑(𝑃, ℓ) =
|𝐴𝑥1 +𝐵𝑦1 + 𝐶|√

𝐴2 +𝐵2
.

á) Расстояние от точки 𝑃 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) до плоскости 𝜋 : 𝐴𝑥+𝐵𝑦 +𝐶𝑧 +𝐷 = 0
в A3 вычисляется по формуле

𝑑(𝑃, 𝜋) =
|𝐴𝑥1 +𝐵𝑦1 + 𝐶𝑧1 +𝐷|√

𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2
.

Доказательство. Îáå ôîðìóëû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî; äîêàæåì ïåðâóþ. Ñî-
ãëàñíî îáùåé ôîðìóëå èç òåîðåìû 3.26, ðàññòîÿíèå 𝑑(𝑃, ℓ) ðàâíî äëèíå îðòîãîíàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ortv 𝑃𝑄, ãäå v � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ, à 𝑄 = (𝑥0, 𝑦0) �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïðÿìîé. Ìû èìååì

𝑑(𝑃, ℓ) = | ortv 𝑃𝑄| = | prn 𝑃𝑄| =
|(n , 𝑃𝑄)|

|n |
=

=
|𝐴(𝑥1 − 𝑥0) +𝐵(𝑦1 − 𝑦0)|√

𝐴2 +𝐵2
=

|𝐴𝑥1 +𝐵𝑦1 + 𝐶|√
𝐴2 +𝐵2

. □

Предложение 3.43. Расстояние от точки 𝑄 до параметрически заданной прямой
ℓ : 𝑃 + v 𝑡 в A3 вычисляется по формуле:

𝑑(𝑄, ℓ) =
|[v, 𝑃𝑄]|

|v|
.

Доказательство. Ðàññòîÿíèå 𝑑(𝑄, ℓ) � ýòî âûñîòà â ïàðàëëåëîãðàìå íà âåêòîðàõ 𝑃𝑄
è v . Áîëåå ôîðìàëüíî,

|[v , 𝑃𝑄]| = 𝑆(v , 𝑃𝑄) = |𝑣| · | ortv 𝑃𝑄| = |𝑣| · 𝑑(𝑄, ℓ),

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà. □

Предложение 3.44. Расстояние между скрещивающимися или пересекающимися
прямыми ℓ1 : 𝑃1 + v1 𝑡 и ℓ2 : 𝑃2 + v2 𝑡 в A3 вычисляется по формуле:

𝑑(ℓ1, ℓ2) =
|(v1, v2, 𝑃1𝑃2)|

|[v1, v2]|
.

Доказательство. Ðàññòîÿíèå 𝑑(ℓ1, ℓ2) � ýòî âûñîòà â ïàðàëëåëåïèïåäå íà âåêòîðàõ
𝑃1𝑃2, v 1 è v 2. Áîëåå ôîðìàëüíî,

|(v 1, v 2, 𝑃1𝑃2)| = 𝑉 (v 1, v 2, 𝑃1𝑃2) = 𝑆(v 1, v 2) · | ort⟨v1,v2⟩ 𝑃1𝑃2| = |[v 1, v 2]| · 𝑑(ℓ1, ℓ2),

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà. □
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3.9. Метод наименьших квадратов. ×àñòî íà ïðàêòèêå ïðè èññëåäîâàíèè êàêîãî-
íèáóäü ïðèðîäíîãî èëè ñîöèàëüíîãî ÿâëåíèÿ äåëàåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî ýòî ÿâëåíèå
îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ôîðìóëîé. Òî÷íåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà
𝑏 ëèíåéíî çàâèñèò îò äðóãèõ âåëè÷èí 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, è õîòèì íàéòè ýòó çàâèñèìîñòü

𝑏 = 𝑎1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑥𝑛,

ò. å. íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 (ýòî íàçûâàåòñÿ моделью линейной
регрессии). Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè 𝑏 îò 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 äåëàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî 𝑁
èçìåðåíèé (êàê ïðàâèëî 𝑁 ≫ 𝑛), è ïî òàáëèöå èçìåðåííûõ çíà÷åíèé çàïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(13)

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎11𝑥1 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

· · · · · · · · ·
𝑎𝑁1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑁𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑁

â êîòîðîé ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé. Òàêàÿ ñèñòåìà, êàê ïðàâèëî,
íåñîâìåñòíà. Ïîýòîìó íàõîäèòñÿ ¾íàèëó÷øåå ïðèáëèæ¼ííîå¿ ðåøåíèå 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, äëÿ
êîòîðîãî îòêëîíåíèå çíà÷åíèé 𝑏𝑖 îò 𝑎𝑖1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 áóäåò íàèìåíüøèì.
Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ðåøàåò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæ¼í-

íîãî ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ áåð¼òñÿ ñóììà êâàä-
ðàòîâ ðàçíîñòåé âåëè÷èí

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 è 𝑏𝑖.

Определение 3.45. Псевдорешением ñèñòåìû (13) íàçûâàåòñÿ íàáîð 𝑥̃1, . . . , 𝑥̃𝑛, êî-
òîðûé ìèíèìèçèðóåò ñóììó êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé
ñèñòåìû, ò. å. ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó

(14)
(︀∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎1𝑗𝑥𝑗 − 𝑏1
)︀2

+
(︀∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎2𝑗𝑥𝑗 − 𝑏2
)︀2

+ . . .+
(︀∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑁𝑗𝑥𝑗 − 𝑏𝑁
)︀2

ïî âñåì (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ квадратичным отклонением.

Ïóñòü 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà ñèñòåìû (13), a1, . . . ,a𝑛 ∈ R𝑁 � âåêòîðû-ñòîëáöû ýòîé
ìàòðèöû, à b ∈ R𝑁 � âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé.

Теорема 3.46. Псевдорешение системы (13) находится как решение системы⎧⎪⎨⎪⎩
(a1,a1)𝑥1 + . . .+ (a1,a𝑛)𝑥𝑛 = (a1, b),

· · · · · · · · · · · ·
(a𝑛,a1)𝑥1 + . . .+ (a𝑛,a𝑛)𝑥𝑛 = (a𝑛, b).

Другими словами, псевдорешение — это набор коэффициентов в разложении проек-
ции pr⟨a1,...,a𝑛⟩ b по векторам a1, . . . ,a𝑛, а квадратичное отклонение псевдорешения —
это квадрат длины вектора ort⟨a1,...,a𝑛⟩ b.

Доказательство. Êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå (14) íàáîðà 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 � ýòî ïî îïðåäå-
ëåíèþ êâàäðàò äëèíû âåêòîðà

∑︀𝑛
𝑗=1 a 𝑗𝑥𝑗−b, ò.å. êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè

b è
∑︀𝑛

𝑗=1 a 𝑗𝑥𝑗 ∈ ⟨a1, . . . ,a𝑛⟩ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A𝑁 . Ìû çíàåì èç òåîðåìû 3.26,

÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó b è òî÷êîé
∑︀𝑛

𝑗=1 a 𝑗𝑥𝑗 ïîäïðîñòðàíñòâà ⟨a1, . . . ,a𝑛⟩ ìèíèìàëü-
íî, êîãäà

∑︀𝑛
𝑗=1 a 𝑗𝑥𝑗 � ýòî ïðîåêöèÿ âåêòîðà b íà ⟨a1, . . . ,a𝑛⟩. Êîýôôèöèåíòû â ðàç-

ëîæåíèè ïðîåêöèè ïî âåêòîðàì ïîäïðîñòðàíñòâà íàõîäÿòñÿ èç óêàçàííîé ñèñòåìû
(ïðåäëîæåíèå 3.22), a ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ðàâíî | ort⟨a1,...,a𝑛⟩ b|. □
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Àíàëîãè÷íî, ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæíî íàõîäèòü áîëåå ñëîæíûå çà-
âèñèìîñòè âåëè÷èíû 𝑏 îò 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé çà-
âèñèìîñòè 𝑏 = 𝑥0 + 𝑎1𝑥1 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ìîæíî íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.
Â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïîëàãàåìàÿ çàâèñèìîñòü 𝑏 îò îäíîé âåëè÷èíû 𝑎 âûðàæàåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì 𝑛-é ñòåïåíè 𝑏 = 𝑥0 + 𝑎𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íàèëó÷øåå
ïðèáëèæåíèå äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Задачи и упражнения.

3.47. Äîêàæèòå, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (v , v) = |𝑣|2 � êâàäðàò
äëèíû âåêòîðà v .

3.48. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1, . . . ,a𝑘 åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð b, ÷òî (a 𝑖, b) > 0 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

3.49 (ôîðìóëû äåëåíèÿ îòðåçêà). Ïóñòü òî÷êè 𝐴 è 𝐵 àôôèííîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà èìåþò êîîðäèíàòû (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) è (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛), ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå
äàíî îòíîøåíèå 𝜆 : 𝜇, ãäå 𝜆 > 0 è 𝜇 > 0. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà 𝑋 делит отрезок 𝐴𝐵 в

отношении 𝜆 : 𝜇, åñëè |𝐴𝑋|
|𝑋𝐵| =

𝜆
𝜇
. Äîêàæèòå, ÷òî êîîðäèíàòû òàêîé òî÷êè 𝑋 çàäàþòñÿ

ôîðìóëàìè

𝑥𝑖 =
𝜇𝑎𝑖 + 𝜆𝑏𝑖
𝜇+ 𝜆

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Äàëåå ðàññìîòðèòå ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ 𝜆 è 𝜇. Òîãäà ôîðìóëû âû-
øå äàþò êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè 𝑋, åñëè 𝜆 + 𝜇 ̸= 0. Êàê çàïèñàòü óñëîâèå,
ñâÿçûâàþùåå òî÷êè 𝐴,𝐵,𝑋 â îáùåì ñëó÷àå? Ïðîàíàëèçèðóéòå ñëó÷àè âçàèìíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê 𝐴,𝐵,𝑋 â çàâèñèìîñòè îò 𝜆 è 𝜇.

3.50. Íàéäèòå åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü áèññåêòðèññû óãëà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè
a = (−3, 0, 4) è b = (5,−2,−14).

3.51. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà c = (0, 2, 1) íà ïëîñêîñòü, îïðåäå-
ëÿåìóþ âåêòîðàìè a = (1, 1, 1) è b = (2,−1, 2), è âû÷èñëèòå óãîë ìåæäó âåêòîðîì c

è åãî ïðîåêöèåé.

3.52. Äîïîëíèòå äàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ýðìèòîâà
ïðîñòðàíñòâà C4: a1 =

1√
2
(𝑖, 0, 0,−1), a2 =

1√
2
(0, 1, 𝑖, 0).

3.53. Ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà ïîñòðîéòå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíàìè 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5,
𝑥6 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, çàäàííûì èíòåãðàëîì:

à) (𝑓, 𝑔) = int1−1 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥;
á) (𝑓, 𝑔) = int10 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

3.54. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà íå óâåëè÷èâàåò äëè-
íû îðòîãîíàëèçèðóåìûõ âåêòîðîâ, ò. å. |b𝑘| ⩽ |a𝑘|, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, ãäå âåêòîðû b𝑘 ïîëó-
÷åíû èç a𝑘 ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçàöèè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ íåêîòîðîãî 𝑘 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî |b𝑘| = |a𝑘|?
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3.55. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ {a1, . . . ,a𝑛} âîç-
íèêàåò íóëåâîé âåêòîð b𝑘 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà {a1, . . . ,a𝑛}
ëèíåéíî çàâèñèìà. Òî÷íåå, b𝑘 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a𝑘 ∈ ⟨a1, . . . ,a𝑘−1⟩.

3.56. Многочлены Лежандра 𝑃𝑘(𝑥) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

𝑃0(𝑥) = 1, 𝑃𝑘(𝑥) =
1

2𝑘𝑘!

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(︀
(𝑥2 − 1)𝑘

)︀
, 𝑘 ⩾ 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíî-
øåíèÿì

𝑃𝑘+1(𝑥) =
2𝑘 + 1

𝑘 + 1
𝑥𝑃𝑘(𝑥)−

𝑘

𝑘 + 1
𝑃𝑘−1(𝑥), 𝑘 ⩾ 1.

Íàéäèòå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ 𝑃1(𝑥), 𝑃2(𝑥), 𝑃3(𝑥), 𝑃4(𝑥), 𝑃5(𝑥).
á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà 𝑃0(𝑥), 𝑃1(𝑥), . . . , 𝑃𝑛(𝑥) îáðàçóþò îðòî-

ãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå R𝑛[𝑥] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (𝑓, 𝑔) =
int1−1 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

â) Íàéäèòå êâàäðàò äëèíû ìíîãî÷ëåíà 𝑃𝑘(𝑥).

3.57. Многочлены Чебышева 𝑇𝑘(𝑥) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

𝑇0(𝑥) = 1, 𝑇𝑘(cos 𝜃) = cos 𝑘𝜃, 𝑘 ⩾ 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíî-
øåíèÿì

𝑇𝑘+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑘(𝑥)− 𝑇𝑘−1(𝑥), 𝑘 ⩾ 1.

Íàéäèòå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ 𝑇1(𝑥), 𝑇2(𝑥), 𝑇3(𝑥), 𝑇4(𝑥), 𝑇5(𝑥).
á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà 𝑇0(𝑥), 𝑇1(𝑥), . . . , 𝑇𝑛(𝑥) îáðàçóþò îðòî-

ãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå R𝑛[𝑥] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (𝑓, 𝑔) =

int1−1
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)√

1−𝑥2 𝑑𝑥.

â) Íàéäèòå êâàäðàò äëèíû ìíîãî÷ëåíà 𝑇𝑘(𝑥).

3.58. Ïóñòü e1, . . . , e𝑘 � íàáîð îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ â R𝑛. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ R𝑛 âûïîëíåíî неравенство Бесселя∑︀𝑘

𝑖=1(e 𝑖, x )
2 ⩽ |x |2,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî (равенство Парсеваля) äîñòèãàåòñÿ äëÿ âñåõ x òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà e1, . . . , e𝑘 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ò. å. 𝑘 = 𝑛.

3.59. Äîêàæèòå, ÷òî 𝑄𝑅-ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàò-
ðèö. À èìåííî, äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó 𝐴 ðàçìåðà 𝑚× 𝑛 ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå 𝐴 = 𝑄𝑅, ãäå 𝑄 � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑚 ×𝑚, à
𝑅 = (𝑟𝑖𝑗) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑚×𝑛 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè
íà ¾äèàãîíàëè¿ (ò.å. 𝑟𝑖𝑗 = 0 ïðè 𝑖 > 𝑗 è 𝑟𝑖𝑖 ⩾ 0).

3.60. Èñïîëüçóÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà, ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó⎛⎝ 1 −1 5
−2 0 −3
2 −1 −7

⎞⎠
â âèäå 𝑄𝑅, ãäå 𝑄 � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à 𝑅 � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ
ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.
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3.61. Èñïîëüçóÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà, ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó⎛⎝−1 1 1
0 −1 2
−3 −2 6

⎞⎠
â âèäå 𝑅𝑄, ãäå 𝑄 � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à 𝑅 � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ
ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.

3.62. Èñïîëüçóÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà, ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó(︂
1 + 𝑖 −2− 𝑖
𝑖 1

)︂
â âèäå 𝑈𝑅, ãäå 𝑈 � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, à 𝑅 � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.

3.63. Îáîñíóéòå ¾ãåîìåòðè÷åñêèå¿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé â R2 è R3:

áàçèñ a , b â R2 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãîë îò a

äî b ìåíüøå 𝜋 (êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò a ê b ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè);

áàçèñ a , b, c â R3 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, åñëè
ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà c, êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò a ê b ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè.

3.64. Ñòîðîíû 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 è 𝐴𝐵 òðåóãîëüíèêà 𝐴𝐵𝐶 ðàçäåëåíû òî÷êàìè 𝑃 , 𝑄 è 𝑅 â
îòíîøåíèÿõ 𝐵𝑃 : 𝑃𝐶 = 𝜆, 𝐶𝑄 : 𝑄𝐴 = 𝜇 è 𝐴𝑅 : 𝑅𝐵 = 𝜈. Íàéòè îòíîøåíèå ïëîùàäè
îðèåíòèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà 𝑃𝑄𝑅 ê ïëîùàäè îðèåíòèðîâàííîãî òðåóãîëüíèêà
𝐴𝐵𝐶.

3.65. Äîêàæèòå, ÷òî 𝑆(a , b) = |a ||b| sin𝛼, ãäå 𝛼 � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b. Äî-
êàæèòå, ÷òî â R2 ýòà ôîðìóëà òàêæå äà¼ò îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü, åñëè â êà÷åñòâå
𝛼 áðàòü óãîë îò a äî b.

3.66. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

à) [a , [b, c]] = b(a , c)− c(a , b);

á) [a , [b, c]] + [b, [c,a ]] + [c, [a , b]] = 0 (тождество Якоби);

â) ([a , b], [b, c], [c,a ]) = (a , b, c)2;

ã) ([a , b], [c,d ]) + ([a , c], [d , b]) + ([a ,d ], [b, c]) = 0;

ä) (a , b, c)(x , y , z ) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒(a , x ) (b, x ) (c, x )
(a , y) (b, y) (c, y)
(a , z ) (b, z ) (c, z )

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

3.67. Â òð¼õãðàííîì óãëå 𝑂𝐴𝐵𝐶 ïóñòü äàíû ïëîñêèå óãëû ∠𝐵𝑂𝐶 = 𝛼, ∠𝐶𝑂𝐴 = 𝛽,
∠𝐴𝑂𝐵 = 𝛾 è ïðîòèâîëåæàùèå èì äâóãðàííûå óãëû 𝐴, 𝐵, 𝐶. Äîêàæèòå ôîðìóëû
ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè:

à) теорема синусов:

sin𝛼

sin𝐴
=

sin 𝛽

sin𝐵
=

sin 𝛾

sin𝐶
;
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á) теорема косинусов:

sin𝛼 sin 𝛾 cos𝐵 = cos 𝛽 − cos𝛼 cos 𝛾,

sin𝐴 sin𝐶 cos 𝛽 = cos𝐵 + cos𝐴 cos𝐶.

3.68. Äàíû äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 è 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 =
0 è òî÷êà (𝑥0, 𝑦0), íå ëåæàùàÿ íè íà îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå
áèññåêòðèññû òîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè, â êîòîðîì ëåæèò ýòà òî÷êà.

3.69. Äàíû äâå ïðÿìûå 2𝑥− 𝑦 − 1 = 0 è 11𝑥+ 2𝑦 + 8 = 0.

à) Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå áèññåêòðèññû îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè.
á) Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå áèññåêòðèññû òîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè, â êîòîðîì ëå-

æèò òî÷êà (1, 2).

3.70. Äàíû äâå ïðÿìûå: ℓ1 : 𝑥 + 𝑦 = 0 è ℓ2 : 𝑥 − 2𝑦 + 6 = 0. Íàéäèòå òàêóþ ïðÿìóþ
ℓ3, ÷òî ℓ2 ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèññîé óãëà ìåæäó ℓ1 è ℓ3.

3.71. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) è ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ê ïðÿìîé 𝑥−𝑥0

𝑎
= 𝑦−𝑦0

𝑏
= 𝑧−𝑧0

𝑐
.

3.72. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) íà

à) ïëîñêîñòü 𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +𝐷 = 0;

á) ïðÿìóþ 𝑥−𝑥0

𝑎
= 𝑦−𝑦0

𝑏
= 𝑧−𝑧0

𝑐
.

3.73. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè 𝑃 = (1,−1, 2) íà ïðÿìóþ
ℓ : 𝑥

2
= 𝑦−2

1
= 𝑧+1

−1
è íàéäèòå ðàññòîÿíèå 𝑑(𝑃, ℓ).

3.74. Íàéäèòå òî÷êó,

à) ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå (1, 3,−4) îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 3𝑥+ 𝑦 − 2𝑧 = 0.

á) ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå (1, 2, 3) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé 𝑥−8
1

= 𝑦−11
3

= 𝑧−4
−1

.

3.75. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïðÿìîé 𝑥−1
3

= 𝑦+1
2

= 𝑧−2
1

íà
ïëîñêîñòü 5𝑥+ 6𝑦 − 2𝑧 + 1 = 0.

3.76. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äâóì ïðÿìûì 𝑥
1
= 𝑦+4

3
= 𝑧

2
è

𝑥−3
2

= 𝑦+2
−3

= 𝑧+3
−2

.

3.77. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äâóì ïðÿìûì 𝑥−1
8

= 𝑦−2
4

= 𝑧−3
1

è 𝑥 + 𝑦 = 1, 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = −1, íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè è òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ýòèìè ïðÿìûìè.

3.78. Â îðèåíòèðîâàííîì åâêëèäîâîì 𝑛-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå обобщённым вектор-
ным произведением óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà èç 𝑛−1 âåêòîðà a1, . . . ,a𝑛−1 íàçûâàåòñÿ
âåêòîð c, îáîçíà÷àåìûé [a1, . . . ,a𝑛−1] è îäíîçíà÷íî çàäàâàåìûé ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) |c| = vol𝑛−1(a1, . . . ,a𝑛−1);
2) (a 𝑖, c) = 0 ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1;
3) åñëè âåêòîðû a1, . . . ,a𝑛−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî áàçèñ a1, . . . ,a𝑛−1, c ïîëî-

æèòåëüíî îðèåíòèðîâàí.

Äîêàæèòå, ÷òî îáîáù¼ííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëèëèíåéíî (ëèíåéíî ïî êàæ-
äîìó àðãóìåíòó a 𝑖) è êîñîñèììåòðè÷íî (ìåíÿåò çíàê è ïåðåñòàíîâêå ëþáûõ äâóõ
âåêòîðîâ a 𝑖 è a 𝑗).
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3.79. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ äëÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ 𝑈 è 𝑊 (êîíå÷íîìåðíîãî) åâêëèäîâà èëè ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑉 :

à) (𝑈⊥)⊥ = 𝑈 .
á) (𝑈 +𝑊 )⊥ = 𝑈⊥ ∩𝑊⊥.
â) (𝑈 ∩𝑊 )⊥ = 𝑈⊥ +𝑊⊥.

3.80. à) Íàéäèòå óãîë ìåæäó âåêòîðîì 𝑣 = (4,−8, 0, 1) è ïëîñêîñòüþ 𝜋 =
⟨(−1, 1, 2, 3), (2, 0, 1, 1)⟩.

á) Íàéäèòå óãîë ìåæäó âåêòîðîì 𝑣 = (1,−5,−3,−5) è ïëîñêîñòüþ 𝜋, çàäàííîé

ñèñòåìîé óðàâíåíèé

{︂
−4𝑥+ 3𝑦 + 2𝑧 + 𝑡 = 0
𝑥− 2𝑦 + 𝑧 = 0

.

3.81. à) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé 𝑙 = (2, 3, 2, 9)+⟨(0,−1, 2,−5)⟩ è ïëîñ-
êîñòüþ 𝜋 = (4, 1,−2, 5) + ⟨(0, 1,−2, 4), (1, 1,−3, 3)⟩.

á) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé 𝑙 = (−1, 3, 4,−1)+⟨(1,−2,−1,−1)⟩ è ïëîñ-

êîñòüþ 𝜋, çàäàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

{︂
2𝑥+ 𝑦 − 2𝑧 + 2𝑡 = 4
5𝑥+ 2𝑦 − 7𝑧 − 6𝑡 = −7

.

3.82. Единичным кубом 𝐼𝑛 â 𝑛-ìåðíîì àôôèíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
åòñÿ ïàðàëëåëåïèïåä íà âåêòîðàõ, îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

à) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìåðíîé ãðàíüþ ÷åòûð¼õìåðíîãî êóáà 𝐼4 è åãî
äèàãîíàëüþ, íå ïåðåñåêàþùåé ýòó ãðàíü.

á) Äîêàæèòå, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè âåðøèí êóáà 𝐼𝑛 íà ëþáóþ åãî äèàãî-
íàëü äåëÿò å¼ íà 𝑛 ðàâíûõ ÷àñòåé.

â) Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëüíþ êóáà 𝐼𝑛 è åãî 𝑘-ìåðíîé ãðàíüþ.

3.83. Êàêèå òð¼õìåðíûå òåëà ïîëó÷àþòñÿ â ñå÷åíèè ÷åòûð¼õìåðíîãî êóáà {x ∈
R4 : − 1 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, 3, 4} òð¼õìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ 𝑥1+𝑥2+𝑥3+𝑥4 = 𝜀 ïðè
çíà÷åíèÿõ 𝜀 = 0, 2, 3, 4, 5? Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû ñ àíàëîãè÷íîé òð¼õìåðíîé çàäà÷åé.

3.84. Äàíû òðè ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû

1)

⎛⎝ 1 −2 3
−2 4 −6
3 −6 10

⎞⎠ , 2)

⎛⎝1 2 1
2 1 1
1 1 2

⎞⎠ , 3)

⎛⎝2 1 1
1 1 −1
1 −1 1

⎞⎠ .

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ âûÿñíèòå, ìîæåò ëè ìàòðèöà áûòü ìàòðèöåé Ãðàìà
à) ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ;
á) ñèñòåìû âåêòîðîâ (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé).

3.85. Äîêàæèòå обобщённое неравенство Адамара:

det𝐺(a1, . . . ,a𝑘) ⩽ det𝐺(a1, . . . ,a 𝑖) det𝐺(a 𝑖+1, . . . ,a𝑘), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

è âûÿñíèòå åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Êîãäà îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî?

3.86. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè B = 𝑃 +
⟨b1, . . . , b𝑘⟩ è C = 𝑄+ ⟨c1, . . . , c𝑙⟩ â A𝑛 ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

𝑑(B,C) =

√︃
det𝐺(b1, . . . , b𝑘, c1, . . . , c𝑙, 𝑃𝑄)

det𝐺(b1, . . . , b𝑘, c1, . . . , c𝑙)
,

ãäå det𝐺 � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà.
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3.87. Êàê âûãëÿäèò ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå ôîðìóëû äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðå-
ùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè èç ïðåäëîæåíèÿ 3.44? (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå äâå ïðåäûäó-
ùèå çàäà÷è.)

3.88. Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàéäèòå ïñåâäîðåøåíèå ñëåäóþùèõ íåñîâ-
ìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

à)

⎧⎨⎩ 𝑥+ 2𝑦 = 1,
2𝑥+ 4𝑦 = 1,
𝑥+ 𝑦 = 0;

á)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 = 2,
2𝑥− 𝑦 = 1,
𝑥− 2𝑦 = −1,
𝑥+ 𝑦 = 2;

â)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝑥− 𝑧 = 1,
𝑦 + 𝑧 = −1,
𝑥− 𝑦 + 𝑧 = 0,
𝑥− 𝑧 = −1.

3.89. Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàéäèòå èíòåðïîëÿöèþ (íàèëó÷øåå ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå) ôóíêöèè 𝑓 , çàäàííîé çíà÷åíèÿìè 𝑓(0) = 1, 𝑓(1) = 2,
𝑓(2) = 3, 𝑓(3) = 5:

à) ëèíåéíûì ìíîãî÷ëåíîì 𝑏1𝑥+ 𝑏0;
á) êâàäðàòè÷íûì ìíîãî÷ëåíîì 𝑏2𝑥

2 + 𝑏1𝑥+ 𝑏0;
â) êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì 𝑏3𝑥

3 + 𝑏2𝑥
2 + 𝑏1𝑥+ 𝑏0.

Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ íàéäèòå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.
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4. Группы преобразований

4.1. Линейные операторы, изоморфизмы, линейная группа.

Определение 4.1. Ïóñòü 𝑉 è 𝑊 � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k. Îòîáðàæå-
íèå 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 íàçûâàåòñÿ линейным, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u , v ∈ 𝑉 è ñêàëÿðà
𝜆 ∈ k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

𝒜(u + v) = 𝒜(u) +𝒜(v), 𝒜(𝜆v) = 𝜆𝒜(v).

Ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü 𝒜v âìåñòî 𝒜(v).
Áèåêòèâíîå (ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íîå) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 íàçûâà-

åòñÿ изоморфизмом. Ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑊 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó
íèìè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì.

Èç îïðåäåëåíèÿ ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî èçîìîðôèçì ïåðåâîäèò áàçèñ â áàçèñ, à ïîòîìó
èçîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðíîñòè. Âåðíî è îáðàòíîå: äâà êî-
íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâà îäíîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû: èçîìîðôèçì ïîëó÷àåòñÿ
ïðîäîëæåíèåì ïî ëèíåéíîñòè ëþáîé áèåêöèè ìåæäó áàçèñàìè (äåòàëè îñòàâëÿþòñÿ
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ).
Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ (𝒜1+

𝒜2)(v) := 𝒜1v +𝒜2v è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû (𝜆𝒜)(v) := 𝜆(𝒜v) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Homk(𝑉,𝑊 ).

Определение 4.2. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 â ñåáÿ íàçû-
âàåòñÿ линейным оператором (èëè эндоморфизмом ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ).
Композиция ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 𝒜 è ℬ åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝒜 · ℬ : 𝑉 → 𝑉 ,

(𝒜 · ℬ)(v) = 𝒜(ℬ(𝑣)). Ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí обратим. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé
îïåðàòîð 𝒜−1, 𝒜−1 · 𝒜 = id, ãäå id : 𝑉 → 𝑉 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, id(v) = v .
Îáðàòèìûå îïåðàòîðû òàêæå íàçûâàþò автоморфизмами èëè линейными преоб-

разованиями ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Îíè îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè. Ýòà
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ линейной группой ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è îáîçíà÷àåòñÿ 𝐺𝐿(𝑉 ).

Определение 4.3. Матрицей линейного оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 в базисе e1, . . . , e𝑛

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎𝑛𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎠ ,

â êîòîðîé 𝑖-é ñòîëáåö ñîñòàâëåí èç êîîðäèíàò âåêòîðà 𝒜e 𝑖:

𝒜e 𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑗𝑖e𝑗.

Çíàÿ ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 𝒜, ìû ìîæåì íàéòè îáðàç ëþáîãî âåêòîðà
x ∈ 𝑉 ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Предложение 4.4. Пусть y = 𝒜x, x = 𝑥1e1+ . . .+𝑥𝑛e𝑛, y = 𝑒1e1+ . . .+𝑦𝑛e𝑛. Тогда

𝑦𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 или

⎛⎝𝑦1...
𝑦𝑛

⎞⎠ =

⎛⎝𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⎞⎠⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠ .

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî,∑︀
𝑖 𝑦𝑖e 𝑖 = y = 𝒜x = 𝒜(

∑︀
𝑗 𝑥𝑗e𝑗) =

∑︀
𝑗 𝑥𝑗𝒜e𝑗 =

∑︀
𝑗 𝑥𝑗(

∑︀
𝑖 𝑎𝑖𝑗e 𝑖) =

∑︀
𝑖(
∑︀

𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗)e 𝑖.

Òàê êàê {e 𝑖} � áàçèñ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑦𝑖 =
∑︀

𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗. □

Пример 4.5.
1. Тождественный îïåðàòîð id ïåðåâîäèò êàæäûé âåêòîð v ∈ 𝑉 â ñåáÿ: id v = v .

Ìàòðèöåé îïåðàòîðà id â ëþáîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 𝐸. Îáðàòíî,
åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà 𝒜 â êàêîì-òî áàçèñå åñòü 𝐸, òî 𝒜 = id.

2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 𝑑
𝑑𝑥

â ïðîñòðàíñòâå k2[𝑥] ìíîãî÷ëåíîâ

ñòåïåíè íå âûøå 2. Òîãäà 𝑑
𝑑𝑥

1 = 0, 𝑑
𝑑𝑥
𝑥 = 1 è 𝑑

𝑑𝑥
𝑥2 = 2𝑥. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöåé

îïåðàòîðà 𝑑
𝑑𝑥

â áàçèñå 1, 𝑥, 𝑥2 ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà⎛⎝0 1 0
0 0 2
0 0 0

⎞⎠ .

3. Â ïðîñòðàíñòâå R3 ðàññìîòðèì îïåðàòîð prv îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà
íàïðàâëåíèå âåêòîðà v = (1, 1, 1). Íàéä¼ì ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) è e3 = (0, 0, 1). Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ∈ R3 ìû

èìååì prvu = (u ,v)
(v ,v)

v . Ñëåäîâàòåëüíî,

prve1 = prve2 = prve3 =
1

3
(1, 1, 1) =

1

3
e1 +

1

3
e2 +

1

3
e3.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà prv èìååò âèä⎛⎝1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

⎞⎠ .

4. Êàê îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ðàññìîòðèì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ

prv : 𝑉 → 𝑉, u ↦→ (u , v)

(v , v)
v .

Åñëè âåêòîð v çàäàí êàê âåêòîð-ñòîëáåö 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)
𝑡 êîîðäèíàò â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà prv â ýòîì áàçèñå åñòü

1

|v |2
𝑣𝑣𝑡 =

1

|v |2

⎛⎜⎜⎝
𝑣1
𝑣2
...
𝑣𝑛

⎞⎟⎟⎠
(︀
𝑣1 𝑣2 · · · 𝑣𝑛

)︀
=

1

|v |2

⎛⎜⎜⎝
𝑣1𝑣1 𝑣1𝑣2 · · · 𝑣1𝑣𝑛
𝑣2𝑣1 𝑣2𝑣2 · · · 𝑣2𝑣𝑛
...

...
. . .

...
𝑣𝑛𝑣1 𝑣𝑛𝑣2 · · · 𝑣𝑛𝑣𝑛

⎞⎟⎟⎠
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Теорема 4.6 (çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà). Пусть 𝐴 — мат-
рица оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 в базисе e1, . . . , e𝑛, 𝐴

′ — матрица в базисе e′1, . . . , e
′
𝑛 и

𝐶 — матрица перехода от базиса e1, . . . , e𝑛 к базису e′1, . . . , e
′
𝑛. Тогда имеет место

соотношение
𝐴′ = 𝐶−1𝐴𝐶,

Доказательство. Ïóñòü 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) è 𝐶 = (𝑐𝑗𝑘), òîãäà

𝒜e ′
𝑘 = 𝒜(

∑︀
𝑗 𝑐𝑗𝑘e𝑗) =

∑︀
𝑗 𝑐𝑗𝑘𝒜e𝑗 =

∑︀
𝑗 𝑐𝑗𝑘(

∑︀
𝑖 𝑎𝑖𝑗e 𝑖) =

∑︀
𝑖(
∑︀

𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑐𝑗𝑘)e 𝑖.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè 𝐴′ = (𝑎′𝑗𝑘), òî

𝒜e ′
𝑘 =

∑︀
𝑗 𝑎

′
𝑗𝑘e

′
𝑗 =

∑︀
𝑗 𝑎

′
𝑗𝑘(

∑︀
𝑖 𝑐𝑖𝑗e 𝑖) =

∑︀
𝑖(
∑︀

𝑗 𝑐𝑖𝑗𝑎
′
𝑗𝑘)e 𝑖.

Òàê êàê {e 𝑖}� áàçèñ, ïîëó÷àåì
∑︀

𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑐𝑗𝑘 =
∑︀

𝑗 𝑐𝑖𝑗𝑎
′
𝑗𝑘. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

𝐴𝐶 = 𝐶𝐴′, ò. å. 𝐴′ = 𝐶−1𝐴𝐶. □

Ìàòðèöû 𝐴 è 𝐴′, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ 𝐴′ = 𝐶−1𝐴𝐶, ãäå 𝐶 � íåâûðîæ-
äåííàÿ ìàòðèöà, íàçûâàþòñÿ подобными. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû îäíîãî îïåðàòîðà
â ðàçíûõ áàçèñàõ ïîäîáíû.
Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ 𝒜 · ℬ â ëþáîì

áàçèñå åñòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö îïåðàòîðîâ 𝒜 è ℬ â ýòîì áàçèñå.
Òàê êàê det(𝐶−1𝐴𝐶) = det𝐴, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îïåðàòîðà 𝒜 íå çàâèñèò îò

áàçèñà; îí íàçûâàåòñÿ определителем оператора è îáîçíà÷àåòñÿ det𝒜. Îïåðàòîð 𝒜
îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí невырожден, ò. å. det𝒜 ≠ 0.
Ìíîæåñòâî Homk(𝑉, 𝑉 ) âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 â ôèêñèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå 𝑉 îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è êîìïîçèöèè.
Åñëè âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå è óìíîæåíèå îïåðàòîðîâ íà ýëåìåíòû ïîëÿ k, òî ïî-
ëó÷àåìûé îáúåêò íàçûâàåòñÿ алгеброй íàä k. Íàðÿäó ñ Homk(𝑉, 𝑉 ) äëÿ ýòîãî êîëüöà
(èëè àëãåáðû) èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå End(𝑉 ). Êîëüöî (àëãåáðà) End(𝑉 ) èçîìîðô-
íî êîëüöó (àëãåáðå) êâàäðàòíûõ ìàòðèöMatk(𝑛, 𝑛), ãäå 𝑛 = dim𝑉 ; èçîìîðôèçì óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì îïåðàòîðó åãî ìàòðèöû â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå.
Ëèíåéíàÿ ãðóïïà GL(𝑉 ), ñîñòîÿùàÿ èç îáðàòèìûõ (íåâûðîæäåííûõ) îïåðàòîðîâ,

èçîìîðôíà ãðóïïå íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 ñ ýëåìåíòàìè èç
ïîëÿ k ïî óìíîæåíèþ; ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ GL𝑛(k).
Îïåðàòîðû ñ îïðåäåëèòåëåì 1 îáðàçóþò ïîäãðóïïó â GL(𝑉 ); ýòà ïîäãðóïïà íàçû-

âàåòñÿ специальной линейной группой è îáîçíà÷àåòñÿ SL(𝑉 ). Àíàëîãè÷íî, ïîäãðóïïà
ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 îáîçíà÷àåòñÿ SL𝑛(k).

4.2. Ортогональные (изометрические) операторы, ортогональная группа.
Â ýòîì ïàðàãðàôå 𝑉 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Предложение 4.7. Следующие условия для оператора 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 эквивалентны:

à) оператор 𝒜 сохраняет длины векторов, т.е. |𝒜v| = |v| для любого v ∈ 𝑉 ;
á) оператор 𝒜 сохраняет скалярное произведение, т.е. (𝒜u,𝒜v) = (u, v) для

любых u, v ∈ 𝑉 ;
â) оператор 𝒜 переводит ортонормированные базисы в ортонормированные,

т.е. если e1, . . . , e𝑛 — ортонормированный базис, то 𝒜e1, . . . ,𝒜e𝑛 — также
ортонормированный базис;

ã) матрица 𝐴 оператора 𝒜 в ортонормированном базисе ортогональна, т. е.
𝐴𝑡𝐴 = 𝐸.
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Доказательство. Ìû äîêàæåì èìïëèêàöèè à)⇔ á) è á)⇒ â)⇒ ã)⇒ á).
à)⇒ á). Èìååì (u + v ,u + v) = (u ,u) + 2(u , v) + (v , v), îòêóäà

(u , v) =
1

2

(︀
(u + v ,u + v)− (u ,u)− (v , v)

)︀
.

Ïîýòîìó, åñëè îïåðàòîð 𝒜 ñîõðàíÿåò äëèíû, ò.å. ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà (v , v),
òî îí ñîõðàíÿåò è âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.
á)⇒ à). Î÷åâèäíî.
á)⇒ â). Ïóñòü (𝒜u ,𝒜v) = (u , v). Òîãäà åñëè e1, . . . , e𝑛 � îðòîíîðìèðîâàííûé áà-

çèñ, òî (𝒜e 𝑖,𝒜e𝑗) = (e 𝑖, e𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, ò.å. áàçèñ 𝒜e1, . . . ,𝒜e𝑛 òàêæå îðòîíîðìèðîâàí.
â)⇒ ã). Ïóñòü 𝒜 ïåðåâîäèò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . . , e𝑛 â îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ 𝒜e1, . . . ,𝒜e𝑛 è 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) � ìàòðèöà îïåðàòîðà â áàçèñå e1, . . . ,e𝑛.
Òîãäà

𝛿𝑖𝑗 = (𝒜e 𝑖,𝒜e𝑗) = (
∑︀

𝑘 𝑎𝑘𝑖e𝑘,
∑︀

ℓ 𝑎ℓ𝑗eℓ) =
∑︀

𝑘,ℓ 𝑎𝑘𝑖𝑎ℓ𝑗(e𝑘, eℓ) =
∑︀

𝑘,ℓ 𝑎𝑘𝑖𝛿𝑘ℓ𝑎ℓ𝑗.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ñîîòíîøåíèþ 𝐸 = 𝐴𝑡𝐸𝐴 èëè 𝐴𝑡𝐴 = 𝐸.
ã)⇒ á). Ïóñòü 𝐴𝑡𝐴 = 𝐸. Çàïèøåì âåêòîðû u è v ñòîëáöàìè êîîðäèíàò 𝑢 è 𝑣 â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Òîãäà

(𝒜u ,𝒜v) = (𝐴𝑢)𝑡(𝐴𝑣) = 𝑢𝑡(𝐴𝑡𝐴)𝑣 = 𝑢𝑡𝑣 = (u , v),

ò. å. 𝒜 ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. □

Определение 4.8. Ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 , óäîâëåòâîðÿþùèé îäíîìó èç
ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé èç ïðåäëîæåíèÿ 4.7, íàçûâàåòñÿ ортогональным èëè изо-
метрическим.
Îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû îáðàçóþò ïîäãðóïïó â ëèíåéíîé ãðóïïå GL(𝑉 ) åâêëèäî-

âà ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåìóþ ортогональной группой è îáîçíà÷àåìóþ 𝑂(𝑉 ). Ãðóïïà
îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 îáîçíà÷àåòñÿ 𝑂𝑛 èëè 𝑂𝑛(R).
Èç ñîîòíîøåíèÿ 𝐴𝑡𝐴 = 𝐸 âûòåêàåò, ÷òî det𝒜 = ±1 äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.

Îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû 𝒜 ñ det𝒜 = 1 íàçûâàþòñÿ собственными, à îðòîãîíàëü-
íûå îïåðàòîðû ñ det𝒜 = −1 � несобственными.
Ïîäãðóïïà ñîáñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ специальной орто-

гональной группой è îáîçíà÷àåòñÿ SO(𝑉 ). Ìû èìååì SO(𝑉 ) = SL(𝑉 )∩𝑂(𝑉 ). Ãðóïïà
îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 ñ îïðåäåëèòåëåì 1 îáîçíà÷àåòñÿ SO𝑛 èëè SO𝑛(R).

4.3. Ортогональные операторы как композиции отражений и поворотов.

Пример 4.9 (îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Ïóñòü e1, e2 �
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Ñîãëàñíî ïðèìåðó 3.17, îð-
òîãîíàëüíàÿ 2× 2-ìàòðèöà èìååò îäèí èç äâóõ âèäîâ:

(15) à)

(︂
cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂
, á)

(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂
.

Îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, çàäàâàåìûé ìàòðèöåé (10) à) â áàçèñå e1, e2, ïîâîðà-
÷èâàåò êàæäûé âåêòîð íà óãîë 𝜙. Ýòîò îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ поворотом на угол 𝜙.
Ïîâîðîò çàäà¼òñÿ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé â любом îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå äâó-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè 𝜙 = 0 ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.
Îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð, çàäàâàåìûé ìàòðèöåé (10) á) îñòàâëÿåò âåêòîð e ′

1 :=
(cos 𝜙

2
, sin 𝜙

2
) íåïîäâèæíûì è ïåðåâîäèò âåêòîð e ′

2 := (− sin 𝜙
2
, cos 𝜙

2
) â âåêòîð −e ′

2. Â
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ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ïðîâåðèâ ñîîòíîøåíèå(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂(︂
cos 𝜙

2
sin 𝜙

2

)︂
=

(︂
cos 𝜙

2
sin 𝜙

2

)︂
.

Òàêèì îáðàçîì, â áàçèñå e ′
1, e

′
2 ýòîò îïåðàòîð çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

(︂
1 0
0 −1

)︂
. Îí íàçû-

âàåòñÿ отражением èëè симметрией îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ⟨e ′
1⟩.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáùåå îïðåäåëåíèå.

Определение 4.10. Ïóñòü 𝑉 = 𝑊⊕𝑊⊥, ãäå𝑊 � ïîäïðîñòðàíñòâî. Îðòîãîíàëüíûé
îïåðàòîð ℛ𝑊 , ïåðåâîäÿùèé âåêòîð v = pr𝑊 v + ort𝑊 v â âåêòîð ℛ𝑊v = pr𝑊 v −
ort𝑤 v , íàçûâàåòñÿ отражением èëè симметрией îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà𝑊 .
Îïåðàòîð ℛ𝑊 инволютивен, ò. å. ℛ2

𝑊 = id.
Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ отражение в гиперплоскости u⊥ ñ íîðìàëü-

íûì âåêòîðîì u ̸= 0. Ìû èìååì

ℛu⊥v = pru⊥ v − ortu⊥ v = v − 2 pru v = v − 2 (u ,v)
(u ,u)

u .

Åñëè e1, . . . , e𝑘 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â 𝑊 , à e𝑘+1, . . . , e𝑛 � îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ â 𝑊⊥. Òîãäà îïåðàòîð ℛ𝑊 â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé(︂
𝐸 0
0 −𝐸

)︂
, ãäå áëîêè 𝐸 è −𝐸 èìåþò ðàçìåð 𝑘 è 𝑛− 𝑘, ñîîòâåòñòâåííî.

Предложение 4.11. Любые два различных вектора одинаковой длины переводятся
друг в друга отражением в некоторой гиперплоскости.

Доказательство. Ïóñòü |u | = |v |. Òîãäà äëÿ îòðàæåíèÿ ℛ(u−v)⊥ èìååì

ℛ(u−v)⊥u = u − 2 (u−v ,u)
(u−v ,u−v)(u − v) = u − 2 |u |2−(u ,v)

|u |2+|v |2−2(u ,v)
(u − v) = u − (u − v) = v . □

Теорема 4.12. Любой ортогональный ортогональный оператор 𝒜 в 𝑛-мерном ев-
клидовом пространстве представляется в виде композици не более 𝑛 отражений в
гиперплоскостях.

Доказательство. Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè 𝑛. Åñëè 𝑛 = 0 èëè 𝒜 = id,
òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âåêòîð v , äëÿ êîòîðîãî 𝒜v ̸=
v . Ïóñòü ℛ � îòðàæåíèå â ãèïåðïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùåå 𝒜v â v . Òîãäà êîìïîçèöèÿ
ℛ𝒜 îñòàâëÿåò âåêòîð v íåïîäâèæíûì, à çíà÷èò ℛ𝒜(v⊥) ⊂ v⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû
ìîæåì ðàññìîòðåòü îãðàíè÷åíèå ℛ𝒜|v⊥ îïåðàòîðà ℛ𝒜 íà ïîäïðîñòðàíñòâî v⊥. Òàê
êàê dim v⊥ = 𝑛 − 1, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì ℛ𝒜|v⊥ = ℛ1 · · ·ℛ𝑘, ãäå
ℛ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, � îòðàæåíèÿ â ãèïåðïëîñêîñòÿõ â ïðîñòðàíñòâå v⊥ è 𝑘 ⩽ 𝑛 − 1.
Äàëåå, ℛ𝑖 = ℛ′

𝑖|v⊥ , ãäå ℛ′
𝑖 � îòðàæåíèå â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé

ãèïåðïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåêòîð v . Ïîýòîìó ìû èìååì ℛ𝒜 = ℛ′
1 · · ·ℛ′

𝑘, îòêóäà
𝒜 = ℛℛ′

1 · · ·ℛ′
𝑘, ÷òî çàâåðøàåò øàã èíäóêöèè. □

Ôîðìàëèçóåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Определение 4.13. Ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 ⊂ 𝑉 íàçûâàåòñÿ инвариантным îòíîñè-
òåëüíî îïåðàòîðà 𝒜 : 𝑉 → 𝑉 , åñëè 𝒜(𝑊 ) ⊂ 𝑊 . Åñëè 𝑊 ⊂ 𝑉 � èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, òî îïðåäåë¼í ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝒜|𝑊 : 𝑊 → 𝑊 � ограничение îïåðàòîðà
𝒜 íà ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 .
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Íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ 𝑉 íàçûâàåòñÿ собственным äëÿ îïåðàòîðà 𝒜, åñëè 𝒜v =
𝜆v äëÿ íåêîòîðîãî 𝜆 ∈ k. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîáñòâåííîãî âåêòîðà � îäíîìåðíîå
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Теорема 4.14. Для линейного оператора 𝒜 в ненулевом вещественном простран-
стве 𝑉 существует одномерное или двумерное инвариантное подпространство.

Доказательство. Ïóñòü dim𝑉 = 𝑛 > 0 è âîçüì¼ì íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ 𝑉 . Òîãäà
𝑛+ 1 âåêòîðîâ v ,𝒜v ,𝒜2v , . . . ,𝒜𝑛v ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å.

𝑎0v + 𝑎1𝒜v + 𝑎2𝒜2v + . . .+ 𝑎𝑛𝒜𝑛v = 0,

ãäå íå âñå 𝑎𝑖 ðàâíû íóëþ. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 𝑃 (𝒜)v = 0,
ãäå 𝑃 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + . . . + 𝑎𝑛𝑥

𝑛 � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè è 𝑃 (𝒜) =
𝑎0 id+𝑎1𝒜+. . .+𝑎𝑛𝒜𝑛 � ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè îïåðàòîðà𝒜 â ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑥). Ðàçëî-
æèì ìíîãî÷ëåí íà ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè: 𝑃 (𝑥) = 𝑐𝑃1(𝑥) · · ·𝑃𝑘(𝑥), ãäå
êàæäûé 𝑃𝑖(𝑥) èìååò âèä 𝑥−𝑎 èëè 𝑥2−𝑎𝑥−𝑏. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå 𝑖, äëÿ êîòîðîãî
âåêòîð u := 𝑃𝑖+1 · · ·𝑃𝑘(𝒜)v åù¼ íå ðàâåí íóëþ. Òîãäà 𝑃𝑖(𝒜)u = 0. Åñëè 𝑃𝑖(𝑥) = 𝑥−𝑎,
òî 𝒜u = 𝑎u è ⟨u⟩ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Åñëè 𝑃𝑖(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎𝑥 − 𝑏, òî
𝒜(𝒜u) = 𝑎𝒜u + 𝑏u è ⟨u ,𝒜u⟩ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. □

Ñîãëàñíî ïðèìåðó 4.9, îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿ-
åòñÿ ëèáî ïîâîðîòîì, ëèáî îòðàæåíèåì. Äàëåå ìû ïîëó÷èì ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå
ýòîãî íàáëþäåíèÿ.

Теорема 4.15. Для любого ортогонального оператора 𝒜 в евклидовом простран-
стве 𝑉 существует разложение 𝑉 = 𝑈1 ⊕ . . .⊕𝑈𝑘 ⊕𝑊1 ⊕ . . .⊕𝑊ℓ в прямую сумму
попарно ортогональных инвариантных подпространств, где каждое 𝑈𝑖 двумерно и
оператор действует в нём поворотом, а каждое 𝑊𝑗 одномерно и оператор действу-
ет в нём как ± id.
В соответствующем ортонормированном базисе матрица оператора 𝒜 блочно-

диагональная с блоками размера 1 или 2, причём блоки размера 1 имеют вид (1)

или (−1), а блоки размера 2 имеют вид

(︂
cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂
, где 𝜙 ̸= 𝜋𝑘 с целым 𝑘.

Доказательство. Â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 1 îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è òàê èìååò
âèä (1) èëè (−1). Ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 2 ðàçîáðàí â ïðèìåðå 4.9. Äàëåå ïðîâåä¼ì
èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà 𝑉 .
Â ñèëó òåîðåìû 4.14 äëÿ îïåðàòîðà 𝒜 ñóùåñòâóåò 1-ìåðíîå èëè 2-ìåðíîå èíâà-

ðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 ⊂ 𝑉 . Òàê êàê îïåðàòîð 𝒜 ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå, îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 𝑊⊥ òàêæå èíâàðèàíòíî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè, â ïðîñòðàíñòâàõ 𝑊 è 𝑊⊥ èìåþòñÿ òðåáóåìûå îðòîãîíàëüíûå ðàçëîæå-
íèÿ. Âìåñòå îíè äàþò òðåáóåìîå îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . □

Ðàçëîæåíèå èç òåîðåìû 4.15 íàçûâàåòñÿ каноническим, à îïèñàííûé òàì âèä ìàò-
ðèöû � каноническим видом îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà 𝒜.

Пример 4.16. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êàíîíè÷åñêèé âèä îðòîãîíàëüíîãî îïå-
ðàòîðà åñòü ⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0

sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 ±1

⎞⎠
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ãäå â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîèò 1, åñëè îïåðàòîð ñîáñòâåííûé, è −1 èíà÷å. (Îïå-
ðàòîðû, êàíîíè÷åñêèé âèä êîòîðûõ èìååò òðè áëîêà (1) èëè (−1), ïîëó÷àþòñÿ ïðè
𝜙 = 𝜋𝑘.) Ñîáñòâåííûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò (âîêðóã îñè òðåòüåãî
âåêòîðà áàçèñà). Êîìïîçèöèÿ äâóõ ïîâîðîòîâ � ýòî ñíîâà ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé
îñè, òàê êàê â êàíîíè÷åñêîì âèäå ïðèñóòñòâóåò âñåãî îäèí ïîâîðîò. Íåñîáñòâåííûé
îïåðàòîð � ýòî ¾ïîâîðîò ñ ïåðåâîðîòîì¿, ò. å. êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà è ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ïîâîðîòà.

Пример 4.17. Â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå óæå áûâàþò ¾íåçàâèñèìûå ïîâîðî-
òû¿. À èìåííî, êàíîíè÷åñêèé âèä ñîáñòâåííîãî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ìàòðèöó èç äâóõ áëîêîâ ðàçìåðà 2:⎛⎜⎜⎝

cos𝜙 − sin𝜙 0 0
sin𝜙 cos𝜙 0 0
0 0 cos𝜓 − sin𝜓
0 0 sin𝜓 cos𝜓

⎞⎟⎟⎠
Ýòî � êîìïîçèöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîâîðîòîâ: íà óãîë 𝜙 â ïëîñêîñòè ïåðâîãî è
âòîðîãî áàçèñíûõ âåêòîðîâ è íà óãîë 𝜓 â ïëîñêîñòè òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî áàçèñíûõ
âåêòîðîâ. Òàêîé îïåðàòîð íå ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ïîâîðîòó.

4.4. Параметризация группы SO(3) углами Эйлера и кватернионами. Çäåñü
ìû ðàññìîòðèì äâà îïèñàíèÿ ãðóïïû SO(3) ñîáñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö 3×3.
Ïåðâîå îïèñàíèå (óãëû Ýéëåðà) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàä-

íîé ìåõàíèêå òâ¼ðäîãî òåëà. Ïîëîæåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òåëîì â
ïðîñòðàíñòâå, îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè òð¼õ ýëåìåíòàðíûõ óãëîâ. Ýòî äà¼ò ïàðàìåòðèçàöèþ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö
𝐶 ∈ SO(3), êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îðòîíîðìèðîâàí-
íîãî áàçèñà e1, e2, e3 (èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò) ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó
e ′
1, e

′
2, e

′
3 òîé æå îðèåíòàöèè (ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òåëîì).

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî âåêòîðû e3 è e
′
3 íåêîëëèíåàðíû. Ýòî íîðìàëüíûå âåê-

òîðû ê ïëîñêîñòÿì ⟨e1, e2⟩ è ⟨e ′
1, e

′
2⟩. Òîãäà f :=

[e3,e ′
3]

|[e3,e ′
3]|

� íàïðàâëÿþùèé âåêòîð

ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé (íàçûâàåìîé осью узлов).
Углы Эйлера îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
угол прецессии 𝜙 � ýòî óãîë îò e1 ê f , 𝜙 ∈ [0, 2𝜋);
угол нутации 𝜃 � ýòî óãîë îò e3 ê e ′

3, 𝜃 ∈ [0, 𝜋];
угол собственного вращения 𝜓 � ýòî óãîë îò f ê e ′

1, 𝜓 ∈ [0, 2𝜋).
Åñëè âåêòîðû e3 è e ′

3 êîëëèíåàðíû, òî 𝜙 è 𝜓 íå îïðåäåëåíû, à 𝜃 = 0 èëè 𝜃 = 𝜋.
Ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé òîãäà îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì îò e1 äî e

′
1.

Ïåðâûé øàã � ïåðåõîä îò áàçèñà e1, e2, e3 ê áàçèñó f , g , e3, êîòîðûé çàäà¼òñÿ
ïîâîðîòîì íà óãîë 𝜙 âîêðóã îñè âåêòîðà e3. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà
èìååò âèä ⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0

sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 1

⎞⎠ .

Íà âòîðîì øàãå îñóùåñòâèì ïåðåõîä îò áàçèñà f , g , e3 ê áàçèñó f ,h , e ′
3, êîòîðûé

çàäà¼òñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë 𝜃 âîêðóã îñè âåêòîðà f . Ïðè ýòîì ⟨f ,h⟩ = ⟨e ′
1, e

′
2⟩.
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà èìååò âèä⎛⎝1 0 0
0 cos 𝜃 − sin 𝜃
0 sin 𝜃 cos 𝜃

⎞⎠ .

Íàêîíåö, íà òðåòüåì øàãå îñóùåñòâèì ïåðåõîä îò áàçèñà f ,h , e ′
3 ê áàçèñó e

′
1, e

′
2, e

′
3,

êîòîðûé çàäà¼òñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë 𝜓 âîêðóã îñè âåêòîðà e ′
3. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ìàòðèöà ïåðåõîäà èìååò âèä ⎛⎝cos𝜓 − sin𝜓 0
sin𝜓 cos𝜓 0
0 0 1

⎞⎠ .

Òåì ñàìûì íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Теорема 4.18 (Ýéëåð). Произвольная собственная ортогональная матрица 𝐶 ∈
SO(3) допускает разложение вида

(16) 𝐶 =

⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 1

⎞⎠⎛⎝1 0 0
0 cos 𝜃 − sin 𝜃
0 sin 𝜃 cos 𝜃

⎞⎠⎛⎝cos𝜓 − sin𝜓 0
sin𝜓 cos𝜓 0
0 0 1

⎞⎠ ,

где 𝜙 ∈ [0, 2𝜋), 𝜃 ∈ [0, 𝜋], 𝜓 ∈ [0, 2𝜋). При 𝜃 ̸= 0, 𝜋 это разложение единственно.

Åñëè 𝜃 = 0, òî 𝐶 åñòü ìàòðèöà ïîâîðîòà âîêðóã îñè âåêòîðà e3 íà óãîë 𝜙+𝜓. Åñëè
𝜃 = 𝜋, òî 𝐶 åñòü ìàòðèöà ïîâîðîòà âîêðóã îñè âåêòîðà e3 íà óãîë 𝜙− 𝜓.
Äàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ¾âíóòðåííèìè¿ (instrinsic) óãëàìè Ýéëåðà:

êàæäûé èç òð¼õ ïîâîðîòîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë çàäà¼òñÿ âî ¾âíóòðåííåé¿ ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òåëîì. Âíà÷àëå èç ñèñòåìû êîîðäèíàò 𝑥, 𝑦, 𝑧 ïîâîðîòîì
íà óãîë 𝜙 âîêðóã îñè 𝑧 ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, çàòåì èç 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′ ïîâî-
ðîòîì íà óãîë 𝜃 âîêðóã îñè 𝑥′ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò 𝑥′′, 𝑦′′, 𝑧′′, è íàêîíåö èç
𝑥′′, 𝑦′′, 𝑧′′ ïîâîðîòîì íà óãîë 𝜓 âîêðóã îñè 𝑧′′ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò 𝑥′′′, 𝑦′′′, 𝑧′′′.
Ýòî êîäèðóåòñÿ ñèìâîëàìè 𝑧 − 𝑥′ − 𝑧′′.
Ðàçëîæåíèå Ýéëåðà (16) ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçëîæåíèå îðòîãîíàëü-

íîãî îïåðàòîðà â R3 â êîìïîçèöèþ ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé èñõîä-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 𝑥, 𝑦, 𝑧 íà ¾âíåøíèå¿ (extrinsic) óãëû Ýéëåðà. Ýòî ïîâîðîòû
ïðîèçâîäÿòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà ïîâîðîò íà óãîë 𝜓 âîêðóã îñè 𝑧, çàòåì
ïîâîðîò íà óãîë 𝜃 âîêðóã îñè 𝑥, è íàêîíåö ïîâîðîò íà óãîë 𝜙 âîêðóã îñè 𝑧. Ýòî
êîäèðóåòñÿ ñèìâîëàìè 𝑧 − 𝑥− 𝑧.
Êëàññè÷åñêèå óãëû Ýéëåðà èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, â íåáåñíîé ìåõàíèêå (îòêó-

äà è ïðîèñõîäÿò íàçâàíèÿ òð¼õ óãëîâ). Â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìåõàíèêè èñïîëüçóþòñÿ
ïàðàìåòðèçàöèè òðåìÿ óãëàìè ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî äðóãèõ êîîðäèíàòíûõ îñåé.
Íàïðèìåð, â àâèàöèè ïîëîæåíèå ñàìîë¼òà çàäà¼òñÿ углами рыскания, тангажа и
крена. Èìååòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçåìíîé ñòàíöèè ñëåæåíèÿ ñ îñÿìè ñåâåð�âîñòîê�
âåðõ è ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ ñàìîë¼òîì: ïðîäîëüíàÿ îñü�ïîïåðå÷íàÿ îñü�
âåðòèêàëüíàÿ îñü. Óãëû ðûñêàíèÿ, òàíãàæà è êðåíà îïðåäåëÿþòñÿ êàê óãëû Ýéëåðà
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâîðîòîâ âîêðóã îñåé 𝑧 − 𝑦′ − 𝑥′′.

Íåäîñòàòêîì ïàðàìåòðèçàöèè óãëàìè Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ïðè íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ (õîòÿ ñ ýòèì ñâÿçàíû ðàçíûå èíòåðåñíûå ìåõàíè÷åñêèå ÿâ-
ëåíèÿ). Îäíîçíà÷íîé ïàðàìåòðèçàöèè íå ñóùåñòâóåò (ýòî � òîïîëîãè÷åñêèé ôàêò:
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ãðóïïà SO(3) íå ãîìåîìîðôíà îáëàñòè òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, îá ýòîì ïîéä¼ò
ðå÷ü â êóðñå òîïîëîãèè). Îäíàêî ìû äàëåå îïèøåì äðóãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, íåîä-
íîçíà÷íîñòü êîòîðîé ëåã÷å êîíòðîëèðóåòñÿ.
Кватернионы îïðåäåëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè 𝑎+𝑏𝑖+𝑐𝑗+𝑑𝑘, ãäå 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑�

âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à 𝑖, 𝑗, 𝑘 � ñèìâîëû. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî êâàòåðíèîíîâ

H = {𝑞 = 𝑎+ 𝑏𝑖+ 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 : 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R}.

Òîãäà H � ÷åòûð¼õìåðíîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåä¼ì ñëåäóþùóþ
òàáëèöó óìíîæåíèÿ ñèìâîëîâ 𝑖, 𝑗, 𝑘:

𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘, 𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = 𝑖, 𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗, 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðîâåðêà, ïðîäîëæåíèå ýòîãî óìíîæåíèÿ ïî áèëèíåéíîñòè íà H ïðå-
âðàùàåò ìíîæåñòâî êâàòåðíèîíîâ â àññîöèàòèâíóþ, íî íå êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó
íàä ïîëåì R (íàïîìíèì, ÷òî алгебра � êîëüöî è âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
óìíîæåíèå áèëèíåéíî).
Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ â H, ïîëàãàÿ

𝑞 = 𝑎− 𝑏𝑖− 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘 äëÿ 𝑞 = 𝑎+ 𝑏𝑖+ 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

𝑞1 + 𝑞2 = 𝑞1 + 𝑞2, 𝑞1𝑞2 = 𝑞2 𝑞1, 𝑞𝑞 = |𝑞|2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2, |𝑞1𝑞2| = |𝑞1| · |𝑞2|.

Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëÿ 𝑞 ̸= 0 îáðàòíûé êâàòåðíèîí ôîðìóëîé 𝑞−1 = 𝑞
|𝑞|2 , ÷òî

ïðåâðàùàåò H â тело (¾ïîëå¿ ñ íåêîììóòàòèâíûì óìíîæåíèåì).
Ðàññìîòðèì â H ïîäïðîñòðàíñòâî ¾÷èñòî ìíèìûõ¿ êâàòåðíèîíîâ:

H0 = {𝑥 = 𝑏𝑖+ 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 ∈ H} = {𝑥 ∈ H : 𝑥 = −𝑥}.

Ýòî � òð¼õìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, |𝑥|2 = 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2.

Предложение 4.19. Если |𝑞| = 1, то преобразование

𝛼𝑞 : H0 → H0, 𝑥 ↦→ 𝑞𝑥𝑞−1,

есть ортогональный оператор в трёхмерном евклидовом пространстве H0 = R3.

Доказательство. Èìååì 𝑞𝑥𝑞−1 = 𝑞−1 𝑥 𝑞 = −𝑞𝑥𝑞−1, òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå 𝛼𝑞 ïåðå-
âîäèò H0 â ñåáÿ. Êðîìå òîãî, |𝑞𝑥𝑞−1| = |𝑥|, òàê ÷òî 𝛼𝑞 � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð. □

Êâàòåðíèîíû åäèíè÷íîé äëèíû îáðàçóþò ãðóïïó

Sp(1) := {𝑞 ∈ H : |𝑞| = 1} = {𝑎+ 𝑏𝑖+ 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 ∈ H : 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 1}

ïî óìíîæåíèþ. Êàê ìíîæåñòâî ãðóïïà Sp(1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíè÷íóþ òð¼õìåð-
íóþ ñôåðó â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 𝛼𝑞1𝑞2 = 𝛼𝑞1 ·𝛼𝑞2 , òàê ÷òî
îòîáðàæåíèå 𝑞 ↦→ 𝛼𝑞 çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì ãðóïïû Sp(1) â ãðóïïó SO(H0) = SO(3).
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâåí, à åãî ÿäðî åñòü ïîäãðóïïà
{1,−1} ∈ Sp(1). Òåì ñàìûì ìû çàäàëè ïàðàìåòðèçàöèþ ãðóïïû SO(3) êâàòåðíèîíà-
ìè åäèíè÷íîé äëèíû; ïðè ýòîì êâàòåðíèîíàì 𝑞 è −𝑞 îòâå÷àåò îäíà è òà æå ìàòðèöà.
Ïðîèçâåäÿ âû÷èñëåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì
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Теорема 4.20 (Êýëè�Êëåéí). Для любого вектора единичной длины (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ H =
R4 матрица ⎛⎝𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 − 𝑑2 2(𝑏𝑐− 𝑎𝑑) 2(𝑎𝑐+ 𝑏𝑑)

2(𝑎𝑑+ 𝑏𝑐) 𝑎2 − 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑑2 2(𝑐𝑑− 𝑎𝑏)
2(𝑏𝑑− 𝑎𝑐) 2(𝑎𝑏+ 𝑐𝑑) 𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2 + 𝑑2

⎞⎠
является матрицей из SO(3) и любая матрица из SO(3) имеет такой вид.

4.5. Аффинные преобразования, аффинная группа. Òåïåðü ìû èçó÷èì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ.

Определение 4.21. Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå 𝑓 ìíîæåñòâà òî÷åê A àôôèííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (A, 𝑉 ) â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ аффинным преобразованием, åñëè â íåêîòîðîé
àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂e1 . . . e𝑛 îíî çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé⎛⎝𝑥1...

𝑥𝑛

⎞⎠ ↦→

⎛⎝𝑎11 · · · 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛𝑛

⎞⎠⎛⎝𝑥1...
𝑥𝑛

⎞⎠+

⎛⎝𝑏1...
𝑏𝑛

⎞⎠
èëè êðàòêî 𝑓 : A → A, 𝑥 ↦→ 𝐴𝑥+𝑏, ãäå 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗). Áèåêòèâíîñòü òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ det𝐴 ̸= 0. Èç ôîðìóë çàìåíû êîîðäèíàò (ïðåäëîæåíèå 2.4)
ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðåîáðàçîâàíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé âûøå â íåêîòîðîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, òî îíî çàäà¼òñÿ àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé (âîçìîæíî, ñ äðóãèìè 𝐴 è 𝑏) â
ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) íàçûâàåòñÿ матрицей
аффинного преобразования â ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂e1 . . . e𝑛.
Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè, êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ аффинной группой è îáîçíà÷àåòñÿ Aff(A) (èíîãäà Aff(𝑉 )).
Ñ êàæäûì àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì 𝑓 : A → A ñâÿçàíî ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå 𝑓lin : 𝑉 → 𝑉 , çàäàííîå ôîðìóëîé 𝑓lin(𝑃𝑄) := 𝑓(𝑃 )𝑓(𝑄). Â êîîðäèíàòàõ èìååì
𝑓lin(𝑥) = 𝐴𝑥.
Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå 𝑓 : A → A, äëÿ êîòîðîãî 𝑏 = 0 (ò. å. 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥), íàçûâà-

åòñÿ линейным, à àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî 𝐴 = 𝐸 (ò. å. 𝑓(𝑥) = 𝑥+ 𝑏),
íàçûâàåòñÿ сдвигом (à òàêæå трансляцией èëè параллельным переносом). (Ïðîâåðü-
òå, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.)

Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò àôôèííûå
ïîäïðîñòðàíñòâà (ïðÿìûå, ïëîñêîñòè, ãèïåðïëîñêîñòè è ò. ä.) â àôôèííûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà òîé æå ðàçìåðíîñòè, ñîõðàíÿåò ïàðàëëåëüíîñòü è îòíîøåíèÿ äëèí îòðåç-
êîâ íà ïðÿìîé.
Òàêæå èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî âñÿêîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ

êîìïîçèöèåé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñäâèãà (ýòî ìîæíî áûëî áû âçÿòü çà îïðå-
äåëåíèå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå 𝑓 : A → A çàäà¼òñÿ ïàðîé (𝒜, b), ãäå 𝒜 ∈ GL(𝑉 ) è b ∈ 𝑉 . Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå 𝑓𝒜,b . Â êîîðäèíàòàõ èìååì

𝑓𝒜,b(𝑥) = 𝐴𝑥+ 𝑏.

Íàéä¼ì êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé 𝑓𝒜,b è 𝑓𝒜′,b′ :

𝑓𝒜,b · 𝑓𝒜′,b′(𝑥) = 𝐴(𝐴′𝑥+ 𝑏′) + 𝑏 = 𝐴𝐴′𝑥+ (𝐴𝑏′ + 𝑏) = 𝑓𝒜𝒜′,𝒜b′+b(𝑥).
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è òðàíñëÿöèè íå êîììóòèðóþò:

𝑓𝒜,0 · 𝑓id,b′ = 𝑓𝒜,𝒜b′ ̸= 𝑓𝒜,b′ = 𝑓id,b′ · 𝑓𝒜,0.

Ýòè âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî àôôèííàÿ ãðóïïà Aff(A) êàê ìíîæåñòâî ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå GL(𝑉 )× 𝑉 ëèíåéíîé ãðóïïû è ãðóïïû òðàíñëÿ-
öèé, à îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íà ýëåìåíòàõ (𝒜, b) ∈ GL(𝑉 )× 𝑉 îïðåäåëåíà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

(𝒜, b) · (𝒜′, b ′) = (𝒜𝒜′, 𝒜b ′ + b).

Ýòà êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ полупрямым произведением ëèíåéíîé ãðóïïû GL(𝑉 ) è
ãðóïïû òðàíñëÿöèé 𝑉 (îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ GL(𝑉 ) íà 𝑉 ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè) è îáîçíà÷àåòñÿ GL(𝑉 )⋉ 𝑉 . Èòàê, ìû èìååì

Aff(𝑉 ) = GL(𝑉 )⋉ 𝑉.

4.6. Аффинные изометрии (движения), классификация движений плоско-
сти и трёхмерного пространства.

Определение 4.22. Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå 𝑓 àôôèííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà íàçûâàåòñÿ аффинной изометрией (èëè движением), åñëè îíî ñîõðàíÿåò ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, ò. å. 𝑑(𝑓(𝑃 ), 𝑓(𝑄)) = 𝑑(𝑃,𝑄) äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑃,𝑄.
Ìàòðèöà àôôèííîé èçîìåòðèè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îðòîãîíàëüíà

(ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ îïåðàòîðîâ).
Àíàëîãè÷íî àôôèííîé ãðóïïå, группа аффинных изометрий Isom(𝑉 ) åñòü ïîëó-

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû 𝑂(𝑉 ) è ãðóïïû òðàíñëÿöèé 𝑉 :

Isom(𝑉 ) = 𝑂(𝑉 )⋉ 𝑉.

Òàê êàê îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (ïëîñêîñòè) åñòü ëèáî
ïîâîðîò, ëèáî ñèììåòðèÿ, âñÿêàÿ àôôèííàÿ èçîìåòðèÿ ïëîñêîñòè åñòü êîìïîçèöèÿ
ïîâîðîòîâ, ñèììåòðèé è ñäâèãîâ. Ýòî îïèñàíèå ìîæíî ñèëüíî óïðîñòèòü.
Скользящей симметрией íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèè è ñäâè-

ãà íà âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé îñè ñèììåòðèè (ýòè äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîììóòèðóþò,
òàê ÷òî êîìïîçèöèþ ìîæíî áðàòü â ëþáîì ïîðÿäêå). Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò 𝑂e1e2, ãäå e1 � âåêòîð âäîëü îñè ñèììåòðèè, ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ çàäà¼òñÿ
ôîðìóëîé (︂

𝑥
𝑦

)︂
↦→

(︂
𝑥+ 𝑎
−𝑦

)︂
.

Теорема 4.23 (Øàëü). Всякая аффинная изометрия плоскости является либо
сдвигом, либо поворотом, либо скользящей симметрией.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñîáñòâåííóþ àôôèííóþ èçîìåòðèþ 𝑓 . Â ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îíà çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé(︂

𝑥
𝑦

)︂
↦→

(︂
cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂(︂
𝑥
𝑦

)︂
+

(︂
𝑎
𝑏

)︂
.

Åñëè 𝜙 = 0, òî 𝑓� ñäâèã. Ïóñòü 𝜙 ̸= 0, òîãäà 𝑓 ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïîâîðîòà è
ñäâèãà. Ìû äîêàæåì, ÷òî 𝑓 íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì îòíîñèòåëüíî äðóãîé
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òî÷êè. Ýòó òî÷êó ìîæíî íàéòè êàê (åäèíñòâåííóþ) íåïîäâèæíóþ òî÷êó ïðåîáðàçî-
âàíèÿ 𝑓 . Èòàê, ïóñòü 𝑓(𝑃 ) = 𝑃 , ãäå 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0). Ìû èìååì{︂

𝑥0 cos𝜙− 𝑦0 sin𝜙+ 𝑎 = 𝑥0,
𝑥0 sin𝜙+ 𝑦0 cos𝜙+ 𝑏 = 𝑦0.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû (𝑥0, 𝑦0) íàõîäÿòñÿ èç íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ îïðåäåëèòåëåì⃒⃒⃒⃒

cos𝜙− 1 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙− 1

⃒⃒⃒⃒
= (cos𝜙− 1)2 + sin2 𝜙 ̸= 0.

Ïîýòîìó íåïîäâèæíàÿ òî÷êà 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. Òîãäà â íîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑥′ = 𝑥− 𝑥0, 𝑦

′ = 𝑦 − 𝑦0 ñ íà÷àëîì â 𝑃 ïðåîáðàçîâàíèå 𝑓 çàäà¼òñÿ
ôîðìóëîé (︂

𝑥′

𝑦′

)︂
↦→

(︂
cos𝜙 − sin𝜙
sin𝜙 cos𝜙

)︂(︂
𝑥′

𝑦′

)︂
,

ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë 𝜙 âîêðóã òî÷êè 𝑃 .

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííóþ àôôèííóþ èçîìåòðèþ 𝑓 . Â ïðÿìîóãîëüíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò 𝑂e1e2 îíà çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé(︂

𝑥
𝑦

)︂
↦→

(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂(︂
𝑥
𝑦

)︂
+

(︂
𝑎
𝑏

)︂
.

Ëèíåéíàÿ ÷àñòü ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ñîäåðæà-
ùåé âåêòîð e ′

1 = (cos 𝜙
2
, sin 𝜙

2
). Â ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂e ′

1e
′
2 ïðåîáðàçîâàíèå 𝑓 çàäà¼òñÿ

ôîðìóëîé (︂
𝑥′

𝑦′

)︂
↦→

(︂
𝑥′ + 𝑎
−𝑦′ + 𝑏

)︂
.

Íàêîíåö, â êîîðäèíàòàõ 𝑥′′ = 𝑥′, 𝑦′′ = 𝑦′ − 𝑏
2
ïðåîáðàçîâàíèå 𝑓 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé(︂

𝑥′′

𝑦′′

)︂
↦→

(︂
𝑥′′ + 𝑎
−𝑦′′

)︂
,

ò. å. îíî ÿâëÿåòñÿ ñêîëüçÿùåé ñèììåòðèåé. □

Èç òåîðåìû Øàëÿ â ÷àñòíîñòè âûòåêàåò, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ ïîâîðîòîâ åñòü
ïîâîðîò èëè ñäâèã, à êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà è ñêîëüçÿùåèé ñèììåòðèè � ñêîëüçÿùàÿ
ñèììåòðèÿ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì àôôèííûå èçîìåòðèè òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì
òðè âûäåëåíûõ êëàññà ïðåîáðàçîâàíèé.
Винтовое движение � êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà âîêðóã íåêîòîðîé îñè è ñäâèãà íà

âåêòîð âäîëü ýòîé îñè. Â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(17)

⎛⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎠ ↦→

⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 1

⎞⎠⎛⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎠+

⎛⎝0
0
𝑐

⎞⎠ =

⎛⎝𝑥 cos𝜙− 𝑦 sin𝜙
𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙

𝑧 + 𝑐

⎞⎠ .

Поворот с переворотом � êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà âîêðóã îñè è ñèììåòðèè îòíî-
ñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýòîé îñè. Â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò
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çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(18)

⎛⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎠ ↦→

⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 −1

⎞⎠⎛⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎠ =

⎛⎝𝑥 cos𝜙− 𝑦 sin𝜙
𝑥 sin𝜙+ 𝑦 cos𝜙

−𝑧

⎞⎠ .

Скользящая симметрия � êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè è ñäâè-
ãà íà âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè. Â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

(19)

⎛⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎠ ↦→

⎛⎝𝑥+ 𝑎
𝑦 + 𝑏
−𝑧

⎞⎠ .

Теорема 4.24. Всякая аффинная изометрия трёхмерного пространcтва являет-
ся либо винтовым движением, либо поворотом с переворотом, либо скользящей
симметрией.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñîáñòâåííóþ àôôèííóþ èçîìåòðèþ 𝑓 . Èç òåî-
ðåìå î êàíîíè÷åñêîì âèäå îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà (ñì. ïðèìåð 4.16) ñëåäóåò, ÷òî
â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑓 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé⎛⎝𝑥𝑦

𝑧

⎞⎠ ↦→

⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 1

⎞⎠⎛⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎠+

⎛⎝𝑎𝑏
𝑐

⎞⎠ .

Åñëè 𝜙 = 0, ïîëó÷àåì ñäâèã � ÷àñòíûé ñëó÷àé âèíòîâîãî äâèæåíèÿ. Åñëè 𝜙 ̸= 0, òî
ìû ìîæåì íàéòè (𝑥0, 𝑦0) êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Øàëÿ. Òîãäà â íîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò 𝑥′ = 𝑥− 𝑥0, 𝑦

′ = 𝑦− 𝑦0, 𝑧
′ = 𝑧 ñ íà÷àëîì â òî÷êå (𝑥0, 𝑦0, 0) ïðåîáðàçîâàíèå

𝑓 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (17), ò. å. ÿâëÿåòñÿ âèíòîâûì äâèæåíèåì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííóþ àôôèííóþ èçîìåòðèþ 𝑓 . Â íåêîòîðîé ïðÿìî-
óãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑓 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé⎛⎝𝑥𝑦

𝑧

⎞⎠ ↦→

⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 −1

⎞⎠⎛⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎠+

⎛⎝𝑎𝑏
𝑐

⎞⎠ .

Åñëè 𝜙 = 0, òî ìû ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå⎛⎝𝑥𝑦
𝑧

⎞⎠ ↦→

⎛⎝ 𝑥+ 𝑎
𝑦 + 𝑏
−𝑧 + 𝑐

⎞⎠
Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑥′ = 𝑥, 𝑦′ = 𝑦, 𝑧′ = 𝑧 − 𝑐

2
îíî ïðèîáðåòàåò âèä (19), ò. å.

ÿâëÿåòñÿ ñêîëüçÿùåé ñèììåòðèåé.
Åñëè 𝜙 ̸= 0, òî ìû íàéä¼ì (𝑥0, 𝑦0) êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Øàëÿ. Òîãäà

â ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑥′ = 𝑥 − 𝑥0, 𝑦
′ = 𝑦 − 𝑦0, 𝑧

′ = 𝑧 ñ íà÷àëîì â òî÷êå (𝑥0, 𝑦0, 0)
ïðåîáðàçîâàíèå 𝑓 çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé⎛⎝𝑥′𝑦′

𝑧′

⎞⎠ ↦→

⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 −1

⎞⎠⎛⎝𝑥′𝑦′
𝑧′

⎞⎠+

⎛⎝0
0
𝑐

⎞⎠ =

⎛⎝𝑥′ cos𝜙− 𝑦′ sin𝜙
𝑥′ sin𝜙+ 𝑦′ cos𝜙

−𝑧′ + 𝑐

⎞⎠ .

Íàêîíåö, â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑥′′ = 𝑥′, 𝑦′′ = 𝑦′, 𝑧′′ = 𝑧′ − 𝑐
2
îíî ïðèîáðåòàåò

âèä (18), ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì ñ ïåðåâîðîòîì. □
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Задачи и упражнения.

4.25. Äîêàæèòå, ÷òî äâà êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

4.26. Îïðåäåëèòå ìàòðèöó ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝒜 : 𝑉 → 𝑊 ïî îòíîøåíèþ ê áà-
çèñàì â 𝑉 è 𝑊 è âûâåäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè
çàìåíå áàçèñîâ.

4.27. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑊 â 𝑛-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 çàäàíî êàê ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà âåêòîðîâ:𝑊 = ⟨b1, . . . , b𝑘⟩, ïðè÷¼ì âåêòîðû b1, . . . , b𝑘 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïóñòü 𝐵 � ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑛 × 𝑘, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ êîîðäèíàò âåêòîðîâ
b1, . . . , b𝑘 â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Íàéäèòå ìàòðèöó îðòîãîíàëüíîãî
ïðîåêòîðà pr𝑊 : 𝑉 → 𝑉 , v ↦→ pr𝑊 v , â ýòîì áàçèñå.

4.28. Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R4 íàéäèòå ìàòðèöû îðòîãî-
íàëüíîãî ïðîåêòîðà è îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà,

à) çàäàííîãî óðàâíåíèåì 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0;

á) çàäàííîãî ñèñòåìîé

{︂
𝑥1 + 𝑥2 = 0,

𝑥3 + 𝑥4 = 0.

4.29. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà 𝒜 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâîéñòâî
𝒜(𝑊 ) ⊂ 𝑊 âëå÷¼ò 𝒜(𝑊⊥) ⊂ 𝑊⊥?

4.30. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé âèä è ñîîòâåòñòâóþùèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îð-
òîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé

à)
1

7

⎛⎝−3 2 −6
−6 −3 2
2 −6 −3

⎞⎠ ; á)
1√
2

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 0
0 1 0 1
0 −1 0 1
−1 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ ; â)

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 −1 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

4.31. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

𝛼 : Sp(1) → SO(H0) = SO(3), 𝑞 ↦→ (𝑥 ↦→ 𝑞𝑥𝑞−1)

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ñ ÿäðîì {−1, 1}.
4.32. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

𝛼 : Sp(1)× Sp(1) → SO(H) = SO(4), (𝑞1, 𝑞2) ↦→ (𝑥 ↦→ 𝑞1𝑥𝑞
−1
2 )

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ñ ÿäðîì {−1, 1}.
4.33. Îïðåäåëèì специальную унитарную группу SU(𝑛) êàê ãðóïïó êîìïëåêñíûõ
óíèòàðíûõ 𝑛 × 𝑛-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1, ò. å. ìàòðèö 𝐶, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîò-

íîøåíèÿì 𝐶
𝑡
𝐶 = 𝐸, det𝐶 = 1. Äîêàæèòå èçîìîðôèçìû:

à) SU(2)/{1,−1} ∼= Sp(1)/{1,−1} ∼= SO(3);
á)

(︀
SU(2)× SU(2)

)︀
/{1,−1} ∼= SO(4).

4.34. Äîêàæèòå, ÷òî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå àôôèííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â
ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè, ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé èçîìåòðèåé.

4.35. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè èìååò åäèíñòâåí-
íóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, òî âñÿêàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó.
Ñêîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ?
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4.36. Ñóùåñòâóåò ëè àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íå èìåþ-
ùåå èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ è íåïîäâèæíûõ òî÷åê, íî èìåþùåå èíâàðèàíòíóþ ïëîñ-
êîñòü?

4.37. Ïóñòü ℓ1, ℓ2, ℓ3 � òðè ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ, íå ïàðàëëåëüíûå îä-
íîé ïëîñêîñòè, è ℓ′1, ℓ

′
2, ℓ

′
3 � äðóãèå òðè ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ, òàêæå íå

ïàðàëëåëüíûå îäíîé ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àôôèííîå ïðåîáðàçîâà-
íèå òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùåå ïåðâóþ òðîéêó ïðÿìûõ âî âòîðóþ.

4.38. Ïóñòü ℓ1, ℓ2, ℓ3 � òðè ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûå îäíîé
ïëîñêîñòè, è ℓ′1, ℓ

′
2, ℓ

′
3 � äðóãèå òðè ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ, òàêæå ïàðàë-

ëåëüíûå íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Ñóùåñòâóåò ëè àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå òð¼õìåðíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùåå ïåðâóþ òðîéêó ïðÿìûõ âî âòîðóþ?

4.39. Íàéäèòå îòëè÷íóþ îò òîæäåñòâåííîé àôôèííóþ èçîìåòðèþ òð¼õìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, îñòàâëÿþùóþ íåïîäâèæíûìè òî÷êè (1, 0, 0), (0, 1, 0) è (0, 0, 1).

4.40. Âûÿñíèòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë è íàéäèòå êàíîíè÷åñêèé âèä ñëåäóþùèõ àô-
ôèííûõ èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà:

à) (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ (−𝑧 + 1, 𝑥, 𝑦);
á) (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ (𝑧 + 1, 𝑥, 𝑦).
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5. Выпуклая геометрия

5.1. Линейные функции. Двойственное пространство. Линейной функционей
(èëè линейным функционалом) íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑉 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑉 → k. Êàê è âñÿêîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó äâó-
ìÿ ïðîñòðàíñòâàìè, ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Определение 5.1. Ïðîñòðàíñòâî Hom(𝑉,k) ëèíåéíûõ ôóíêöèé 𝑓 : 𝑉 → k íàçûâà-
åòñÿ двойственным (èëè сопряжённым) пространством ê 𝑉 è îáîçíà÷àåòñÿ 𝑉 *.

Ïóñòü e1, . . . , e𝑛 � áàçèñ â 𝑉 . Çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝑉 * íà ëþáîì âåêòîðå
x =

∑︀
𝑖 𝑥𝑖e 𝑖 ∈ 𝑉 îïðåäåëÿåòñÿ å¼ çíà÷åíèÿìè íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ, òàê êàê 𝑓(x ) =∑︀

𝑖 𝑥𝑖𝑓(e 𝑖). Îïðåäåëèì ëèíåéíûå ôóíêöèè 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ∈ 𝑉 * ïî ïðàâèëó

𝜀𝑖(e𝑗) = 𝛿𝑖𝑗.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x =
∑︀

𝑗 𝑥𝑗e𝑗 ìû èìååì

𝜀𝑖(x ) = 𝜀𝑖(
∑︀

𝑗 𝑥𝑗e𝑗) =
∑︀

𝑗 𝑥𝑗𝜀𝑖(e𝑗) =
∑︀

𝑗 𝑥𝑗𝛿𝑖𝑗 = 𝑥𝑖.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèè 𝜀𝑖 ÷àñòî íàçûâàþò координатными функциями.

Предложение 5.2. Линейные функции 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 образуют базис в 𝑉 *.

Доказательство. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü. Ïóñòü 𝑎1𝜀1+. . .+𝑎𝑛𝜀𝑛 = 𝑜. Ýòî ðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 :=

∑︀
𝑖 𝑎𝑖𝜀𝑖 ðàâíà íóëþ íà ëþáîì âåêòîðå èç 𝑉 .

Âû÷èñëèì å¼ íà âåêòîðå e𝑗: 0 = 𝑓(e𝑗) =
∑︀

𝑖 𝑎𝑖𝜀𝑖(e𝑗) = 𝑎𝑗. Èòàê, âñå êîýôôèöèåíòû
𝑎𝑗 ðàâíû íóëþ, à çíà÷èò 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ∈ 𝑉 * ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ïîðîæäàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî 𝑉

*. Ìû óòâåðæäàåì,
÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè 𝑓 =∑︀

𝑖 𝑎𝑖𝜀𝑖, ãäå 𝑎𝑖 = 𝑓(e 𝑖). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x =
∑︀

𝑗 𝑥𝑗e𝑗 ∈ 𝑉 èìååì∑︀
𝑖 𝑎𝑖𝜀𝑖(x ) =

∑︀
𝑖 𝑎𝑖𝑥𝑖 =

∑︀
𝑖 𝑓(e 𝑖)𝑥𝑖 = 𝑓(

∑︀
𝑖 𝑥𝑖e 𝑖) = 𝑓(x ).

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓 =
∑︀

𝑖 𝑎𝑖𝜀𝑖, ò. å. 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 � áàçèñ â 𝑉 *. □

Определение 5.3. Áàçèñ 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 * íàçûâàåòñÿ двойственными
(èëè сопряжённым) базисом ê e1, . . . , e𝑛.

Следствие 5.4. Для конечномерного 𝑉 имеем dim𝑉 = dim𝑉 *.

Òàêèì îáðàçîì, â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑉 * èçîìîðôíû. Îäíàêî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôèçìà ìåæäó íèìè íàì íåîáõîäèìî âûáðàòü áàçèñ â 𝑉 (è
äâîéñòâåííûé áàçèñ â 𝑉 *); èçîìîðôèçì ìåæäó 𝑉 è 𝑉 * ¾íåêàíîíè÷åí¿ â òîì ñìûñëå,
÷òî îí çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Ðàçíûå áàçèñû äàþò ðàçíûå èçîìîðôèçìû.
Äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñèòóàöèÿ èíàÿ: ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑉 * никогда

íå èçîìîðôíû (çàäà÷à), ïðîñòðàíñòâî 𝑉 * âñåãäà ¾áîëüøå¿.
Òåïåðü ðàññìîòðèì второе двойственное пространство 𝑉 **. Ïî îïðåäåëåíèþ, åãî

ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé 𝑉 *.
Çäåñü èìååòñÿ êàíîíè÷åñêîå (íå çàâèñÿùåå îò âûáîðà áàçèñîâ) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
𝑉 → 𝑉 **, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.
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Теорема 5.5. Отображение 𝜙 : 𝑉 → 𝑉 **, сопоставляющее вектору x ∈ 𝑉 линейную
функцию 𝜙x на 𝑉

*, задаваемую формулой

𝜙x(𝑓) := 𝑓(x) для 𝑓 ∈ 𝑉 *,

является линейным, а в конечномерном случае — изоморфизмом.

Доказательство. Î÷åâèäíî, ÷òî 𝜙x � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà 𝑉 *. Êðîìå òîãî,

𝜙(x + y) = 𝜙x+y = 𝜙x + 𝜙y = 𝜙(x ) + 𝜙(y)

è 𝜙(𝜆x ) = 𝜆𝜙(x ), ò. å. îòîáðàæåíèå 𝜙 ëèíåéíî.
Ïóñòü òåïåðü 𝑉 êîíå÷íîìåðíî. Äîêàæåì, ÷òî 𝜙 : 𝑉 → 𝑉 ** èíúåêòèâíî. Ïóñòü

𝜙(x ) = 𝜙x = 𝑜. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî 𝜙x (𝑓) = 𝑓(x ) = 0 äëÿ ëþáîé
ëèíåéíîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝑉 *. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé
𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 äâîéñòâåííîãî áàçèñà ê ïðîèçâîëüíîìó áàçèñó e1, . . . , e𝑛 â 𝑉 . Ñëåäîâàòåëü-
íî, 𝜀𝑖(x ) = 𝑥𝑖 = 0, ò.
å. âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ 𝑉 â áàçèñå e1, . . . , e𝑛 ðàâíû íóëþ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x = 0, ò. å. 𝜙 èíúåêòèâíî. Òàê êàê dim𝑉 = dim𝑉 ** è 𝜙 èíúåêòèâíî,
îíî ïåðåâîäèò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 â áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 **, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì. □

Äàëåå, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ñèììåòðèþ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè 𝑉 è 𝑉 *, ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè a ∈ 𝑉 * íà âåêòîðå x ∈ 𝑉 ÷åðåç ⟨a , x ⟩ (îíî
æå åñòü çíà÷åíåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè x ∈ 𝑉 ** = 𝑉 íà âåêòîðå a ∈ 𝑉 *).

5.2. Выпуклые множества. Ïóñòü 𝑉 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 𝑛 è
𝐴(𝑉 ) � ñâÿçàííîå ñ íèì àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.
Аффинной оболочкой ïîäìíîæåñòâà 𝑆 ⊂ 𝐴(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå àôôèííîå

ïîäïðîñòðàíñòâî aff 𝑆, ñîäåðæàùåå 𝑆. Íàáîð èç 𝑘 òî÷åê x 1, . . . , x 𝑘 ∈ 𝐴(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ
аффинно независимым, åñëè dim aff(x 1, . . . , x 𝑘) = 𝑘−1. Размерностью ïîäìíîæåñòâà
𝑆 ⊂ 𝐴(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åãî àôôèííîé îáîëî÷êè: dim𝑆 := dim aff 𝑆.

Определение 5.6. Ïîäìíîæåñòâî 𝐶 ⊂ 𝐴(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ выпуклым, åñëè âìåñòå ñ
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè x 1, x 2 ∈ 𝐶 îíî ñîäåðæèò îòðåçîê

[x 1, x 2] := {𝜆1x 1+𝜆2x 2 ∈ 𝐴(𝑉 ) : 𝜆1, 𝜆2 ⩾ 0, 𝜆1+𝜆2 = 1} = {(1−𝜆)x 1+𝜆x 2 : 𝜆 ∈ [0, 1]}.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðâàë (x 1, x 2) è ïîëóèíòåðâàë [x 1, x 2).
Выпуклой оболочкой ïîäìíîæåñòâà 𝑆 ⊂ 𝐴(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå âûïóêëîå

ïîäìíîæåñòâî conv𝑆, ñîäåðæàùåå 𝑆.

ßñíî, ÷òî âñÿêîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî âûïóêëî. Âîò äðóãîé áàçîâûé ïðèìåð
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà.

Пример 5.7. Ïóñòü x 1, . . . , x 𝑘 � àôôèííî íåçàâèñèìûå òî÷êè. Симплексом ñ âåð-
øèíàìè x 1, . . . , x 𝑘 íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) := {𝜆1x 1 + . . .+ 𝜆𝑘x 𝑘 ∈ 𝐴(𝑉 ) : 𝜆𝑖 ⩾ 0, 𝜆1 + . . .+ 𝜆𝑘 = 1}.
ßñíî, ÷òî dim𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) = 𝑘−1. Íóëüìåðíûå ñèìïëåêñû � òî÷êè, îäíîìåðíûå �
îòðåçêè, äâóìåðíûå � òðåóãîëüíèêè, òð¼õìåðíûå � òåòðàýäðû.
Ëþáàÿ òî÷êà x ∈ 𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ÷èñëàìè 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘, êîòîðûå

íàçûâàþòñÿ å¼ барицентрическими координатами.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Êðîìå òîãî, ìíîæå-

ñòâî 𝑆 ⊂ 𝐴(𝑉 ) âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âìåñòå ñ ëþáûìè òî÷êàìè
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x 1, . . . , x 𝑘 ∈ 𝑆 îíî ñîäåðæèò ñèìïëåêñ 𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) (çàäà÷à). Â ñâÿçè ñ ýòèì ëè-
íåéíóþ êîìáèíàöèþ 𝜆1x 1+ . . .+𝜆𝑘x 𝑘 ñ 𝜆𝑖 ⩾ 0 è 𝜆1+ . . .+𝜆𝑘 = 1 íàçûâàþò выпуклой
комбинацией точек x 1, . . . , x 𝑘. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà 𝑆 åñòü ìíîæåñòâî âñåõ
âûïóêëûõ êîìáèíàöèé åãî òî÷åê.

Определение 5.8. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ внутренней точкой ìíîæåñòâà 𝑆 ⊂ 𝐴(𝑉 ),
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 𝜀 > 0 ìíîæåñòâî 𝑆 ñîäåðæèò открытый шар

𝐵𝜀(x ) = {x ′ ∈ 𝐴(𝑉 ) : 𝑑(x , x ′) < 𝜀}
ñ öåíòðîì â x è ðàäèóñîì 𝜀. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà 𝑆 íàçû-
âàåòñÿ åãî внутренностью è îáîçíà÷àåòñÿ int𝑆.
Ìíîæåñòâî 𝑆 íàçûâàåòñÿ открытым, åñëè 𝑆 = int𝑆. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ за-

мкнутым, åñëè åãî äîïîëíåíèå â 𝐴(𝑉 ) îòêðûòî. Âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà 𝑆 ÿâëÿåò-
ñÿ íàèáîëüøèì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèìñÿ â 𝑆. Íàèìåíüøåå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 𝑆, íàçûâàåòñÿ åãî замыканием è îáîçíà÷àåòñÿ 𝑆.
Íàðÿäó ñ âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà 𝑆, îïðåäåëèì åãî относительную внут-

ренность ri𝑆 êàê âíóòðåííîñòü 𝑆 â ïðîñòðàíñòâå aff 𝑆. ßñíî, ÷òî, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ri𝑆 ̸= int𝑆. Íàïðèìåð, åñëè 𝑆 � ñîáñòâåííîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî
int𝑆 = ∅, à ri𝑆 = 𝑆. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ èìååì
ri{x} = {x}. Â òî æå âðåìÿ, òàê êàê aff 𝑆 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ¾îòíîñèòåëüíîå¿
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 𝑆 â aff 𝑆 ñîâïàäàåò ñ åãî çàìûêàíèåì 𝑆 â 𝐴(𝑉 ). Îïðåäåëèì
òàêæå относительную границу rb𝑆 := 𝑆 ∖ ri𝑆.

Предложение 5.9. Для непустого выпуклого множества 𝐶 имеем ri𝐶 ̸= ∅.

Доказательство. Ïóñòü âíà÷àëå 𝐶 = 𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) � ñèìïëåêñ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ri𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) = {𝜆1x 1 + . . .+ 𝜆𝑘x 𝑘 ∈ 𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) : 𝜆𝑖 > 0} ≠ ∅.
Ïóñòü òåïåðü 𝐶 � ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïðè÷¼ì dim aff 𝐶 = 𝑘−1, 𝑘 ⩾ 1.
Âûáåðåì 𝑘 àôôèííî íåçàâèñèìûõ òî÷åê x 1, . . . , x 𝑘 ∈ 𝐶. Òîãäà 𝐶 ⊃ 𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) è
ri𝐶 ⊃ ri𝛥(x 1, . . . , x 𝑘) ̸= ∅. □

Лемма 5.10. Пусть 𝐶 — выпуклое множество. Тогда для любых различных точек
x ∈ ri𝐶 и y ∈ 𝐶 имеем [x, y) ⊂ ri𝐶.

Доказательство. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aff 𝐶 = 𝐴(𝑉 ), ò. å.
ri𝐶 = int𝐶. Ïóñòü x 𝜆 = (1− 𝜆)x + 𝜆y , ãäå 𝜆 ∈ (0, 1); íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî x 𝜆 ∈ int𝐶.
Òàê êàê x ∈ int𝐶, ìû èìååì 𝐵𝜀(x ) ⊂ 𝐶 äëÿ íåêîòîðîãî 𝜀 > 0. Òîãäà

(1− 𝜆)𝐵𝜀(x ) + 𝜆y = 𝐵(1−𝜆)𝜀(x 𝜆)

� øàð ñ öåíòðîì x 𝜆 è ðàäèóñîì (1−𝜆)𝜀 > 0. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïîêàçûâàåò, ÷òî
ýòîò øàð ñîäåðæèòñÿ â 𝐶, òàê êàê 𝐶 � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Èòàê, x 𝜆 ∈ int𝐶. □

Аффинной функцией íà ïðîñòðàíñòâå 𝐴(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 𝐴(𝑉 ) → R âèäà
x ↦→ ⟨a , x ⟩+ 𝑏, ãäå a ∈ 𝑉 * è 𝑏 ∈ R. Åñëè a ̸= 0, òî òàêàÿ àôôèííàÿ ôóíêöèÿ çàäà¼ò
ãèïåðïëîñêîñòü (àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 𝑛− 1)

𝐻(a , 𝑏) = {x ∈ 𝐴(𝑉 ) : ⟨a , x ⟩+ 𝑏 = 0}
è положительное è отрицательное полупространства

𝐻+(a , 𝑏) = {x ∈ 𝐴(𝑉 ) : ⟨a , x ⟩+𝑏 ⩾ 0} è 𝐻−(a , 𝑏) = {x ∈ 𝐴(𝑉 ) : ⟨a , x ⟩+𝑏 ⩽ 0}.
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Определение 5.11. Ïóñòü 𝐶 � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ãèïåðïëîñêîñòü
𝐻 íàçûâàåòñÿ опорной äëÿ 𝐶, åñëè 𝐻 ∩ 𝐶 ̸= ∅ è 𝐶 ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ïîëó-
ïðîñòðàíñòâ 𝐻+ èëè 𝐻−. Ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻+ èëè 𝐻−, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ 𝐶,
íàçûâàåòñÿ опорным полупространством.

Теорема 5.12. Пусть 𝐶 — непустое замкнутое выпуклое множество. Для любой
точки x ∈ rb𝐶 существует опорная гиперплоскость 𝐻, проходящая через x и не
имеющая общих точек с ri𝐶 (в частности, не содержащая 𝐶).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Лемма 5.13. Пусть 𝑈 — непустое открытое выпуклое множество в 𝐴(𝑉 ). Любая
точка x /∈ 𝑈 содержится в гиперплоскости 𝐻, не пересекающей 𝑈 .

Доказательство. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè dim𝑉 . Î÷åâèäíî, óòâåðæäå-
íèå âåðíî ïðè dim𝑉 = 0, 1. Äëÿ øàãà èíäóêöèè íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëó÷àé
dim𝑉 = 2. Èòàê, ïóñòü 𝑈 � íåïóñòîå îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè
è ïóñòü x /∈ 𝑈 . Äîêàæåì, ÷òî íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìàÿ ℓ, ÷òî x ∈ ℓ
è 𝐿 ∩ 𝑈 = ∅. Ïóñòü 𝑆 � ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â x . Äëÿ êàæäîé
òî÷êè u ∈ 𝑈 îáîçíà÷èì ÷åðåç u ′ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïîëóïðÿìîé, âûõîäÿùåé èç x è
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç u , ñ îêðóæíîñòüþ 𝑆. Ìíîæåñòâî 𝑆 ′ = {u ′ : u ∈ 𝑈} ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îòêðûòóþ äóãó íà 𝑆. Òàê êàê x /∈ 𝑈 è 𝑈 âûïóêëî, íèêàêèå äâå äèàìåòðàëü-
íî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè íà 𝑆 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàòü 𝑆 ′. Çíà÷èò,
óãîë ìåæäó ïîëóïðÿìûìè, âûõîäÿùèìè èç x è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç êîíöû äóãè 𝑆 ′,
íå ïðåâîñõîäèò 𝜋. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ℓ ìîæíî âçÿòü ëþáóþ èç äâóõ ïðÿìûõ, ïî-
ðîæäàåìûõ ýòèìè ïîëóïðÿìûìè. (Â ñëó÷àå, êîãäà óêàçàííûé óãîë ðàâåí 𝜋, ïðÿìàÿ
ℓ åäèíñòâåííà.)
Ïóñòü òåïåðü dim𝑉 > 2. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç x ïðîèçâîëüíóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü 𝜋,

ïåðåñåêàþùóþ 𝑈 . Òîãäà 𝑈 ∩ 𝜋 � íåïóñòîå îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â 𝜋, íå ñî-
äåðæàùåå x . Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìàÿ ℓ ⊂ 𝜋,
÷òî x ∈ ℓ è ℓ∩(𝑈∩𝜋) = ℓ∩𝑈 = ∅. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü 𝑅, îðòîãî-
íàëüíóþ ê ïðÿìîé ℓ, è ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ pr𝑅 : 𝐴(𝑉 ) → 𝑅. Òîãäà
pr𝑅 𝑈 � íåïóñòîå îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â 𝑅, íå ñîäåðæàùåå òî÷êó pr𝑅 x
(òàê êàê pr−1

𝑅 (pr𝑅 x ) = ℓ). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, â 𝑅 íàéä¼òñÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòü 𝐻 ′, òàêàÿ ÷òî pr𝑅 x ∈ 𝐻 ′ è 𝐻 ′ ∩ pr𝑅 𝑈 = ∅. Íî òîãäà 𝐻 := aff(𝐻 ′ ∩ ℓ) = pr−1

𝑅 𝐻 ′

áóäåò ãèïåðïëîñêîñòüþ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì x ∈ 𝐻
è 𝐻 ∩ 𝑈 = ∅. □

Доказательство теоремы 5.12. Ïðèìåíèì ëåììó 5.13 ê íåïóñòîìó âûïóêëîìó ìíî-
æåñòâó 𝑈 = ri𝐶, êîòîðîå îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå aff 𝐶, è òî÷êå x ∈ rb𝐶. Òîãäà x /∈ 𝑈
Ýòî äà¼ò íàì ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻 ′ ⊂ aff 𝐶, äëÿ êîòîðîé x ∈ 𝐻 ′ è ri𝐶∩𝐻 ′ = ∅. Î÷åâèä-
íî, ÷òî íàéä¼òñÿ ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻 ⊂ 𝐴(𝑉 ) ñ aff 𝐶 ∩𝐻 = 𝐻 ′. Òîãäà ìû ïî-ïðåæíåìó
èìååì x ∈ 𝐻 è ri𝐶∩𝐻 = ∅. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî 𝐻 � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü y ∈ ri𝐶 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ 𝐶, ÷òî y è
z ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò 𝐻. Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà u ∈ (y , z ), ëåæàùàÿ íà 𝐻.
Íî ñîãëàñíî ëåììå 5.10 èìååì u ∈ ri𝐶. Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ ri𝐶 ∩𝐻. Ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, 𝐻 � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü äëÿ 𝐶. □

Теорема 5.14. Всякое непустое замкнутое выпуклое множество 𝐶 совпадает с
пересечением своих опорных полупространств.
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Рис. 2. Âåðøèíû è êðàéíèå òî÷êè

Доказательство. Óòâåðæäåíèå âåðíî, åñëè dim𝐶 = 0 (òî åñòü 𝐶 � òî÷êà) èëè 𝐶 =
𝐴(𝑉 ) (òîãäà íåò îïîðíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ). Ïóñòü 𝐶 � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî â
𝐴(𝑉 ) ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x /∈ 𝐶
íàéä¼òñÿ òàêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻, ÷òî 𝐶 ⊂ 𝐻+, à x /∈ 𝐻+.
Åñëè x /∈ aff 𝐶, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻, ÷òî aff 𝐶 ⊂ 𝐻 è x /∈ 𝐻.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x /∈ 𝐻+ (èíà÷å çàìåíèì 𝐻 íà −𝐻), òàê ÷òî 𝐻 � òðåáóåìàÿ
îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.
Ïóñòü òåïåðü x ∈ aff 𝐶. Âûáåðåì ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.9 òî÷êó z ∈ ri𝐶. Òîãäà

[z , x ] ∩ 𝐶 = [z , y ], ãäå y ∈ rb𝐶 è [z , y) ⊂ ri𝐶 (ñì. ëåììó 5.10). Ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 5.12 ñóùåñòâóåò òàêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻, ÷òî y ∈ 𝐻 è ri𝐶 ∩𝐻 = ∅. Ìû
óòâåæäàåì, ÷òî ýòî è åñòü òðåáóåìàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
𝐻 = 𝐻(a , 𝑏). Òîãäà ⟨a , y⟩+ 𝑏 = 0 (òàê êàê y ∈ 𝐻) è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ⟨a , z ⟩+ 𝑏 > 0
(òàê êàê z ∈ ri𝐶 è ri𝐶 ∩𝐻 = ∅). Òàê êàê y � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà [z , x ], ìû
èìååì ⟨a , x ⟩+ 𝑏 < 0, ò. å. x /∈ 𝐻+, êàê è òðåáóåòñÿ. □

Определение 5.15. Гранью çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà 𝐶 íàçûâàåòñÿ ïåðåñå-
÷åíèå 𝐻 ∩𝐶 ñ ëþáîé îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ 𝐻, íå ñîäåðæàùåé 𝐶. Ãðàíü ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì ìíîæåñòâîì ðàçìåðíîñòè ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü 𝐶. Íóëüìåðíûå
ãðàíè íàçûâàþòñÿ вершинами, îäíîìåðíûå ãðàíè � рёбрами, à ãðàíè ðàçìåðíîñòè
dim𝐶 − 1 íàçûâàþòñÿ гипергранями.
Òî÷êà x ∈ 𝐶 íàçûâàåòñÿ крайней äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà 𝐶, åñëè x íå ÿâëÿåò-

ñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íèêàêîãî îòðåçêà ñ êîíöàìè â 𝐶. Êàæäàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ
êðàéíåé òî÷êîé, íî îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî (ñì. ïðèìåð íèæå).

Òåðìèíîëîãèÿ ãðàíåé ïðîèñõîäèò èç âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, êîòîðûå áóäóò
ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ãðàíè óñòðîåíû íå êàê ó ìíîãîãðàííèêîâ.

Пример 5.16. Âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè çàìêíóòîãî øàðà ÿâëÿþòñÿ åãî âåðøèíàìè, à
ãðàíåé ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè íåò.
Ðàññìîòðèì âûïóêëîå ìíîæåñòâî íà ðèñ. 2, îãðàíè÷åííîå äâóìÿ ïîëóîêðóæíîñòÿ-

ìè è äâóìÿ îòðåçêàìè. Åãî âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷êè îòêðûòûõ ïîëóîêðóæíî-
ñòåé, à êðàéíèìè òî÷êàìè � òî÷êè çàìêíóòûõ ïîëóîêðóæíîñòåé. ×åòûðå âûäåëåí-
íûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè.

Теорема 5.17. Всякое замкнутое ограниченное выпуклое множество 𝐶 является
выпуклой оболочкой своих крайних точек.

Доказательство. Ïðîâåä¼ì èíäóöêèþ ïî dim𝐶. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïðè dim𝐶 =
0 è dim𝐶 = 1. Ïóñòü dim𝐶 > 1. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ 𝐶 ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé êðàéíèõ òî÷åê. Åñëè x � êðàéíÿÿ òî÷êà, òî äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íåêîòîðîãî îòðåçêà [y , z ],
ãäå y , z ∈ 𝐶. Ïðîäëèâ, åñëè íåîáõîäèìî, îòðåçîê çà åãî êîíöû, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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y , z ∈ rb𝐶 (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü). Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.12 ÷åðåç òî÷êè
y , z ïðîõîäÿò îïîðíûå ãèïåïëîñêîñòè, íå ñîäåðæàùèå 𝐶. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè
y , z ñîäåðæàòñÿ â ãðàíÿõ ìíîæåñòâà 𝐶. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êàæäàÿ èç
òî÷åê y , z ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé êðàéíèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè,
ò. å. y = 𝜆1y1+ . . .+𝜆𝑘𝑦𝑘 è z = 𝜇1z 1+ . . .+𝜇ℓz ℓ. Êðàéíÿÿ òî÷êà ãðàíè òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êðàéíåé òî÷êîé äëÿ 𝐶. Ïîýòîìó

x = 𝜆y + (1− 𝜆)z = 𝜆𝜆1y1 + 𝜆𝜆𝑘y𝑘 + (1− 𝜆)𝜇1z 1 + (1− 𝜆)𝜇ℓz ℓ

� âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà 𝐶. □

5.3. Выпуклые многогранники, полярность. Â òåîðåìàõ 5.14 è 5.17 ìû ïîëó-
÷èëè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ: ¾âíåøíåå¿
(êàê ïåðåñå÷åíèå îïîðíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ) è ¾âíóòðåííåå¿ (êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
êðàéíèõ òî÷åê). Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà, äëÿ êî-
òîðûõ êàæäîå èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íî. Ïðè ýòîì òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòü
äâóõ óñëîâèé êîíå÷íîñòè èìååò âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Определение 5.18. Выпуклым многогранником 𝑃 â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå 𝐴(𝑉 )
íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê:

𝑃 = conv(x 1, . . . , x 𝑠).

Поиэдральным множеством íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ:

(20) 𝑄 =
𝑚⋂︁
𝑖=1

𝐻+(a 𝑖, 𝑏𝑖) = {x ∈ 𝐴(𝑉 ) : ⟨a 𝑖, x ⟩+ 𝑏𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚}.

Теорема 5.19 (Ìèíêîâñêèé�Âåéëü). Множество 𝑆 является выпуклым многогран-
ником тогда и только тогда, когда оно является ограниченным полиэдральным мно-
жеством.

Доказательство теоремы 5.19 (достаточность). Ïóñòü 𝑄 � îãðàíè÷åííîå ïîëèýä-
ðàëüíîå ìíîæåñòâî (20). ßñíî, ÷òî 𝑄 âûïóêëî. Ïî òåîðåìå 5.17 ìíîæåñòâî 𝑄 ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ñâîèõ êðàéíèõ òî÷åê. Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ êðàéíÿÿ òî÷êà
åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðûõ èç ãèïåðïëîñêîñòåé 𝐻(a 𝑖, 𝑏𝑖). Îòñþ-
äà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ÷èñëî êðàéíèõ òî÷åê ó 𝑄 êîíå÷íî, à çíà÷èò 𝑄 � âûïóêëûé
ìíîãîãðàííèê.
Ïóñòü q ∈ 𝑄 � êðàéíÿÿ òî÷êà. Ïîëîæèì

𝐼(q) = {𝑖 : ⟨a 𝑖, q⟩+ 𝑏𝑖 = 0} ⊂ {1, . . . ,𝑚},
𝐿(q) = {x ∈ 𝐴(𝑉 ) : ⟨a 𝑖, x ⟩+ 𝑏𝑖 = 0 ïðè 𝑖 ∈ 𝐼(q)}.

Òàê êàê ⟨a 𝑗, q⟩+ 𝑏𝑗 > 0 ïðè 𝑗 /∈ 𝐼(q), òî÷êà q ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ ïîëèýäðàëü-
íîãî ìíîæåñòâà 𝑄∩𝐿(q) â ïðîñòðàíñòâå 𝐿(q). Íî q � êðàéíÿÿ òî÷êà äëÿ 𝑄, à çíà÷èò
è êðàéíÿÿ òî÷êà äëÿ 𝑄 ∩ 𝐿(q). Ñëåäîâàòåëüíî, dim𝐿(q) = 0, ò. å. 𝐿(q) = {q}. □

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîëÿðíîñòè.

Определение 5.20. Полярным множеством äëÿ 𝑆 ⊂ 𝐴(𝑉 ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

𝑆* := {a ∈ 𝐴(𝑉 *) : ⟨a , x ⟩+ 1 ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ 𝑆} =
⋂︁
x∈𝑆

𝐻+(x , 1).



62

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 𝑆* ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì,
ñîäåðæàùèì 0, òàê êàê ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò êàæäîå ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻+(x , 1).
Òàê êàê a ∈ 𝐻+(x , 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ 𝐻+(a , 1), ìû èìååì

a ∈ 𝑆* ⇔ 𝑆 ⊂ 𝐻+(a , 1).

Äàëåå, ÿñíî, ÷òî
𝑆1 ⊂ 𝑆2 ⇒ 𝑆*

1 ⊃ 𝑆*
2 .

Предложение 5.21. Пусть 𝑆 — подмножество в 𝐴(𝑉 ).

à) Если 𝑆 ограничено, то 0 — внутренняя точка для 𝑆*.
á) Если 0 — внутренняя точка для 𝑆, то 𝑆* ограничено.

Доказательство. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî åñëè 𝐵𝑟(0) � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà 𝑟 ñ
öåíòðîì â 0, òî 𝐵𝑟(0)

* = 𝐵1/𝑟(0).

Äîêàæåì à). Ïóñòü 𝑆 îãðàíè÷åíî. Òîãäà 𝑆 ⊂ 𝐵𝑟(0) äëÿ íåêîòîðîãî 𝑟 > 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî 𝑆* ⊃ 𝐵1/𝑟(0), ò. å. 0 ∈ int𝑆*.

Äîêàæåì á). Ïóñòü 0 ∈ int𝑆. Òîãäà 𝐵𝑟(0) ⊂ 𝑆 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑟 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî
𝐵1/𝑟(0) ⊃ 𝑆*, ò. å. 𝑆* îãðàíè÷åíî. □

Теорема 5.22. Для любого замкнутого подмножества 𝑆 в 𝐴(𝑉 ) имеем

𝑆** = conv(0 ∪ 𝑆),
т. е. 𝑆** — наименьшее замкнутое выпуклое множество, содержащее 0 и 𝑆.

Çàìåòèì, ÷òî conv(0 ∪ 𝑆) ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ conv(0∪𝑆), äàæå åñëè 𝑆 çàìêíóòî
(ñì. çàäà÷ó 5.39).

Доказательство теоремы 5.22. Ìû èìååì

𝑆** =
⋂︁
a∈𝑆*

𝐻+(a , 1) =
⋂︁

𝑆⊂𝐻+(a ,1)

𝐻+(a , 1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑆** � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 0 è 𝑆. Ñëå-
äîâàòåëüíî, conv(0 ∪ 𝑆) ⊂ 𝑆**.

×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, ðàññìîòðèì y /∈ conv(0 ∪ 𝑆). Íóæíî äîêà-
çàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî 𝐻+(a , 1), ñîäåðæàùåå 𝑆, íî íå ñîäåðæàùåå y .

Òàê êàê çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî conv(0 ∪ 𝑆) ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì ñâî-
èõ îïîðíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ (òåîðåìà 5.14), íàéä¼òñÿ îïîðíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî

𝐻+(a
′, 𝑏), íå ñîäåðæàùåå y . Òàê êàê 0 ∈ conv(0 ∪ 𝑆), ìû èìååì 𝑏 ⩾ 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ

òàêîå 𝜀 > 0, ÷òî y /∈ 𝐻+(a
′, 𝑏 + 𝜀). Ïðè ýòîì, òàê êàê 𝑆 ⊂ conv(0 ∪ 𝑆) ⊂ 𝐻+(a

′, 𝑏),
ìû òåì áîëåå èìååì 𝑆 ⊂ 𝐻+(a

′, 𝑏 + 𝜀). Òåïåðü, ïîëîæèâ a := a ′

𝑏+𝜀
, ìû èìååì

𝐻+(a , 1) = 𝐻+(a
′, 𝑏+ 𝜀), y /∈ 𝐻+(a , 1) è 𝑆 ⊂ 𝐻+(a , 1), ÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.21 è òåîðåìû 5.22 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Следствие 5.23. Пусть 𝐶 — замкнутое ограниченное выпуклое множество, при-
чём 0 ∈ int𝐶. Тогда 𝐶* — тоже замкнутое ограниченное выпуклое множество,
причём 0 ∈ int𝐶*. Кроме того, 𝐶** = 𝐶.

Òåïåðü ïðè ïîìîùè ïîëÿðíîñòè óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó âûïóêëûìè ìíîãî-
ãðàííèêàìè è ïîëèýäðàëüíûìè ìíîæåñòâàìè.
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Теорема 5.24.

à) Пусть 𝑃 = conv(x1, . . . , x𝑠) — выпуклый многогранник в 𝐴(𝑉 ). Тогда

𝑃 * = {a ∈ 𝐴(𝑉 *) : ⟨a, x𝑖⟩+ 1 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠} =
𝑠⋂︁

𝑖=1

𝐻+(x𝑖, 1).

Таким образом, 𝑃 * — полиэдральное множество и 0 ∈ int𝑃 *.
á) Пусть

𝑄 = {x ∈ 𝐴(𝑉 ) : ⟨a𝑖, x⟩+ 1 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚} =
𝑚⋂︁
𝑖=1

𝐻+(a𝑖, 1)

— полиэдральное множество. Тогда 𝑄* = conv(0,a1, . . . ,a𝑚). Если 𝑄 ограни-
чено, то 𝑄* = conv(a1, . . . ,a𝑚) и 0 ∈ int𝑄*.

Доказательство. Äîêàæåì à). Ìû èìååì 𝑃 * =
⋂︀

𝑥∈𝑃 𝐻+(x , 1) ⊂
⋂︀𝑠

𝑖=1𝐻+(x 𝑖, 1). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî x ∈ 𝑃 = conv(x 1, . . . , x 𝑠) íåðàâåíñòâî ⟨a , x ⟩ + 1 ⩾ 0
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ ⟨a , x 𝑖⟩ + 1 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Ñëåäîâàòåëüíî,⋂︀

𝑥∈𝑃 𝐻+(x , 1) ⊂
⋂︀𝑠

𝑖=1𝐻+(x 𝑖, 1).
Äîêàæåì á). Ïîëîæèì 𝑃 = conv(a1, . . . ,a𝑚). Ñîãëàñíî à), 𝑄 = 𝑃 *, à çíà÷èò

𝑄* = 𝑃 ** = conv(0 ∪ 𝑃 ) = conv(0,a1, . . . ,a𝑚)

â ñèëó òåîðåìû 5.22. Íàêîíåö, åñëè 𝑄 îãðàíè÷åíî, òî 0 ∈ int𝑄* ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 5.21 à). Òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå 𝑄* = conv(a1, . . . ,a𝑚). □

Òåïåðü ìû ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.19.

Доказательство теоремы 5.19 (необходимость). Ïóñòü 𝑃 = conv(x 1, . . . , x 𝑠) � âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî 𝑃 � îãðàíè÷åííîå ïîëèýäðàëüíîå
ìíîæåñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ int𝑃 . Òîãäà 𝑃 * � îãðà-
íè÷åííîå ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.21 á) è òåîðåìû 5.24 à).
Ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîé ÷àñòè óòâåæäåíèÿ òåîðåìû 5.19, ìíîæåñòâî 𝑃 * ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì, ò. å. 𝑃 * = conv(a1, . . . ,a𝑚). Ñíîâà ïðèìåíÿÿ óòâåðæäå-
íèå à) òåîðåìû 5.24, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî 𝑃 ** = 𝑃 � îãðàíè÷åííîå ïîëèýäðàëüíîå
ìíîæåñòâî. □

5.4. Решётка граней. Íàïîìíèì, ÷òî ãðàíüþ çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà 𝐶
íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå 𝐻 ∩ 𝐶 ñ ëþáîé îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ 𝐻, íå ñîäåðæà-
ùåé 𝐶. Íóëüìåðíûå ãðàíè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, à ãðàíè ðàçìåðíîñòè dim𝐶 − 1
íàçûâàþòñÿ ãèïåðãðàíÿìè.
Âíà÷àëå îïèøåì, êàê âûãëÿäÿò ãðàíè ïîëèýäðàëüíûõ ìíîæåñòâ.

Теорема 5.25. Всякая грань 𝐹 полиэдрального множества

𝑄 = {x ∈ 𝐴(𝑉 ) : ⟨a𝑖, x⟩+ 𝑏𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚} =
𝑚⋂︁
𝑖=1

𝐻+(a𝑖, 𝑏𝑖)

имеет вид

𝐹 = 𝑄 ∩
(︁⋂︁
𝑖∈𝐼

𝐻(a𝑖, 𝑏𝑖)
)︁

для некоторого 𝐼 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂ {1, . . . ,𝑚}.
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Доказательство. Ïîëîæèì 𝐼 := {𝑖 : 𝐹 ⊂ 𝐻(a 𝑖, 𝑏𝑖)}. Äëÿ êàæäîãî 𝑗 /∈ 𝐼 íàéä¼òñÿ
òàêàÿ òî÷êà y 𝑗 ∈ 𝐹 , ÷òî ⟨a 𝑗, y 𝑗⟩ + 𝑏𝑗 > 0. Ïóñòü y := 1

𝑚−|𝐼|
∑︀

𝑗 y 𝑗 � öåíòð òÿæåñòè

ñèñòåìû ýòèõ òî÷åê. Òîäà ⟨a 𝑗, y⟩+ 𝑏𝑗 > 0 ïðè âñåõ 𝑗 /∈ 𝐼.
Òåïåðü ïîëîæèì 𝐹 ′ = 𝑄 ∩

(︀⋂︀
𝑖∈𝐼 𝐻(a 𝑖, 𝑏𝑖)

)︀
. Òîãäà 𝐹 ′ � ïåðåñå÷åíèå ãðàíåé 𝑄 ∩

𝐻(a 𝑖, 𝑏𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼, è ýòî ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî, òàê êàê 𝐹 ⊂ 𝐹 ′. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐹 ′ � ãðàíü
(çàäà÷à). Êðîìå òîãî, y ∈ ri𝐹 ′. Ïîýòîìó âñÿêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç y , ñîäåðæèò 𝐹 ′. Ýòî äîêàçûâàåò îáðàòíîå âêëþ÷åíèå 𝐹 ′ ⊂ 𝐹 . □

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ãðàíü ïîëèýäðàëüíîãî ìíîæåñòâà 𝑄 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé
÷àñòè èç çàäàþùèõ 𝑄 íåðàâåíñòâ ðàâåíñòâàìè. Îòñþäà ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå (çàäà÷à):

Следствие 5.26. Всякая грань полиэдрального множества является пересечением
содержащих её гиперграней.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàíè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Теорема 5.27. Всякая грань 𝐹 выпуклого многогранника 𝑃 = conv(x1, . . . , x𝑠) имеет
вид 𝐹 = conv(x𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼) для некоторого 𝐼 ⊂ {1, . . . , 𝑠}.

Доказательство. Ïóñòü ext𝑃 � ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê ìíîãîãðàííèêà 𝑃 =
conv(x 1, . . . , x 𝑠). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ext𝑃 ⊂ {x 1, . . . , x 𝑠}. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ êðàéíÿÿ òî÷êà x /∈ {x 1, . . . , x 𝑠}. Ïî îïðåäåëåíèþ êðàéíåé òî÷-
êè, 𝑃 ∖ {x} � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x 1, . . . , x 𝑠. Òîãäà conv(x 1, . . . , x 𝑠) ⊂
𝑃 ∖ {x} ⊊ 𝑃 . Ïðîòèâîðå÷èå.
Òåïåðü ïóñòü 𝐹 � ãðàíü. Ïîëîæèì 𝐼 = {𝑖 : x 𝑖 ∈ 𝐹}. Òàê êàê êàæäàÿ êðàéíÿÿ

òî÷êà 𝐹 ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé è äëÿ 𝑃 , ìû èìååì ext𝐹 = ext𝑃 ∩𝐹 ⊂ {x 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼}. Â ñèëó
òåîðåìû 5.17, 𝐹 = conv(ext𝐹 ), îòêóäà ñëåäóåò 𝐹 = conv(x 𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼). □

Íà ñàìîì äåëå êàæäàÿ êðàéíÿÿ òî÷êà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ åãî âåð-
øèíîé (çàäà÷à). Îòñþäà âûòåêàåò

Следствие 5.28. Всякая грань выпуклого многогранника является выпуклой обо-
лочкой содержащихся в ней вершин.

Èç ëþáîé èç òåîðåì 5.25 è 5.27 ïîëó÷àåì

Следствие 5.29. Число граней выпуклого многогранника конечно.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàíè ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî (êîìïàêòíîãî)
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà 𝐶. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 0 ∈ int𝐶. Òîãäà ïîëÿðíîå
ìíîæåñòâî

𝐶* = {a ∈ 𝐴(𝑉 *) : ⟨a , x ⟩+ 1 ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ 𝐶} =
⋂︁
x∈𝐶

𝐻+(x , 1).

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì è 𝐶** = 𝐶 (ñëåäñòâèå 5.23).

Теорема 5.30. Пусть 𝐹 — грань выпуклого компакта 𝐶, 0 ∈ int𝐶. Положим

𝐹 ∘ := {a ∈ 𝐶* : ⟨a, x⟩+ 1 = 0 для любого x ∈ 𝐹} =
⋂︁
x∈𝐹

𝐶* ∩𝐻(x, 1).

Тогда

à) 𝐹 ∘ — грань 𝐶*.
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á) Если 𝐹 , 𝐺 — грани 𝐶 и 𝐹 ⊂ 𝐺, то 𝐹 ∘ ⊃ 𝐺∘.
â) 𝐹 ∘∘ = 𝐹 .

Доказательство. à) Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ 𝐹 ëåæèò íà ãðàíèöå 𝐶 ∖ int𝐶 ìíîæåñòâà
𝐶, à ïîòîìó 𝐻(x , 1) ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ äëÿ 𝐶* (çàäà÷à). Ïîýòîìó
𝐶* ∩𝐻(x , 1) ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ 𝐶*, à 𝐹 ∘ =

⋂︀
x∈𝐹 𝐶

* ∩𝐻(x , 1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ
êàê ïåðåñå÷åíèå ãðàíåé.
á) Î÷åâèäíî.
â) Èìååì 𝐹 ∘∘ =

⋂︀
a∈𝐹 ∘ 𝐶 ∩ 𝐻(a , 1). Èç îïðåäåëåíèÿ 𝐹 ∘ ñëåäóåò, ÷òî a ëåæèò â

𝐹 ∘ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐻(a , 1) � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü äëÿ 𝐶, ñîäåðæà-
ùàÿ 𝐹 . Ïîýòîìó 𝐹 ∘∘ åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ãðàíåé ìíîæåñòâà 𝐶, ñîäåðæàùèõ 𝐹 . Ýòî
ïåðåñå÷åíèå åñòü ñàìà ãðàíü 𝐹 . □

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ãðàíåé âûïóêëîãî êîìïàêòà 𝐶, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå
îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ. Äîáàâèì ê ýòîì ìíîæåñòâó íàèìåíüøèé ýëåìåíò ∅ è íàè-
áîëüøèé ýëåìåíò 𝐶 (èõ èíîãäà íàçûâàþò несобственными гранями). Ïîëó÷åííîå
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ решёткой граней âûïóêëîãî êîìïàê-
òà 𝐶. (Â òåîðèè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ðåø¼òêîé íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì, â êîòîðîì äëÿ
ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü è òî÷íàÿ íèæ-
íÿÿ ãðàíü.)

Следствие 5.31. Для выпуклого компакта 𝐶, 0 ∈ int𝐶, решётка граней полярного
компакта 𝐶* получается из решётки граней 𝐶 обращением включения.

Ðåø¼òêà ãðàíåé âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà 𝑃 êîíå÷íà. Åñëè 0 ∈ int𝑃 , òî 𝑃 * � òàê-
æå âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ двойственным ê 𝑃 . Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè 𝐹 � ãðàíü ìíîãîãðàííèêà 𝑃 , òî dim𝐹 +dim𝐹 ∘ = dim𝑃−1
(çàäà÷à). Òàê, âåðøèíû 𝑃 ñîîòâåòñòâóþò ãèïåðãðàíÿì 𝑃 * è íàîáîðîò. Äâîéñòâåí-
íûì ìíîãîãðàííèêîì ê ïðàâèëüíîìó òåòðàýäðó ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, äâîé-
ñòâåííûì ê êóáó � îêòàýäð, à äâîéñòâåííûì ê äîäåêàýäðó � èêîñàýäð.

5.5. Задачи линейного программирования. Ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è îïòè-
ìèçàöèè ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå: íàéòè ìàêñèìóì (èëè ìèíèìóì) ëèíåé-
íîé ôóíêöèè 𝑓(x ) = ⟨a , x ⟩ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, çàäàííûõ ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè.
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ çàäà¼ò ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì è ìàê-
ñèìèçèðóåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Äàííàÿ ïîñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ задачей линейного
программирования.
Â ñëó÷àå, êîãäà ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì

(ò. å. îãðàíè÷åíî), èìååò ìåñòî

Предложение 5.32. Максимум линейной 𝑓(x) = ⟨a, x⟩ на выпуклом многограннике
𝑃 достигается в одной из его вершин.

Доказательство. Èìååì 𝑃 = conv(x 1, . . . , x 𝑠), ãäå x 1, . . . , x 𝑠 � âåðøèíû 𝑃 . Äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ 𝑃 èìååì x =

∑︀𝑠
𝑖=1 𝜆𝑖x 𝑖,

∑︀𝑠
𝑖=1 𝜆𝑖 = 1, 𝜆𝑖 ⩾ 0. Òîãäà

𝑓(x ) =
∑︁
𝑖

𝜆𝑖𝑓(x 𝑖) ⩽ max
𝑖
𝑓(x 𝑖). □

Âîò äâà ïðèìåðà îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.
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Пример 5.33 (çàäà÷à î ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè). Ïðåäïðèÿòèå ðàñïîëàãàåò ðåñóðñà-
ìè 𝑅1, . . . , 𝑅𝑚 â êîëè÷åñòâå 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚 ñîîòâåòñòâåííî è ïëàíèðóåò ïðîèçâåñòè ïðîäóê-
öèþ òèïîâ 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 â êîëè÷åñòâå 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü 𝑎𝑖𝑗 � êîëè÷åñòâî
ðåñóðñà 𝑅𝑖, íóæíîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè 𝑃𝑗, è 𝑐𝑗 � öåíà åäèíèöû
ïðîäóêöèè 𝑃𝑗. Òîãäà ìû èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ⩽ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑥𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

êîòîðûå çàäàþò ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî 𝑄 â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 ñ êîîðäèíàòàìè
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëè íóæíî âûáðàòü òî÷êó (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈
𝑄, â êîòîðîé ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝑥𝑗 (ñòîèìîñòü ïðîèçâåä¼ííîé ïðîäóêöèè)

ìàêñèìàëüíà.

Пример 5.34 (òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à). Èìåþòñÿ ïîñòàâùèêè 𝐴1, . . . , 𝐴𝑚, ðàñïîëà-
ãàþùèå íåêèì ïðîäóêòîì â êîëè÷åñòâå 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ñîîòâåòñòâåííî, è ïîòðåáèòåëè
𝐵1, . . . , 𝐵𝑛, êîòîðûå äîëæíû ïîëó÷èòü ýòîò ïðîäóêò â êîëè÷åñòâå 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðè÷¼ì

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑎𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑏𝑗. Ïóñòü 𝑥𝑖𝑗 � êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà, êîòîðîå ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ äîñòàâèòü îò 𝐴𝑖 ê 𝐵𝑗, è 𝑐𝑖𝑗 � ñòîèìîñòü äîñòàâêè åäèíèöû ïðîäóêòà îò
𝐴𝑖 ê 𝐵𝑗. Ìû èìååì óñëîâèÿ

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 = 𝑎𝑖,
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑥𝑖𝑗 ⩾ 0,

êîòîðûå çàäàþò ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî 𝑄 â ïðîñòðàíñòâå R𝑚𝑛 ñ êîîðäèíàòàìè
𝑥𝑖𝑗. Çàäà÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè

∑︀
𝑖,𝑗 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 (îáùåé ñòîèìîñòè

òðàíñïîðòèðîâêè) íà 𝑄.

Îñíîâíûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
симплекс-метод. Åãî ñóòü ñîñòîèò â äâèæåíèè ïî ð¼áðàì ìíîãîãðàííèêà 𝑃 â íà-
ïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè 𝑓 äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Äâèæåíèå çàêàí-
÷èâàåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè 𝑓 .

Задачи и упражнения.

5.35. Ïóñòü 𝐶 � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e1, . . . , e𝑛 ê áàçèñó e
′
1, . . . , e

′
𝑛 ïðîñòðàí-

ñòâà 𝑉 . Íàéäèòå ìàòèöó ïåðåõîäà îò ñîïðÿæ¼ííîãî áàçèñà 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 ê ñîïðÿæ¼ííîìó
áàçèñó 𝜀′1, . . . , 𝜀

′
𝑛 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 *.

5.36. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 𝑉 áåñêîíå÷íîìåðíî, òî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 è 𝑉 * íåèçîìîðôíû.

5.37. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐶 ⊂ 𝐴(𝑉 ) âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âìåñòå ñ ëþáûìè òî÷êàìè x 1, . . . , x 𝑘 îíî ñîäåðæèò ñèìïëåêñ 𝛥(x 1, . . . , x 𝑘).

5.38. Óáåäèòåñü ÿâíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ âíóòðåííîñòü ñèìïëåêñà íåïóñòà.

5.39. Âåðíî ëè, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòà?

5.40 (ñóììà Ìèíêîâñêîãî). Äëÿ ìíîæåñòâ 𝑆1, 𝑆1 ⊂ 𝐴(𝑉 ) ìíîæåñòâî

𝑆1 + 𝑆2 := {x 1 + x 2 : x 1 ∈ 𝑆1, x 2 ∈ 𝑆2}
íàçûâàåòñÿ èõ суммой Минковского. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

à) conv(𝑆1 + 𝑆2) = conv𝑆1 + conv𝑆2 äëÿ ëþáûõ 𝑆1, 𝑆2;
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á) åñëè 𝐶1, 𝐶2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî 𝐶1 + 𝐶2 òàêæå âûïóêëî;
â) åñëè 𝐶1, 𝐶2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî ri(𝐶1 + 𝐶2) = ri𝐶1 + ri𝐶2.

5.41 (òåîðåìà Êàðàòåîäîðè). Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà 𝑆 ⊂ 𝐴(𝑉 ) ñ dim aff 𝑆 = 𝑘
åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà conv𝑆 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé
íå áîëåå ÷åì 𝑘 + 1 òî÷åê èç 𝑆.

5.42 (òåîðåìà Ðàäîíà). Ïóñòü 𝑆 = {x 1, . . . , x 𝑘} � ìíîæåñòâî èç 𝑘 ⩾ 𝑛+2 òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà 𝐴(𝑉 ), ãäå dim𝑉 = 𝑛. Òîãäà 𝑆 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñâÿçíîãî îáúåäè-
íåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, 𝑆 = 𝑆1 ⊔ 𝑆2, òàêèõ ÷òî conv𝑆1 ∩ conv𝑆2 ̸= ∅.

5.43 (òåîðåìà Õåëëè). Ïóñòü (𝐶𝑖)𝑖∈𝐼 � íàáîð èç |𝐼| ⩾ 𝑛 + 1 âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â
𝐴(𝑉 ), dim𝑉 = 𝑛. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) ëþáûå 𝑛+ 1 èç ìíîæåñòâ 𝐶𝑖 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå;
á) âñå ìíîæåñòâà 𝐶𝑖 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |𝐼| < ∞, òî à)⇒á). (Óêàçàíèå: ïðîâåäèòå èíäóêöèþ ïî |𝐼|, ïðè-
ìåíÿÿ òåîðåìó Ðàäîíà.)
Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî â ñëó÷àå |𝐼| = ∞ èìïëèêàöèÿ à)⇒á) óæå íåâåðíà.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ìíîæåñòâà 𝐶𝑖 çàìêíóòû è õîòÿ áû îäíî èç íèõ êîìïàêòíî,

òî èìïëèêàöèÿ à)⇒á) ñïðàâåäëèâà áåç îãðàíè÷åíèé íà 𝐼.

5.44. Ïóñòü (𝐶𝑖)𝑖∈𝐼 � íàáîð âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â 𝐴(𝑉 ). Äîêàæèòå, ÷òî conv(
⋃︀

𝑖∈𝐼 𝐶𝑖)
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé 𝜆1x 𝑖1 + . . .+𝜆𝑘x 𝑖𝑘 , ãäå x 𝑖𝑗 ∈ 𝐶𝑖𝑗 .

5.45. Ïóñòü 𝐶1, 𝐶2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü𝐻 разделяет
𝐶1 è 𝐶2, åñëè 𝐶1 ⊂ 𝐻−, 𝐶2 ⊂ 𝐻+ è õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ 𝐶1, 𝐶2 íå ñîäåðæèòñÿ
â𝐻. Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ 𝐶1 è 𝐶2, ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ri𝐶1 ∩ ri𝐶2 = ∅. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå âûïóêëîå ìíîæåñòâî
𝐶 = 𝐶1 − 𝐶2 è èñïîëüçóéòå çàäà÷ó 5.40.)

5.46. Ïóñòü 𝐶1, 𝐶2 � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻(a , 𝑏)
сильно разделяет 𝐶1 è 𝐶2, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 𝜀 > 0 îáå ãèïåïëîñêîñòè 𝐻(a , 𝑏− 𝜀) è
𝐻(a , 𝑏+ 𝜀) ðàçäåëÿþò 𝐶1 è 𝐶2. Äîêàæèòå, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü, ñèëüíî ðàçäåëÿþùàÿ
𝐶1 è 𝐶2, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 /∈ 𝐶1 − 𝐶2. (Óêàçàíèå: âíà÷à-
ëå ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà 𝐶2 � òî÷êà.) Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, îäíî èç êîòîðûõ êîìïàêòíî, ñó-
ùåñòâóåò ñèëüíî ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.

5.47. Ïóñòü

𝑄 = {x ∈ 𝐴(𝑉 ) : ⟨a 𝑖, x ⟩+ 1 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚} =
𝑚⋂︁
𝑖=1

𝐻+(a 𝑖, 1)

� îãðàíè÷åííîå ïîëèýäðàëüíîå ìíîæåñòâî. Ñêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî ⟨a 𝑗, x ⟩+ 1 ⩾ 0
ÿâëÿåòñÿ лишним, åñëè óäàëåíèå åãî èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ íå ìåíÿåò ìíîæåñòâî 𝑄,
ò. å. 𝑄 =

⋂︀
𝑖 ̸=𝑗 𝐻+(a 𝑖, 1). Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî ⟨a 𝑗, x ⟩+1 ⩾ 0 ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a 𝑗 ∈ conv(a 𝑖 : 𝑖 ̸= 𝑗), ò. å. òî÷êà a 𝑗 ÿâëÿåòñÿ ¾ëèøíåé¿ â
çàïèñè 𝑄* = conv(a1, . . . ,a𝑚).

5.48. Ïóñòü 𝐹 è 𝐺 � ãðàíè çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà 𝐶, ïðè÷åì 𝐹 ⊊ 𝐺.
Äîêàæèòå, ÷òî dim𝐹 < dim𝐺.
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5.49. Äîêàæèòå, ÷òî íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ãðàíåé çàìêíóòîãî âûïóê-
ëîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ. (Óêàçàíèå: ñíà÷àëà äîêàæèòå óòâåðæäåíèå äëÿ
êîíå÷íîãî íàáîðà ãðàíåé, à çàòåì âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.)

5.50. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ãðàíü ïîëèýäðàëüíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
ñîäåðæàùèõ å¼ ãèïåðãðàíåé.

5.51. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êðàéíÿÿ òî÷êà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ åãî
âåðøèíîé.

5.52. Ïóñòü 𝐶 � âûïóêëûé êîìïàêò, 0 ∈ int𝐶. Äîêàæèòå, ÷òî x ∈ 𝐶 ∖ int𝐶 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐻(x , 1) � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïîëÿðíîãî ìíîæåñòâà 𝐶*.

5.53. Ïóñòü 𝑃 � âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, 0 ∈ int𝑃 , ïóñòü 𝐹 � ãðàíü ìíîãîãðàííèêà
𝑃 , à 𝐹 ∘ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíü ïîëÿðíîãî (äâîéñòâåííîãî) ìíîãîãðàííèêà 𝑃 *.
Äîêàæèòå, ÷òî dim𝐹 + dim𝐹 ∘ = dim𝑃 − 1.

5.54. Выпуклым многогранным конусом 𝜎 â ïðîñòðàíñòâå 𝑉 íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà âåêòîðîâ
v 1, . . . , v 𝑠:

𝜎 = {𝜆1v 1 + . . .+ 𝜆𝑠v 𝑠 : 𝜆𝑖 ⩾ 0}.
Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííûì êîíóñîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ âèäà
𝐻+(u , 0) (ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0).

5.55. Ïóñòü 𝜎 � âûïóêëûé ìíîãîãðàííûé êîíóñ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

𝜎v := {u ∈ 𝑉 * : ⟨u , v⟩ ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî v ∈ 𝜎}.
Äîêàæèòå, ÷òî

à) 𝜎v � âûïóêëûé ìíîãîãðàííûé êîíóñ (îí íàçûâàåòñÿ двойственным ê 𝜎);
á) (𝜎v)v = 𝜎;
â) dim𝜎 < dim𝑉 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝜎v ñîäåðæèò ïðÿìóþ.

5.56. Ïóñòü 𝜎, 𝜎′ � äâà âûïóêëûõ ìíîãîãðàííûõ êîíóñà, ïðè÷åì èõ ïåðåñå÷åíèå
𝜏 := 𝜎∩𝜎′ ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ êàæäîãî èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü 𝐻, ÷òî 𝜎 ⊂ 𝐻+, 𝜎

′ ⊂ 𝐻− è 𝐻 ∩ 𝜎 = 𝐻 ∩ 𝜎′ = 𝜏 .
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