
1. Лекция 3. Алгебры Ли и экспонента.

1.1. Абстрактные алгебры Ли.

Определение 3.1. Алгеброй Ли над полем | называется векторное пространство g
над | вместе с билинейной операцией

[�; �] : g� g �! g;

удовлетворяющей двум аксиомам:
(1) Кососимметричность: [x; y] = �[y; x] 8x; y 2 g;
(2) Тождество Якоби: [x; [y; z]] + [y; [z; x]] + [z; [x; y]] = 0 8x; y; z 2 g:

Отметим, что алгебры Ли могут быть и бесконечномерными.

Определение 3.2. Пусть g1; g2 – алгебры Ли. Гомоморфизмом алгебр Ли называется
линейное отображение

’ : g1 �! g2;

сохраняющее коммутатор, то есть такое, что

’([x; y]) = [’(x); ’(y)]:

Определение 3.3. Идеалом в алгебре Ли g называется векторное подпространство I
такое, что [x; I] 2 I для любого x 2 g.

Предложение 3.4. Пусть g – алгебра Ли, I - идеал в g. Тогда фактор пространство
g=I является алгеброй Ли, с коммутатором [x+ I; y + I] = [x; y] + I.

Теорема 3.5. Если ’ : g1 �! g2 – гомоморфизм, то Ker’ явлвяется идеалом, Im’ –
подалгеброй Ли и алгебры Ли g1=Ker’ и Im’ изоморфны.

Доказательство. Аналогично обычной теореме о гомоморфизмах для колец. Изомор-
физм между g1=Ker’ и Im’ определяется формулой  ([x]) = ’(x) для любого x 2
g1. �

В прошлой лекции мы установили, что алгебра Ли виртуальной подгруппы Ли яв-
ляется подалгеброй Ли.

Предложение 3.6. Алгебра Ли нормальной виртуальной подгруппы Ли является иде-
алом.

Доказательство. Пусть h – алгебра Ли группа Ли H. Для любого g 2 G рассмотрим
отображение Cg : G �! G; h 7! ghg�1. Так как H – нормальна, то Cg(H) = H. Это
означает, что deCg(h) = Adg(h) � h. Таким образом, подпространство h инвариантно
относительно присоединённого действия группы.

Лемма 3.7. Если f : G �! GL(V ) – гомоморфизм групп Ли и U � V инвариантно
относительно f(G), то U инвариантно относительно def(g).

Доказательство. Для любого X 2 g рассмотрим путь g(t) 2 G такой, что g(0) =
E; _g(0) = X: Мы знаем, что g(t) �u 2 U для любого u 2 U . Это означает, что de(f)(X) =

limt�!0
g(t) � u� u

t
� u 2 U , так как U является векторным пространством. �

Применя лемму к присоединённому представлению, получаем требуемое. �

3.2. Примеры алгебр Ли.

Пример 3.8. Касательное пространство в единице к группе Ли с операцией коммута-
тора является алгеброй Ли.

Пример 3.9. Любая ассоциативная алгебра A с операцией коммутатора, определённой
по правилу [x; y] = xy � yx является алгеброй Ли. В случае конечномерной алгебры A
это пример алгебры Ли группы Ли, см. задачи.
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