
Òîïîëîãèÿ-3

ÏÀÍÎÂ Òàðàñ Åâãåíüåâè÷

Íåçàâèñèìûé ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò

Ïîñëåäíÿÿ ðåäàêöèÿ: 10 ìàðòà 2025 ã.



1

Ñîäåðæàíèå

Ïðåäèñëîâèå 2
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 2
1. Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå 3
1.1. Ãëàäêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ 3
1.2. Ãðóïïû ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé. Îðèåíòàöèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ 3
1.3. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé 7
1.4. ⌢-ïðîèçâåäåíèå è èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè 7
1.5. Êîãîìîëîãèè ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè 8
1.6. Ñâÿçü ñ óìíîæåíèåì. Ñèãíàòóðà 11
1.7. Äâîéñòâåííîñòü äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì 13
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ 14
2. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ 16
2.1. Ëîêàëüíî òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ 16
2.2. Êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå 19
2.3. Ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà, âëîæåíèå Ïëþêêåðà è êëåòêè Øóáåðòà 20
2.4. Êëàññèôèêàöèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé 23
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ 24
3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû Øòèôåëÿ�Óèòíè è ×æåíÿ 25
3.1. Òåîðåìà Ëåðå�Õèðøà 26
3.2. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ 27
3.3. Ïðèíöèï ðàñùåïëåíèÿ. Ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ. Åäèíñòâåííîñòü

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ 31
3.4. Êîãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèé Ãðàññìàíà 33
3.5. Ïàðàëëåëèçóåìîñòü âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Àëãåáðû ñ

äåëåíèåì 35
3.6. Ïðåïÿòñòâèÿ ê âëîæåíèÿì è ïîãðóæåíèÿì ìíîãîîáðàçèé 36
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ 37
4. Êëàññ Ýéëåðà è êëàññ Òîìà 39
4.1. Îðèåíòèðóåìûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ 39
4.2. Êëàññ Òîìà è èçîìîðôèçì Òîìà 40
4.3. Îïðåäåëåíèå êëàññà Ýéëåðà, åãî ñâîéñòâà 43
4.4. Ñâÿçü ñ äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå è ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé 45
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ 51
5. Êëàññû Ïîíòðÿãèíà 51
5.1. Îáùåå ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà 51
5.2. Ñâÿçü êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ñ åãî êëàññàìè

×æåíÿ 52
5.3. Êâàòåðíèîííûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà 53
5.4. Êëàññû Ïîíòðÿãèíà âåùåñòâåííûõ ðàññëîåíèé 55
5.5. Êëàññû Ïîíòðÿãèíà îðèåíòèðîâàííûõ ðàññëîåíèé 57
Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ 59



2
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1. Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå

Äëÿ îðèåíòèðóåìîãî çàìêíóòîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M èìåþò ìåñòî èçîìîð-
ôèçìû äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå Hk(M) ∼= Hn−k(M). Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â Z2 èçî-
ìîðôèçìû Hk(M ;Z2) ∼= Hn−k(M ;Z2) èìåþò ìåñòî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá îðèåíòèðó-
åìîñòè. Ìû òàêæå äîêàæåì èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè:
äëÿ êîãîìîëîãèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé è äëÿ ìíî-
ãîîáðàçèé ñ êðàåì.

1.1. Ãëàäêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì
ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ òàêîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ñî
ñ÷¼òíîé áàçîé, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U , ãîìåîìîðô-
íàÿ îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó V â Rn. Êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ òðàäèöèîííî íà-
çûâàþò çàìêíóòûìè.
Ãëàäêèì àòëàñîì íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ïîêðûòèå

M =
⋃
α∈A Uα ìíîãîîáðàçèÿ M , â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Uα ôèêñèðîâàí

ãîìåîìîðôèçì φα : Uα
∼=−→ Vα, íàçûâàåìûé êàðòîé, ãäå Vα ⊂ Rn, è íà ïåðåñå÷åíèÿõ

Uα ∩ Uβ îòîáðàæåíèÿ çàìåíû êîîðäèíàò

ψαβ = φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ)→ φα(Uα ∩ Uβ)

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè (áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè) îòîáðàæåíèÿìè íà îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâàõ â Rn.
Âûáîð ãëàäêîãî àòëàñà íà ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé, à ìíî-

ãîîáðàçèå ñ ãëàäêèì àòëàñîì � ãëàäêèì (èëè äèôôåðåíöèðóåìûì) ìíîãîîáðàçèåì.
Ïðèìåðàìè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ Rn, ñôåðû Sn, ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàí-

ñòâà RP n è CP n, êëàññè÷åñêèå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè. Ïðîèçâåäåíèå ãëàäêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.
Íå ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ãðàôû ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè ⩾ 2 è áåñêîíå÷íî-

ìåðíûå êëåòî÷íûå ïðîñòðàíñòâà òèïà S∞, RP∞ è CP∞. Êîíóñ, íàäñòðîéêà, ñìýø-
ïðîèçâåäåíèå è äæîéí ìíîãîîáðàçèé, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè.

1.2. Ãðóïïû ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé. Îðèåíòàöèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ãðóïïà Hn(X,X \ {x}) íàçûâàåòñÿ n-é
ãðóïïîé ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà
Hn(M,M \ {x}) ∼= Z è Hi(M,M \ {x}) = 0 ïðè i ̸= n äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

Hi(M,M \ {x}) ∼= Hi(Rn,Rn \ {0}) ∼= H̃i−1(Rn \ {0}) ∼= H̃i−1(S
n−1),

ãäå ïåðâûé èçîìîðôèçì ñëåäóåò èç òåîðåìû âûðåçàíèÿ, à âòîðîé � èç òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé
ñôåð. □

Ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå x � ýòî âûáîð îäíîé
èç äâóõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé Hn(M,M \ {x}) ∼= Z.
Âûáåðåì ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ µx ∈ Hn(M,M \ {x}) â êàæäîé òî÷êå x ∈ M .

Òàêîé âûáîð íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò
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òàêàÿ îêðåñòíîñòü B, ãîìåîìîðôíàÿ îòêðûòîìó øàðó â Rn, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè
y ∈ B îáðàçóþùèå µx è µy ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè èçîìîðôèçìàõ

Hn(M,M \ {x})
∼=←− Hn(M,M \B)

∼=−→ Hn(M,M \ {y}),
èíäóöèðîâàííûõ âëîæåíèÿìèM \B →M \{x} èM \B →M \{y}. ÌíîãîîáðàçèåM
íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ñîãëàñîâàííûé âûáîð ëîêàëüíûõ îðè-
åíòàöèé âñåõ åãî òî÷åê. Òàêîé âûáîð íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé ìíîãîîáðàçèÿM . Åñëè
ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî è îðèåíòèðóåìî, òî ó íåãî åñòü â òî÷íîñòè äâå îðèåíòàöèè.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïàð (x, µx):

M̃ = {(x, µx) : x ∈M, µx � ëîêàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ â òî÷êå x ∈M}.
Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ M , ãîìåîìîðôíîãî îòêðûòîìó øàðó â Rn, è îáðà-

çóþùåé µB ∈ Hn(M,M \B) ∼= Z îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî U(µB) ⊂ M̃ êàê

U(µB) =
{
(x, µx) : x ∈ B, µB ïåðåõîäèò â µx

ïðè èçîìîðôèçìå Hn(M,M \B)→ Hn(M,M \ {x})
}
.

Ââåä¼ì íà M̃ òîïîëîãèþ, áàçó êîòîðîé îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà U(µB). Òîãäà èç ýòîé
êîíñòðóêöèè è îïðåäåëåíèÿ îðèåíòèðóåìîñòè âûòåêàåò ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü M ñâÿçíî. Òîãäà

à) M îðèåíòèðóåìî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà M̃ èìååò äâå êîìïîíåí-

òû ñâÿçíîñòè, ò. å. M̃ =M ⊔M ;

á) åñëè M íå îðèåíòèðóåìî, òî M̃ � ñâÿçíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, à

ïðîåêöèÿ M̃ →M , (x, µx) 7→ x, ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì.

Äâóëèñòíîå íàêðûòèå M̃ → M íåîðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ
îðèåíòèðóþùèì íàêðûòèåì.

Ñëåäñòâèå 1.3. Îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî.

Òàêæå M îðèåíòèðóåìî, åñëè â π1(M) íåò ïîäãðóïï èíäåêñà 2.
Ðàññìàòðèâàÿ ãðóïïû ãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîììóòàòèâíîì êîëüöå R

ñ åäèíèöåé, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå R-îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ. (Îáðàçóþùåé â
Hn(M,M \{x};R) ∼= R íàçûâàåòñÿ ëþáîé îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà R.) Ëþáîå ìíî-
ãîîáðàçèå Z2-îðèåíòèðóåìî, òàê êàê îáðàçóþùàÿ â Z2 åäèíñòâåííà. Áîëåå òîãî, ëåãêî
âèäåòü, ÷òî îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå R-îðèåíòèðóåìî äëÿ ëþáîãî R, à íåîðèåí-
òèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå R-îðèåíòèðóåìî, åñëè 2 = 0 â êîëüöå R (çàäà÷à). Ïîýòîìó
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè R = Z è R = Z2.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n è A ⊂ M � êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ñ åäèíèöåé

à) ýëåìåíò α ∈ Hn(M,M \A;R) ðàâåí íóëþ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
åãî îáðàç αx â Hn(M,M \ {x};R) ðàâåí íóëþ äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A;

á) åñëè âûáðàíû ñîãëàñîâàííûå ëîêàëüíûå îðèåíòàöèè µx ∈ Hn(M,M \ {x};R)
äëÿ âñåõ x ∈ A, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò µA ∈ Hn(M,M \
A;R), êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ â µx ïðè ãîìîìîðôèçìå rA : Hn(M,M\A;R)→
Hn(M,M \ {x};R) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A;

â) Hi(M,M \ A;R) = 0 ïðè i > n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ðàçîáü¼ì íà íåñêîëüêî øàãîâ. Áóäåì îïóñ-
êàòü êîýôôèöèåíòû R â îáîçíà÷åíèÿõ ãðóïï ãîìîëîãèé.

Øàã 1. Åñëè ëåììà âåðíà äëÿ A, B è A∩B, òî îíà âåðíà è äëÿ A∪B. Ðàññìîòðèì
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ìàéåðà�Âèåòîðèñà äëÿ ïàð:

0→ Hn(M,M \ (A ∪B))
φ−→ Hn(M,M \ A)⊕Hn(M,M \B)

ψ−→ Hn(M,M \ (A ∩B)).

Ñëåâà ñòîèò 0 òàê êàê Hn+1(M,M \(A∩B)) = 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Êðîìå òîãî, ãðóï-
ïû Hi(M,M \(A∪B)) ïðè i > n ñòîÿò ìåæäó äâóìÿ íóëåâûìè ãðóïïàìè â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïîýòîìó îíè ðàâíû íóëþ, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå â). Óòâåðæäåíèå
à) äëÿ A ∪B ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ à) äëÿ A è B â ñèëó èíúåêòèâíîñòè φ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ á) äëÿ A ∪ B ðàññìîòðèì ýëåìåíòû µA ∈

Hn(M,M \ A) è µB ∈ Hn(M,M \ B;R), êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïî ïðåäïîëîæåíèþ.
Ïðè îòîáðàæåíèè Hn(M,M \A)→ Hn(M,M \ (A ∩B)) ýëåìåíò µA ïåðåõîäèò â ýëå-
ìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ èç óòâåðæäåíèÿ á) äëÿ A ∩ B, ò. å. â µA∩B, â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè òàêîãî ýëåìåíòà. Àíàëîãè÷íî µB ïåðåõîäèò â µA∩B ïðè îòîáðàæåíèè
Hn(M,M \ B) → Hn(M,M \ (A ∩ B)). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ψ èç òî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà ïåðåâîäèò ýëåìåíò (µA,−µB) â íóëü. Ïîýòîìó
(µA,−µB) = φ(µA∪B) äëÿ íåêîòîðîãî µA∪B ∈ Hn(M,M \ (A∪B)). Ýòîò ýëåìåíò µA∪B
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èç óòâåðæäåíèÿ á) äëÿ A ∪ B, à åãî åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò
èç èíúåêòèâíîñòè φ.

Øàã 2. Ñâîäèì ëåììó ê ñëó÷àþ, êîãäà M � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â Rn (îä-
íà êàðòà). Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè êàðò
íåêîòîðîãî àòëàñà M , ò. å. A ⊂ U1 ∪ . . . ∪ Uk. Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî k. Ïîëîæèì
Ai = Ui ∩ A è ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåãî øàãà ê A1 ∪ . . . ∪ Ak−1 è Ak. Â
ðåçóëüòàòå óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ k = 1, ò. å. ê ñëó÷àþ îäíîé êàðòû.

Øàã 3. A = K � êîíå÷íûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Åñëè A = ∆k � ñèì-
ïëåêñ, òî Rn \ A → Rn \ {x} � äåôîðìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ è rA : Hi(M,M \ A) →
Hi(M,M \ {x}) � èçîìîðôèçì äëÿ x ∈ A. Äàëåå ëåììà äëÿ K ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
îäíîãî ñèìïëåêñà ïî èíäóêöèè ïðè ïîìîùè óòâåðæäåíèÿ èç øàãà 1.

Øàã 4. A ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò. Ïóñòü ýëåìåíò α = [a] ∈ Hi(Rn,Rn \ A)
ïðåäñòàâëåí îòíîñèòåëüíûì öèêëîì a. Òîãäà ∂a ⊂ C äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòà
C ∈ Rn\A. Ïîñòðîèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñK, äëÿ êîòîðîãî A ⊂ K èK∩C = ∅.
(Ïîêðîåì A ñèìïëåêñîì, ïåðåéä¼ì ê êðàòíîìó áàðèöåíòðè÷åñêîìó ïîäðàçäåëåíèþ
ñ äèàìåòðîì ñèìïëåêñîâ ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó A è C è îñòàâèì òîëüêî n-
ñèìïëåêñû, ïåðåñåêàþùèå A.) Òîãäà a çàäà¼ò êëàññ αK = [a] ∈ Hi(Rn,Rn \ K),
êîòîðûé îòîáðàæàåòñÿ â äàííûé ýëåìåíò α ïðè ãîìîìîðôèçìå Hi(Rn,Rn \ K) →
Hi(Rn,Rn \A). Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó øàãó αK = 0 ïðè i > n. Ñëåäîâàòåëüíî, α = 0
è Hi(Rn,Rn \ A) = 0 ïðè i > n, ÷òî äîêàçûâàåò òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ïóñòü òåïåðü i = n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî αx = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A. Òîãäà è

αx = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ K, òàê êàê K � îáúåäèíåíèå n-ñèìïëåêñîâ, ïåðåñåêàþ-
ùèõ A, à Hn(Rn,Rn \∆n) → Hn(Rn,Rn \ {x}) � èçîìîðôèçì äëÿ x ∈ ∆n. Ñîãëàñíî
ïðåäûäóùåìó øàãó αK = 0, à çíà÷èò è α = 0. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå
ëåììû è åäèíñòâåííîñòü âî âòîðîì óòâåðæäåíèè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîäîëæèì ñîãëàñîâàííûå îðèåíòàöèè µx, x ∈

A, íà ñèìïëåêñ ∆n ⊃ A. Äëÿ ∆n ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà µ∆n ∈ Hn(M,M \ ∆n)
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î÷åâèäíî. Òîãäà èñêîìûé ýëåìåíò µA åñòü îáðàç ýëåìåíòà µ∆n ïðè ãîìîìîðôèçìå
Hn(M,M \∆n)→ Hn(M,M \ A). □

Åñëè ìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî (êîìïàêòíî), òî ìû ìîæåì ïîëîæèòü A = M â
ëåììå 1.4. Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ á) ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè M çàìêíóòî è îðèåíòè-
ðîâàíî, ò. å. ñîãëàñîâàííî âûáðàíû îáðàçóþùèå µx ∈ Hn(M,M \ {x};Z), òî ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ µM ∈ Hn(M ;Z), ïåðåõîäÿùèé â ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ
µx ∈ Hn(M,M \ {x};Z) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M . Ýòîò êëàññ íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûì êëàññîì îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è îáîçíà÷àåòñÿ [M ].
Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ñâÿçè îðèåíòèðóåìîñòè è ñòàðøåé ãðóï-

ïû ãîìîëîãèé äëÿ çàìêíóòûõ ñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé M .

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü M � çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà

à) îòîáðàæåíèå Hn(M ;Z2)→ Hn(M,M \{x};Z2) ∼= Z2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈M ;

á) åñëè M îðèåíòèðóåìî, òî Hn(M ;Z)→ Hn(M,M \{x};Z) ∼= Z � èçîìîðôèçì
äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈M ; åñëè M íåîðèåíòèðóåìî, òî Hn(M ;Z) = 0;

â) Hi(M ;Z) = 0 ïðè i > n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì A = M è R = Z èëè Z2 â ëåììå 1.4. Óòâåðæäåíèå â)
âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ â) ëåììû.
Ïóñòü x ∈ M . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ãîìîìîðôèçì

Hn(M ;R) → Hn(M,M \ {x};R), α 7→ αx, èíúåêòèâåí. Ïóñòü αx = 0 äëÿ íåêîòî-
ðîãî α ∈ Hn(M ;R). Òîãäà åñëè y ∈ M � äðóãàÿ òî÷êà, ñîäåðæàùàÿñÿ âìåñòå ñ
x â îêðåñòíîñòè B, ãîìåîìîðôíîé îòêðûòîìó øàðó, òî ãîìîìîðôèçìû äëÿ x è y
ðàñêëàäûâàþòñÿ â êîìïîçèöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hn(M ;R) Hn(M,M \B;R) Hn(M,M \ {x};R)

Hn(M,M \ {y};R)

∼=

∼=

Òàê êàêM ñâÿçíî, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αy = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈M . Ñëåäîâàòåëü-
íî, α = 0 â ñèëó óòâåðæäåíèÿ à) ëåììû 1.4.
Åñëè ìíîãîîáðàçèå M ÿâëÿåòñÿ R-îðèåíòèðóåìûì, òî ãîìîìîðôèçì Hn(M ;R) →

Hn(M,M \ {x};R) cþðúåêòèâåí â ñèëó óòâåðæäåíèÿ á) ëåììû 1.4 (äëÿ A =M). Ýòî
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå à) òåîðåìû (òàê êàê M âñåãäà Z2-îðèåíòèðóåìî) è ïåðâóþ
÷àñòü óòâåðæäåíèÿ á).
Ïóñòü M íåîðèåíòèðóåìî. Òàê êàê ãîìîìîðôèçì Hn(M) → (M,M \ {x}) ∼= Z

èíúåêòèâåí, ïîëó÷àåì Hn(M) ∼= 0 èëè Hn(M) ∼= Z. Ïðåäïîëîæèì ïîñëåäíåå, è ïóñòü
α � îáðàçóþùàÿ. Òîãäà αx = kµx, ãäå µx ∈ Hn(M,M \ {x}) ∼= Z � îáðàçóþùàÿ, à
k � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Èç ïðèâåä¼ííîé âûøå äèàãðàììû ñëåäóåò, ÷òî k íå
çàâèñèò îò x è µx ìîæíî âûáðàòü ñîãëàñîâàííî äëÿ âñåõ x ∈ M . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ î íåîðèåíòèðóåìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M . Èòàê, Hn(M) ∼= 0. □

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàìêíóòîãî ñâÿçíîãî M èìååì Hn(M ;Z2) ∼= Z2 âñåãäà, à
Hn(M ;Z) ∼= Z èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ M îðèåíòèðóåìûì èëè íåò,
à âûáîð îðèåíòàöèè íà M � ýòî âûáîð îáðàçóþùåé ãðóïïû Hn(M ;Z) ∼= Z (ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî êëàññà).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèåM òðèàíãóëèðîâàíî èëè íà í¼ì çàäàíà
ñòðóêòóðà êîíå÷íîãî ïîëóñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà ñ n-ìåðíûìè ñèìïëåêñàìè σi,
i = 1, . . . , k. Òîãäà êàæäûé (n − 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ τ ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ â òî÷íîñòè
äâóõ n-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ σi è σj. Åñëè M îðèåíòèðóåìî, òî îðèåíòàöèè ñèìïëåê-
ñîâ σi ìîæíî âûáðàòü ñîãëàñîâàííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âûáðàòü îòîáðàæåíèÿ
σi : ∆

n = [v0, . . . , vn]→M òàê, ÷òî êàæäûé τ âõîäèò â ∂σi è ∂σj ñ ðàçíûìè çíàêàìè.

Òîãäà ∂(
∑k

i=1 σi) = 0 è öèêë
∑k

i=1 σi ïðåäñòàâëÿåò îáðàçóþùóþ ãðóïïû Hn(M) �

ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [M ]. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Z2 öåïü
∑k

i=1 σi � âñåãäà öèêë,
ïðåäñòàâëÿþùèé îáðàçóþùóþ ãðóïïû Hn(M ;Z2) ∼= Z2.

1.3. Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé. Ïóñòü f : M → N � îòîáðàæåíèå
ñâÿçíûõ çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ôóíäàìåíòàëüíû-
ìè êëàññàìè [M ] è [N ]. Òîãäà äëÿ f∗ : Hn(M ;Z) → Hn(N ;Z) èìååì f∗[M ] = d[N ].
Öåëîå ÷èñëî d íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f : M → N .

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M è ëþáîãî d ∈ Z ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå M → Sn ñòåïåíè d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1. Ïóñòü U ⊂M � êàðòà,
ïðè÷¼ì U ∼= Rn. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå M → M/(M \ U) ∼= Sn. Äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ U èìååì êîìïîçèöèþ ãîìîìîðôèçìîâ Hn(M) → Hn(M,M \ U) → Hn(M,M \
{x}), ïðè êîòîðîé [M ] ïåðåõîäèò â µx. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáðàç êëàññà [M ] ïðè
ïåðâîì ãîìîìîðôèçìå åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [Sn] ∈ Hn(S

n) ∼= Hn(M,M \
{x}), à çíà÷èò îòîáðàæåíèå M → M/(M \ U) èìååò ñòåïåíü 1. Êîìïîçèöèÿ ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ ñ ëþáûì îòîáðàæåíèåì Sn → Sn ñòåïåíè d äà¼ò îòîáðàæåíèå M → Sn

ñòåïåíè d. □

1.4. ⌢-ïðîèçâåäåíèå è èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè. Îïðåäåëèì ïðîèçâåäå-
íèå âûñå÷åíèÿ, èëè ⌢-ïðîèçâåäåíèå

⌢ : Cp(X;R)× Cq(X;R)→ Cp−q(X;R)

äëÿ p ⩾ q ïî ôîðìóëå

σ ⌢ φ = φ(σ|[v0,...,vq ])σ|[vq ,...,vp],
ãäå σ : [v0, . . . , vp]→ X � ñèíãóëÿðíûé ñèìïëåêñ è φ ∈ Cq(X;R) � êîöåïü.

Ëåììà 1.7. ∂(σ ⌢ φ) = (−1)q(∂σ ⌢ φ− σ ⌢ dφ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà:

∂σ ⌢ φ =

q∑
i=0

(−1)iφ(σ|[v0,...,v̂i,...,vq+1])σ|[vq+1,...,vp] +

p∑
i=q+1

(−1)iφ(σ|[v0,...,vq ])σ|[vq ,...,v̂i...,vp],

σ ⌢ dφ =

q+1∑
i=0

(−1)iφ(σ|[v0,...,v̂i,...,vq+1])σ|[vq+1,...,vp],

∂(σ ⌢ φ) =

p∑
i=q

(−1)i−qφ(σ|[v0,...,vq ])σ|[vq ,...,v̂i...,vp]. □
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Îòñþäà ïîëó÷àåì R-áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ãîìîëîãè÷åñêîå ⌢-ïðîèçâåäåíèå)

Hp(X;R)×Hq(X;R)
⌢−→ Hp−q(X;R).

Èìåþòñÿ òàêæå îòíîñèòåëüíûå âåðñèè:

Hp(X,A;R)×Hq(X;R)
⌢−→ Hp−q(X,A;R),

Hp(X,A;R)×Hq(X,A;R)
⌢−→ Hp−q(X;R),

Hp(X,A ∪B;R)×Hq(X,A;R)
⌢−→ Hp−q(X,B;R).

Ëåììà 1.8 (ôóíêòîðèàëüíîñòü). Äëÿ f : X → Y îòîáðàæåíèÿ â äèàãðàììå

Hp(X)×Hq(X)

f∗
��

⌢ // Hp−q(X)

f∗
��

Hp(Y )×Hq(Y )

f∗

OO

⌢ // Hp−q(Y )

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ f∗(α) ⌢ φ = f∗(α ⌢ f ∗(φ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. fσ ⌢ φ = φ(fσ|[v0,...,vq ])fσ|[vq ,...,vp]. □

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá èçîìîðôèçìàõ äâîéñòâåííîñòè Ïó-
àíêàðå.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü M � çàìêíóòîå R-îðèåíòèðóåìîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ
ôóíäàìåíòàëüíûì êëàññîì [M ] ∈ Hn(M ;R). Òîãäà îòîáðàæåíèå

D : Hk(M ;R)→ Hn−k(M ;R), φ 7→ [M ] ⌢ φ,

ÿâëÿåòñÿ èçìîìîðôèçìîì äëÿ ëþáîãî k.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà: ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðèñà ìû
ñâåä¼ì óòâåðæäåíèå ê ñëó÷àþ M = Rn. Íî äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ âåðñèÿ äâîé-
ñòâåííîñòè Ïóàíêàðå äëÿ íåêîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Îíà èñïîëüçóåò ïîíÿòèå êî-
ãîìîëîãèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè.

1.5. Êîãîìîëîãèè ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè. Äëÿ ïðîñòðàíñòâàX îïðåäåëèì
ãðóïïó i-ìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ êîöåïåé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè ñ êîýôôèöèåí-
òàìè â G êàê ïîäãðóïïó Ci

c(X;G) â Ci(X;G), ñîñòîÿùóþ èç êîöåïåé, îáðàùàþùèõñÿ
â íóëü âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà (çàâèñÿùåãî îò êîöåïè):

Ci
c(X;G) = {f : Ci(X)→ G : f |C∗(X\Kf ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî Kf ⊂ X}.

Êîöåïíîå êîãðàíè÷íîå îòîáðàæåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ íà ãðóïïû êîöåïåé ñ êîìïàêò-
íûìè íîñèòåëÿìè: d : Ci

c(X;G) → Ci+1
c (X;G). Ãðóïïû êîãîìîëîãèé ïîëó÷àåìîãî êî-

öåïíîãî êîìïëåêñà íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè è îáî-
çíà÷àþòñÿ H i

c(X;G). Åñëè ñàìî ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, òî Ci
c(X;G) = Ci(X;G)

è H i
c(X;G) = H i(X;G).

Åñëè K ⊂ L � âëîæåíèå êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ, òî ìû èìååì ìîíîìîðôèçì
Ci(X,X \ K;G) ↪→ Ci(X,X \ L;G) è Ci

c(X;G) =
⋃
K⊂X C

i(X,X \ K;G). Èíäóöè-
ðîâàííûé ãîìîìîðôèçì ãîìîëîãèé H i(X,X \ K;G) → H i(X,X \ L;G) ìîæåò íå
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áûòü èíúåêòèâíûì. Îäíàêî ãðóïïó H i
c(X;G) òàêæå ìîæíî îïèñàòü ÷åðåç ãðóïïû

H i(X,X \K;G) ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé êîíñòðóêöèè.

Êîíñòðóêöèÿ 1.10 (ïðÿìîé ïðåäåë (êîïðåäåë) ãðóïï). Ïóñòü (P,⩽) � ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Äèàãðàììîé àáåëåâûõ ãðóïï, èíäåêñèðîâàííîé ìíîæå-
ñòâîì P , íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð D = {Gα : α ∈ P} àáåëåâûõ ãðóïï Gα è ãîìîìîð-
ôèçìîâ fαβ : Gα → Gβ, ÷òî fαα = id è fαγ åñòü êîìïîçèöèÿ fαβ è fβγ, åñëè α ⩽ β ⩽ γ.
Ïóñòü P � êàòåãîðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû α ∈ P , è ìåæäó α è β

èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, åñëè α ⩽ β. Òîãäà äèàãðàììà � ýòî (êîâàðèàíòíûé)
ôóíêòîð D : P → AB, α 7→ Gα, èç P â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï.
Ïðÿìûì ïðåäåëîì èëè êîïðåäåëîì äèàãðàììû D àáåëåâûõ ãðóïï íàçûâàåòñÿ ôàê-

òîðãðóïïà ïðÿìîé ñóììû
⊕

α∈P Gα ïî ïîäãðóïïå, ïîðîæä¼ííîé âñåìè ýëåìåíòàìè
âèäà gα − fαβ(gα) äëÿ gα ∈ Gα. Îáîçíà÷åíèå: colimD èëè lim−→Gα.
Îïðåäåëåíû êàíîíè÷åñêèå ãîìîìîðôèçìû iα : Gα → lim−→Gα, óäîâëåòâîðÿþùèå ñî-

îòíîøåíèÿì iβfαβ = iα ïðè α ⩽ β.
Åñëè â P ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò µ, òî lim−→Gα = Gµ. Åñëè íèêàêèå äâà

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà â P íå íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ïîðÿäêà, òî lim−→Gα =
⊕

α∈P Gα.

Ïðåäëîæåíèå 1.11. Ïóñòü â P äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ α, β ∈ P ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò γ ∈ P , ÷òî α ⩽ γ è β ⩽ γ. Òîãäà ïðÿìîé ïðåäåë lim−→Gα ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ôàêòîðìíîæåñòâîì (

⊔
α∈P Gα)/∼ ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíî-

ñòè, ïîðîæä¼ííîìó ýêâèâàëåíòíîñòÿìè gα ∼ fαβ(gα) äëÿ gα ∈ Gα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì íà ôàêòîðìíîæåñòâå (
⊔
α∈P Gα)/ ∼ ñòðóêòóðó àáåëåâîé

ãðóïïû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè [gα] è [gβ] ýëåìåíòîâ
gα ∈ Gα è gβ ∈ Gβ íàéä¼ì òàêîé ýëåìåíò γ ∈ P , ÷òî α ⩽ γ è β ⩽ γ, è ïîëîæèì
[gα] + [gβ] = [fαγ(gα) + fβγ(gβ)], ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ýëåìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ â ãðóï-
ïå Gγ. Òîãäà îòîáðàæåíèå

lim−→Gα =
(⊕
α∈P

Gα

)
/∼ →

(⊔
α∈P

Gα

)
/∼, [gα] 7→ [gα],

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. □

Ïðåäëîæåíèå 1.12 (óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïðÿìîãî ïðåäåëà). Ïóñòü D =
{Gα : α ∈ P} � äèàãðàììà àáåëåâûõ ãðóïï, èíäåêñèðîâàííàÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííûì ìíîæåñòâîì P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû ãîìîìîðôèçìû hα : Gα → H,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì hβfαβ = hα ïðè α ⩽ β. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé òàêîé ãîìîìîðôèçì h : lim−→Gα → H, ÷òî hiα = hα:

Gα

lim−→Gα H

Gβ

fαβ

iα
hα

h

iβ
hβ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîìîðôèçì h îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ óñëîâèåì h([gα]) = hα(gα) äëÿ
gα ∈ Gα, [gα] ∈ lim−→Gα = (

⊕
α∈P Gα)/∼. □

Ýòî óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò êîïðåäåë äèàãðàììû D : P → C äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé êàòåãîðèè C. Êîíñòðóêöèÿ 1.10 ïîêàçûâàåò, ÷òî êîïðåäåëû ñóùåñòâóþò
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â êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï. Êîïðåäåëû äèàãðàìì òàêæå ñóùåñòâóþò â êàòåãîðèè
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ: ïðÿìóþ ñóììó íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà íåñâÿçíîå îáú-
åäèíåíèå (êîïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ), à ôàêòîðãðóïïó � íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü òåïåðü P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâ K ⊂ X. Ìû èìååì äèàãðàììó ãðóïï H i(X,X \K;G) è ãîìîìîðôèçìîâ
H i(X,X \K;G)→ H i(X,X \ L;G) äëÿ K ⊂ L.

Ïðåäëîæåíèå 1.13. H i
c(X;G) = lim−→H i(X,X \K;G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò èç H i
c(X;G) ïðåäñòàâëåí êîöèêëîì â

Ci(X,X \ K;G) äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî K ⊂ X, ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì
H i
c(X;G) →

(⊕
K⊂X H

i(X,X \ K;G)
)
/∼ = lim−→H i(X,X \ K;G). Ñþðúåêòèâíîñòü

è èíúåêòèâíîñòü ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (çàäà÷à). □

Ïðèìåð 1.14. Âû÷èñëèì êîãîìîëîãèè ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè ïðîñòðàíñòâà Rn.
Ïóñòü Bk � øàð ðàäèóñà k > 0 ñ öåíòðîì â íóëå. Òàê êàê êàæäîå êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî K ⊂ Rn ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Bk, ìû èìååì

H i
c(Rn;G) = lim−→H i(Rn,Rn \K;G) = lim−→H i(Rn,Rn \Bk;G),

ãäå ïîñëåäíèé ïðåäåë áåð¼òñÿ ïî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó øàðîâ Bk. Òàê êàê
H i(Rn,Rn \Bk;G)→ H i(Rn,Rn \Bl;G) � èçîìîðôèçì ïðè k < l, ïîëó÷àåì

H i
c(Rn;G) = H i(Rn,Rn \Bk;G) =

{
G ïðè i = n,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü R-îðèåíòèðóåìîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M , âîçìîæíî íåêîì-
ïàêòíîå. Äàëåå ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â
êîììóòàòèâíîì êîëüöå R ñ åäèíèöåé.
Ñîãëàñíî ëåììå 1.4 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò µK ∈ Hn(M,M\K), êîòîðûé

îòîáðàæàåòñÿ â ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ µx ∈ Hn(M,M \{x}) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ K.
Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì Hk(M,M \K) → Hn−k(M), φ 7→ µK ⌢ φ. Åñëè K ⊂ L �
âëîæåíèå êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ è i : (M,M \L)→ (M,M \K) � ñîîòâåòñòâóþùåå
îòîáðàæåíèå ïàð, òî äèàãðàììà

Hk(M,M \K)

i∗

��

// Hn−k(M) φ � // µK ⌢ φ

Hk(M,M \ L) // Hn−k(M) φ � // µL ⌢ φ

êîììóòàòèâíà. Äåéñòâèòåëüíî, µL ⌢ i∗(φ) = i∗(µL) ⌢ φ = µK ⌢ φ, ãäå ïåðâîå
ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1.8, a i∗(µL) = µK â ñèëó åäèíñòâåííîñòè µK . Òîãäà
èç ïðåäëîæåíèÿ 1.12 ïîëó÷àåì, ÷òî îïðåäåë¼í ãîìîìîðôèçì äâîéñòâåííîñòè

DM : Hk
c (M) = lim−→Hk(M,M \K)→ Hn−k(M).

Òåîðåìà 1.15. Äëÿ R-îðèåíòèðóåìîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ãîìîìîðôèçì
äâîéñòâåííîñòè

DM : Hk
c (M ;R)→ Hn−k(M ;R)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
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Òàê êàê Hk
c (M ;R) = Hk(M ;R) äëÿ êîìïàêòíîãî M , òåîðåìà 1.9 âûòåêàåò èç òåî-

ðåìû 1.15.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.15. Áóäåì îïóñêàòü îáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ R.
Øàã 1. M = Rn. Èç ïðèìåðà 1.14 ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ

ãðóïïà êîãîìîëîãèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè åñòü Hn
c (Rn) = Hn(Rn,Rn \B) ∼= R,

ãäå B ⊂ Rn � øàð. Ãîìîìîðôèçì äâîéñòâåííîñòè åñòü

DRn : Hn(Rn,Rn \B)→ H0(Rn) ∼= R, φ 7→ µB ⌢ φ.

Çäåñü êëàññ µB ∈ Hn(Rn,Rn \ B) ∼= R ïðåäñòàâëåí ëþáûì ñèìïëåêñîì ∆n ⊂ Rn, ñî-
äåðæàùèì B â ñâîåé âíóòðåííîñòè. Ãðóïïà Hn

c (Rn) = Hn(Rn,Rn\B) ∼= R ïîðîæäåíà
êîöåïüþ, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1 íà ∆n è 0 íà îñòàëüíûõ ñèìïëåêñàõ. Ïðè ýòîì
µB ⌢ φ = φ(µB) � cïàðèâàíèå n-êîöåïè c n-öåïüþ µB. Ïîýòîìó DRn � èçîìîðôèçì.

Ñëåäóþùèå øàãè îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�Âèåòîðè-
ñà. Ïóñòü M = U ∪ V , ãäå U è V îòêðûòû. Òîãäà äèàãðàììà

// Hk
c (U ∩ V ) //

DU∩V

��

Hk
c (U)⊕Hk

c (V ) //

DU⊕−DV

��

Hk
c (M) //

DM

��

Hk+1
c (U ∩ V ) //

DU∩V

��
// Hn−k(U ∩ V ) // Hn−k(U)⊕Hn−k(V ) // Hn−k(M) // Hn−k−1(U ∩ V ) //

êîììóòàòèâíà ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Ìû îñòàâèì ýòî áåç äîêàçàòåëüñòâà, ñì. [Õà,
ëåììà 3.36].

Øàã 2. M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rn. Ïðåäñòàâèì M â âèäå ñ÷¼òíîãî îáú-
åäèíåíèÿ îòêðûòûõ øàðîâ, M =

⋃∞
i=1 Ui. Ïîëîæèì Vk = U1 ∪ . . . ∪ Uk. Äîêàæåì ïî

èíäóêöèè, ÷òî DVk � èçîìîðôèçì äëÿ ëþáîãî k. Ñëó÷àé k = 1 � ýòî øàã 1, òàê êàê
U1
∼= Rn. Äàëåå, Vk = Uk ∪ Vk−1, ïðè÷¼ì Vk−1 è Uk ∩ Vk−1 ãîìåîìîðôíû îáúåäèíå-

íèþ k−1 îòêðûòûõ øàðîâ. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó âûøå c U = Uk è
V = Vk−1. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è 5-ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî DVk � èçîìîðôèçì.
Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì, ÷òî M � îáúåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ îò-

êðûòûõ ìíîæåñòâ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . Åñëè K ⊂ Vi � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî
Hk(Vi, Vi \ K) = Hk(M,M \ K) ñîãëàñíî âûðåçàíèþ. Òàê êàê êàæäîå êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî â M ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Vi, ïîëó÷àåì Hk

c (M) = lim−→Hk
c (Vi). Êðî-

ìå òîãî, Hn−k(M) = lim−→Hn−k(Vi) (çàäà÷à). Ïîýòîìó ãîìîìîðôèçì DM : Hk
c (M) →

Hn−k(M) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ãîìîìîðôèçìîâ DVi : H
k
c (Vi) → Hn−k(Vi). Òàê êàê êàæ-

äûé DVi � èçîìîðôèçì, DM òîæå èçîìîðôèçì.

Øàã 3. Ïðîèçâîëüíîå M . Òàê êàê M èìååò ñ÷¼òíóþ áàçó, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå îáúåäèíåíèÿ M =

⋃∞
i=1 Ui, ãäå êàæäîå Ui ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó ìíîæåñòâó

â Rn. Äàëåå ðàññóæäåíèå â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî øàãà ñ
çàìåíîé îòêðûòûõ øàðîâ íà îòêðûòûå ìíîæåñòâà â Rn. □

1.6. Ñâÿçü ñ óìíîæåíèåì. Ñèãíàòóðà. Ãðàäóèðîâàííî-êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà
A íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ïóàíêàðå, åñëè îíà câÿçíà (ò. å. A0 ∼= k), êîíå÷-

íîìåðíà (ò. å. A =
⊕d

i=0A
i, ãäå âñå Ai êîíå÷íîìåðíû) è k-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Ai → Homk(A
d−i, Ad),

a 7→ ma, ãäå ma(b) = ab,
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ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè ïðè 0 ⩽ i ⩽ d. Äëÿ àëãåáðû Ïóàíêàðå èìååì A0 ∼=
Homk(A

d, Ad), òàê ÷òî Ad ∼= A0 ∼= F è Ai ∼= Ad−i.
Ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ çàìêíóòîãî ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M àëãåáðà êîãîìîëîãèé

H∗(M ;Z2) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ïóàíêàðå âñåãäà, à àëãåáðà êîãîìîëîãèé H∗(M ;k) ñ
êîýôôèöèåíòàìè â ïðîèçâîëüíîì ïîëå k ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ïóàíêàðå, åñëè M îðè-
åíòèðóåìî.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ⌢- è ⌣-ïðîèçâåäåíèÿ.

Ëåììà 1.16. Äëÿ α ∈ Cp(X), φ ∈ Cq(X) è ψ ∈ Cp−q(X) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

ψ(α ⌢ φ) = (φ ⌣ ψ)(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà σ : ∆p → X èìååì

ψ(σ ⌢ φ) = ψ
(
φ(σ|[v0,...,vq ])σ|[vq ,...,vp]

)
= φ(σ|[v0,...,vq ])ψ(σ|[vq ,...,vp]) = (φ ⌣ ψ)(α). □

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå M ñ ôóíäàìåíòàëüíûì
êëàññîì [M ] ∈ Hn(M). Òîãäà ⌣-ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ (ñïà-
ðèâàíèå)

(1) H i(M ;k)×Hn−i(M ;k)→ k, (φ, ψ) 7→ (φ ⌣ ψ)[M ],

äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k è 0 ⩽ i ⩽ n.
Íàïîìíèì, ÷òî áèëèíåéíîå ñïàðèâàíèå f : V ×W → k, (v, w) 7→ f(v, w), âåêòîðíûõ

ïðîñòðàíñòâ íàä k íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ W →
Hom(V,k), w 7→ f(−, w), è V → Hom(W,k), v 7→ f(v,−), ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.
Òåîðåìà 1.17. Äëÿ çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñïàðèâàíèå (1) íåâûðîæäåííî,
åñëè M îðèåíòèðóåìî èëè åñëè ïîëå k èìååò õàðàêòåðèñòèêó 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

Hn−i(M ;k)
h−→ Homk(Hn−i(M ;k),k)

D∗
−→ Homk(H

i(M ;k),k),

ãäå h � ãîìîìîðôèçì, çàäàâàåìûé âû÷èñëåíèåì êîöåïåé íà öåïÿõ, à D∗ � ãîìî-
ìîðôèçì, äâîéñòâåííûé ê èçîìîðôèçìó äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå D : H i(M ;k) →
Hn−i(M ;k). Êîìïîçèöèÿ D∗h ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òàê êàê h � èçîìîðôèçì äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ â ïîëå k â ñèëó ôîðìóë óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êîìïîçèöèÿ D∗h ïåðåâîäèò ψ ∈ Hn−i(M ;k) â ãîìîìîðôèçì φ 7→ ψ([M ] ⌢
φ) = (φ ⌣ ψ)[M ], ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 1.16. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî D∗h � ïåðâûé èç èçîìîðôèçìîâ â îïðåäåëåíèè íåâûðîæäåííîãî ñïàðèâàíèÿ.
Âòîðîé èçîìîðôèçì âûòåêàåò èç êîììóòàòèâíîñòè ⌣-ïðîèçâåäåíèÿ. □

Ñëåäñòâèå 1.18. Àëãåáðà êîãîìîëîãèé H∗(M ;k) =
⊕n

i=0H
i(M ;k) ñâÿçíîãî çàìêíó-

òîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ïóàíêàðå, åñëè M îðèåíòèðóåìî èëè åñëè
ïîëå k èìååò õàðàêòåðèñòèêó 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÓñëîâèåH0(M ;k) ∼= k âûòåêàåò èç ñâÿçíîñòèM . Êîíå÷íîìåðíîñòü
ãðóïï êîãîìîëîãèé êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà (äëÿ ãëàä-
êèõ ìíîãîîáðàçèé åñòü ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ êîíå÷íîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ, ïðîèñõî-
äÿùàÿ èç òåîðèè Ìîðñà; äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñì. [Õà, ñëåäñòâèå Ï.9]).
×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì Hn−i(M ;k) → Homk(H

i(M ;k), Hn(M ;k)),
ψ 7→ (φ 7→ φ ⌣ ψ), ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

Hn−i(M ;k)→ Homk(H
i(M ;k), Hn(M ;k))

∼=−→ Homk(H
i(M ;k),k),
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ãäå ïîñëåäíèé èçîìîðôèçì çàäà¼òñÿ êîìïîçèöèåé ñ èçîìîðôèçìîìHn(M ;k)→ k âû-
÷èñëåíèÿ n-êîöåïè íà ôóíäàìåíòàëüíîì êëàññå. Ïðèâåä¼ííàÿ âûøå êîìïîçèöèÿ åñòü
èçîìîðôèçì D∗h èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.17. Ïîýòîìó ïåðâûé ãîìîìîðôèçì â
êîìïîçèöèè òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. □

Áèëèíåéíîå ñïàðèâàíèå (1) ïðè n = 2ℓ è i = ℓ çàäà¼ò íåâûðîæäåííóþ áèëèíåéíóþ
ôóíêöèþ íà ñðåäíåé ãðóïïå êîãîìîëîãèé Hℓ(M ;k) çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòà áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, åñëè ℓ íå÷¼òíî, è ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ, åñëè ℓ ÷¼òíî (ò. å. n = 4k).
Ñèãíàòóðà (ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è ÷èñëîì îòðèöàòåëüíûõ

êâàäðàòîâ â äèàãîíàëüíîì âèäå) íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôóíê-
öèè

H2k(M ;R)×H2k(M ;R)→ R, (φ, ψ) 7→ (φ ⌣ ψ)[M ],

ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî 4k-ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M è íàçûâàåòñÿ åãî ñèãíàòóðîé.

1.7. Äâîéñòâåííîñòü äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì. Òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðà-
çèåì ñ êðàåì ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
M ñî ñ÷¼òíîé áàçîé, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M êîòîðîãî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ,
ãîìåîìîðôíàÿ îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó V â ïîëóïðîñòðàíñòâå

Rn
⩾ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn ⩾ 0}.

Åñëè òàêîé ãîìåîìîðôèçì ïåðåâîäèò òî÷êó x ∈M â òî÷êó (x1, . . . , xn) ∈ Rn ñ xn = 0,
òî ñîãëàñíî âûðåçàíèþ ìû èìååì Hn(M,M \ {x}) = Hn(Rn

⩾,Rn
⩾ \ {0}) = 0. Åñëè

æå x ∈ M ïåðåõîäèò ïðè ãîìåîìîðôèçìå â òî÷êó (x1, . . . , xn) ∈ Rn ñ xn > 0, òî
Hn(M,M \ {x}) = Hn(Rn,Rn \ {0}) = Z. Ïîäìíîæåñòâî

∂M = {x ∈M : Hn(M,M \ {x}) = 0}
íàçûâàåòñÿ êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïðè ëþáîì ãîìåîìîðôèçìå ìåæäó îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì U ⊂M è îòêðûòûì ìíîæåñòâîì V ⊂ Rn

⩾ òî÷êè êðàÿ ïåðåõîäÿò â òî÷êè
ñ xn = 0. Êðàé ∂M ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ.
Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ

áåç êðàÿ, ïðè ïîìîùè ãëàäêîãî àòëàñà, â êîòîðîì îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè íà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ â Rn

⩾. (Îòîáðàæåíèå ìåæäó
îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â Rn

⩾ íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷å-
íèåì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ìåæäó îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â Rn.)
Ìíîãîîáðàçèå M ñ êðàåì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè ìíîãîîáðàçèå M \∂M

îðèåíòèðóåìî.
Äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñ êðàåì ñóùåñòâóþò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü

U(∂M) êðàÿ è ãîìåîìîðôèçì U(∂M)
∼=−→ ∂M × [0, 1), ïðè êîòîðîì ∂M ïåðåõîäèò

â ∂M × {0} (çàäà÷à). Òàêàÿ îêðåñòíîñòü íàçûâàåòñÿ âîðîòíèêîì êðàÿ ∂M .
Èñïîëüçóÿ âîðîòíèê, ìû ïîëó÷àåì ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü (äåôîðìàöè-

îííóþ ðåòðàêöèþ) M \ ∂M ≃−→M . Îòñþäà ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì

Hi(M,∂M) ∼= Hi(M \ ∂M, ∂M × (0, ε)) = Hi(M \ ∂M, (M \ ∂M) \Kε)

äëÿ 0 < ε < 1, ãäå Kε ⊂M \∂M � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.4 ê
ìíîãîîáðàçèþM \∂M è êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó Kε, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëèM \∂M
îðèåíòèðîâàíî, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò [M ] ∈ Hn(M,∂M), îãðàíè÷åíèå
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êîòîðîãî äà¼ò ëîêàëüíûå îðèåíòàöèè âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ M \ ∂M . Êëàññ [M ] ∈
Hn(M,∂M) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì êëàññîì êîìïàêòíîãî îðèåíòèðîâàííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M ñ êðàåì.

Òåîðåìà 1.19 (äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå�Ëåôøåöà). Ïóñòü M � êîìïàêòíîå îðè-
åíòèðîâàííîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì è [M ] ∈ Hn(M,∂M) � ôóíäàìåíòàëü-
íûé êëàññ. Òîãäà ãîìîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè

Hk(M,∂M)→ Hn−k(M), φ 7→ [M ] ⌢ φ,

Hk(M)→ Hn−k(M,∂M), φ 7→ [M ] ⌢ φ,

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 1.15 äà¼ò èçîìîðôèçì

D : Hk
c (M \ ∂M)

∼=−→ Hn−k(M \ ∂M).

Èç ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè M \ ∂M ≃−→M ïîëó÷àåì èçîìîðôèçìû

Hn−k(M \ ∂M) ∼= Hn−k(M),

Hk(M,∂M) ∼= Hk(M \ ∂M, ∂M × (0, ε)) = Hk(M \ ∂M, (M \ ∂M) \Kε).

Òàê êàê ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂M \ ∂M ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Kε,
ïîëó÷àåì

Hk
c (M \ ∂M) = lim−→Hk(M \ ∂M, (M \ ∂M) \K) ∼= Hk(M,∂M).

Òîãäà èçîìîðôèçì D ïðåâðàùàåòñÿ â ïåðâûé èç äîêàçûâàåìûõ èçîìîðôèçìîâ. Äî-
êàçàòåëüñòâî âòîðîãî èçîìîðôèçìà îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è. □

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

1.20. Äîêàæèòå, ÷òî Sn, T n, RP n è CP n ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à
øàð Dn è ïîëíîòîðèå D2 × S1 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ñ êðàåì.

1.21. Âû÷èñëèòå ãðóïïû ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé Hi(X,X \ x) äëÿ ãðàôà X è åãî ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè x.

1.22. Äîêàæèòå, ÷òî îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå R-îðèåíòèðóåìî äëÿ ëþáîãî êîì-
ìóòàòèâíîãî êîëüöà R ñ åäèíèöåé, à íåîðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå R-îðèåíòèðóåìî,
åñëè 2 = 0 â êîëüöå R.

1.23. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Sn, T n, CP n îðèåíòèðóåìû. Ïðè êàêèõ n îðèåí-
òèðóåìî RP n?

1.24. Äîêàæèòå, ÷òî H i
c(X) = lim−→H i(X,X \K), ãäå ïðÿìîé ïðåäåë áåð¼òñÿ ïî êîì-

ïàêòíûì ïîäìíîæåñòâàì K ⊂ X.

1.25. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âëîæåííûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ V1 ⊂ V2 ⊂ . . ., ïðè÷¼ì ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî K ⊂ X ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Vi. Äîêàæèòå, ÷òî Hk(M) = lim−→Hk(Vi).

1.26. Ïóñòü Mm � çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå, à i : Nn ↪→ Mm �
âëîæåíèå çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü x ∈ Hm−n(M) �
êëàññ, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê i∗[N ] ∈ Hn(M). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êëàññà
êîãîìîëîãèé y ∈ Hn(M) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

⟨i∗y, [N ]⟩ = ⟨x ⌣ y, [M ]⟩.
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1.27. Îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû Z7 íà S
5 ôîðìóëîé

τ · (z0, z1, z2) = (e
2πi
7 z0, e

2πi·2
7 z1, e

2πi·5
7 z2),

ãäå τ ∈ Z7 � îáðàçóþùàÿ ãðóïïû. Âû÷èñëèòå ãðóïïû ãîìîëîãèé S5/Z7 ñ êîýôôèöè-
åíòàìè â Z è ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z7.

1.28. Ñâÿçíîé ñóììîé M#N òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé M è N îäíîé ðàçìåð-
íîñòè n íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷àåìîå âûðåçàíèåì ìàëûõ îòêðûòûõ øàðîâ
èç M è N ñ ïîñëåäóþùèì îòîæäåñòâëåíèåì èõ ãðàíè÷íûõ ñôåð ïóò¼ì íåêîòîðîãî

ãîìåîìîðôèçìà Sn−1
∼=−→ Sn−1. Íàñêîëüêî âûáîð ýòîãî ãîìåîìîðôèçìà âëèÿåò íà

òîïîëîãè÷åñêèé òèï ðåçóëüòàòà � ñâÿçíîé ñóììû? Ãîìåîìîðôíû ëè ìíîãîîáðàçèÿ

à) S2 × S2 è CP 2#CP 2;

á) S2 × S2 è CP 2#CP 2, ãäå CP 2 îáîçíà÷àåò CP 2 ñ îáðàù¼ííîé îðèåíòàöèåé?

1.29. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿM è N çàìêíóòû è îðèåíòèðóåìû,
òî Hi(M#N) = Hi(M) ⊕ Hi(N) ïðè 0 < i < n. Êàê âûãëÿäèò ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôîðìóëà â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå?

1.30. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ çàìêíóòûõ n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé M è N èìååò ìåñòî
ôîðìóëà äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ(M#N) = χ(M) + χ(N)− χ(Sn).
1.31. Ïóñòü Sg � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g. Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå Sg → Sh ñòåïåíè 1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ⩾ h.

1.32. Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé

à) äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé x1 = x3 = 0 è x2 =
x4 = 0 â R4;

á) äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé x1 = x3 = 0, x2 = x4 =
0, x3 = x5 = 0, x4 = x1 = 0 è x5 = x2 = 0 â R5;

â) äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé z1 = z3 = 0 è z2 = z4 =
0 â C4;

ã) äîïîëíåíèÿ äî îáúåäèíåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé z1 = z3 = 0, z2 = z4 = 0,
z3 = z5 = 0, z4 = z1 = 0 è z5 = z2 = 0 â C5.

1.33. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ çàìêíóòîãî îðèåíòèðóåìîãî (4n+2)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
M ðàíã ãðóïïû H2n+1(M) ÷¼òíûé.

1.34. Âû÷èñëèòå ñèãíàòóðó ìíîãîîáðàçèé CP 2 è S2 × S2. Äëÿ äàííîãî öåëîãî k ïî-
ñòðîéòå ñâÿçíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû k.

1.35. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñ êðàåì ñóùåñòâóþò îòêðû-

òàÿ îêðåñòíîñòü U(∂M) êðàÿ è ãîìåîìîðôèçì U(∂M)
∼=−→ ∂M × [0, 1), ïðè êîòîðîì

∂M ïåðåõîäèò â ∂M × {0}.
1.36. Äîêàæèòå âòîðîé èçîìîðôèçì â òåîðåìå 1.19.

1.37. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîé êðàé.

1.38. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â ñôåðå Sn, ïðè÷¼ì âëîæåíèå K ⊂ Sn

ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè. Äî-
êàæèòå èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà�Ïîíòðÿãèíà:

H̃i(S
n −K) ∼= H̃n−i−1(K).
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(Ýòè èçîìîðôèçìû èìåþò ìåñòî è áåç îãðàíè÷åíèÿ íà âëîæåíèå, åñëè K � ëîêàëüíî
ñòÿãèâàåìîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî.)

1.39. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] = {1, . . . ,m}, îòëè÷-
íûé îò ïîëíîãî ñèìïëåêñà ∆m−1. Îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé êîìïëåêñ

K̂ = {I ⊂ [m] : [m] \ I /∈ K},

ò. å. íàáîðàìè âåðøèí ñèìïëåêñîâ èç K̂ ÿâëÿþòñÿ äîïîëíåíèÿ äî íàáîðîâ âåðøèí,
íå ïîðîæäàþùèõ ñèìïëåêñû â K. Äîêàæèòå èçîìîðôèçìû ãðóïï ñèìïëèöèàëüíûõ
(êî)ãîìîëîãèé:

H̃j(K) ∼= H̃m−3−j(K̂).

Ýòî êîìáèíàòîðíàÿ âåðñèÿ äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà�Ïîíòðÿãèíà.

2. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

2.1. Ëîêàëüíî òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ. Ëîêàëüíî
òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì (èëè ïðîñòî ðàññëîåíèåì) íàçûâàåòñÿ ÷åòâ¼ðêà (E,B, F, p),
ãäå E, B, F � ïðîñòðàíñòâà, à p � òàêîå îòîáðàæåíèå E → B, ÷òî ëþáàÿ òî÷-
êà x ∈ B èìååò îêðåñòíîñòü U ⊂ B, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

φU : p
−1(U)

∼=−→ U × F , çàìûêàþùèé êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

p−1(U)
φU

∼=
//

p
##

U × F

||
U

Ãîìåîìîðôèçì φU íàçûâàåòñÿ òðèâèàëèçàöèåé ðàññëîåíèÿ íàä U . Ïðîñòðàíñòâî E
íàçûâàåòñÿ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, B áàçîé, à F ñëîåì ëîêàëüíî òðèâèàëüíî-
ãî ðàññëîåíèÿ. Ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì òàêæå íàçûâàþò îòîáðàæåíèå
p : E → B. Ïðîîáðàç p−1(x) òî÷êè x ∈ B íàçûâàåòñÿ ñëîåì ðàññëîåíèÿ íàä òî÷-
êîé x è îáîçíà÷àåòñÿ Ex; êàæäûé ñëîé ãîìåîìîðôåí F . Êàê ìíîæåñòâî, òîòàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî E ïðåäñòàëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ñëî¼â

⋃
x∈B Ex, ïàðàìåòðèçîâàííûõ

òî÷êàìè áàçû.
Ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè â äèàãðàììå

âûøå ìîæíî ïîëîæèòü U = B; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî E ∼= B × F .
Îòîáðàæåíèåì èëè ìîðôèçìîì ðàññëîåíèé p′ : E ′ → B′ è p : E → B íàçûâàåòñÿ

ïàðà îòîáðàæåíèé f̃ : E ′ → E è f : B′ → B, âõîäÿùèõ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(2)
E ′ E

B′ B

f̃

p′ p

f

Âàæíûì ñëó÷àåì ìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî
ðàññëîåíèå p′ : E ′ → B′ èíäóöèðîâàíî ðàññëîåíèåì p : E → B ïðè ïîìîùè îòîáðà-
æåíèÿ f : B′ → B, åñëè

E ′ = {(e, b′) ∈ E ×B′ : p(e) = f(b)}
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� ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå, ò. å. äèàãðàììà (2) ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì êâàäðàòîì.
Ïðîñòðàíñòâî èíäóöèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ f ∗E. Â ýòîì ñëó÷àå îòîá-

ðàæåíèå f̃ îòîæäåñòâëÿåò ñëîé èíäóöèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ p′ : f ∗E → B′ íàä b′ ∈ B′

ñî ñëîåì ðàññëîåíèÿ p : E → B íàä f(b) ∈ B. Åñëè f : B′ ↪→ B � âëîæåíèå, ÷òî èíäó-
öèðîâàííîå ðàññëîåíèå p′ : f ∗E → B′ åñòü îãðàíè÷åíèå p : E → B íà B′. Åñëè B = pt ,
òî èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî.
Ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå (E,B, F, p) íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè E,B, F �

ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, p : E → B � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå è òðèâèàëèçàöèè φU ÿâëÿ-
þòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè.

Ïðèìåð 2.1.

1. Íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ñ äèñêðåòíûì ñëîåì F .

2. Ïðîåêöèÿ ëåíòû Ì¼áèóñà íà å¼ ñðåäíþþ ëèíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëü-
íîå ðàññëîåíèå íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì îòðåçîê.

3. Ïóñòü E = S3 = {(z0, z1) ∈ C2 : |z0|2+|z1|2 = 1}, B = CP 1 = S2, p(z0, z1) = [z0 : z1].
Ïîëó÷àåì ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå p : S3 → S2 ñî ñëîåì F = S1, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Õîïôà. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ U èç îïðåäåëåíèÿ ðàññëîåíèÿ
ìîæíî âçÿòü U0 = {[z0 : z1] ∈ CP 1 : z0 ̸= 0} è U1 = {[z0 : z1] ∈ CP 1 : z1 ̸= 0}.

Ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå p : E → B ñî ñëîåì F = Rn íàçûâàåòñÿ âåùå-
ñòâåííûì n-ìåðíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì, åñëè îãðàíè÷åíèå êàæäîé òðèâèàëè-

çàöèè φU : p
−1(U)

∼=−→ U × Rn íà êàæäûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì
Ex ∼= x × Rn. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîå-
íèå (ñî ñëîåì Cn). Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ãðå÷åñêèìè áóêâàìè
ξ, η, γ è ò. ä.
Åñëè φUα : p

−1(Uα) → Uα × Rn è φUβ
: p−1(Uβ) → Uβ × Rn � äâå òðèâèàëèçàöèè

âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä Uα è Uβ, ñîîòâåòñòâåííî, òî îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ
ïåðåõîäà

gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(n,R), gαβ(x) = (φUα ◦ φ−1
Uβ
)|x×Rn : Rn → Rn.

Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(3) gαα(x) = id, gαβ(x)gβγ(x)gγα(x) = id

äëÿ ëþáîãî x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ.
Åñëè çàäàíî îòêðûòîå ïîêðûòèå B =

⋃
α∈A Uα è îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà gαβ : Uα ∩

Uβ → GL(n,R), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (3), òî ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå p : E → B, ïîëîæèâ

(4) E =
(⋃
α

(Uα × Rn)
)
/ ∼,

ãäå (x, v) ∼ (x, gαβ(x)(v)) äëÿ x ∈ Uα ∩ Uβ, v ∈ Rn.

Ïðèìåð 2.2. Òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä âåùåñòâåííûì ïðîåêòèâíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì RP n � ýòî îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå γ = γ1n,R, ñëîåì êîòîðîãî

íàä òî÷êîé RP n, çàäàâàåìîé ïðÿìîé ℓ ∈ Rn+1, ÿâëÿåòñÿ ñàìà ýòà ïðÿìàÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ γ åñòü

Eγ = {(ℓ, x) : ℓ � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn+1, x ∈ ℓ}.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå γ =
γ1n,C íàä CP n.

Ñå÷åíèåì ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ p : E → B íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
s : B → E òàêîå, ÷òî p ◦ s = id: B → B. Âåêòîðíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä B
òðèâèâàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò n ñå÷åíèé s1, . . . , sn, òàêèõ ÷òî
âåêòîðû s1(x), . . . , sn(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ B.
Ìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé p′ : E ′ → B′ è p : E → B íàçûâàåòñÿ ìîð-

ôèçì (2), â êîòîðîì îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̃ : E ′ → E íà êàæäûé ñëîé Ex ëèíåé-
íî. Åñëè ïðè ýòîì B = B′ è f = id, òî òàêîé ìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì âåê-
òîðíûõ ðàññëîåíèé íàä B. Ìîðôèçì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî
íà êàæäûé ñëîé èíúåêòèâíî (ñîîòâåòñòâåííî, ñþðúåêòèâíî, áèåêòèâíî), íàçûâàåòñÿ
ìîíîìîðôèçìîì (ñîîòâåòñòâåííî, ýïèìîðôèçìîì, èçîìîðôèçìîì).
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òðèâèàëüíîå âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ðàññëî-

åíèå íàä äàííîé áàçîé B ÷åðåç Rn è Cn, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íàä îäíîé è òîé æå áàçîé B îïðåäåëåíû òå æå îïåðàöèè, ÷òî è íàä âåêòîðíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíû ïðÿìàÿ ñóììà ξ⊕η, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
ξ ⊗ η, Hom-ðàññëîåíèå Hom(ξ, η), äâîéñòâåííîå ðàññëîåíèå ξ∗ = Hom(ξ,R), âíåøíÿÿ
ñòåïåíü Λkξ, ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü Skξ è ò. ä.
Äëÿ âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ åãî êîìïëåêñèôèêàöèÿ ξC = ξ⊗C ÿâ-

ëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ðàññëîåíèåì òîé æå ðàçìåðíîñòè. Äëÿ êîìïëåêñíîãî n-ìåðíîãî
ðàññëîåíèÿ η åãî îâåùåñòâëåíèå ηR ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì 2n-ìåðíûì ðàññëîåíè-
åì. Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû (ξC)R ∼= ξ ⊕ ξ è (ηR)C ∼= η ⊕ η, ãäå η � êîìïëåêñíî
ñîïðÿæ¼ííîå ðàññëîåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ξ íàä êîìïàêòíîé õàóñäîðôîâîé áàçîé
âêëàäûâàòñÿ â òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå RN íàä òîé æå áàçîé äëÿ íåêîòîðîãî N ,
ò. å. ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì ðàññëîåíèé j : ξ ↪→ RN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p : E → B � äàííîå ðàññëîåíèå. Òàê êàê B êîìïàêòíî, ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íîå ïîêðûòèå B = U1∪ . . .∪Uk îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, íàä êîòîðûìè
ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî. Ïóñòü f1, . . . , fk � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èí¼ííîå ýòîìó
îòêðûòîìó ïîêðûòèþ, ò. å. ôóíêöèÿ fi : B → R íåïðåðûâíà, íåîòðèöàòåëüíà, å¼ íîñè-

òåëü ñîäåðæèòñÿ â Ui è
∑k

i=1 fi = 1. Ðàññìîòðèì òðèâèàëèçàöèè φi : p
−1(Ui)

∼=−→ Ui×Rn.
Äëÿ i = 1, . . . , k îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

fi · φi : E → B × Rn, e 7→

{
fi(p(e)) · φi(e) ïðè e ∈ p−1(Ui),

((p(e), 0) ïðè e /∈ p−1(Ui).

Ïîëîæèì N = nk è îòîæäåñòâèì RN ñ
⊕k

i=1Rn. Òîãäà òðåáóåìûé ìîíîìîðôèçì

j : ξ ↪→ RN çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

j(e) =
(
f1 · φ1(e), . . . , fk · φk(e)

)
äëÿ e ∈ E. □

Ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè ξ íàçûâàåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå), çàäàííàÿ â êàæäîì ñëîå Ex, òàêàÿ ÷òî êîìïîíåíòû å¼ ìàòðèöû â êîîðäèíàòàõ
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ëîêàëüíûõ òðèâèàëèçàöèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè îò x ∈ B (ãëàäêè-
ìè ôóíêöèÿìè â ñëó÷àå ãëàäêîãî ðàññëîåíèÿ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ýðìèòîâà
ìåòðèêà íà êîìïëåêñíîì ðàññëîåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ðèìàíîâà (ýðìèòîâà) ìåòðèêà ñóùåñòâóåò íà âåùåñòâåííîì
(êîìïëåêñíîì) ðàññëîåíèè íàä êîìïàêòíîé õàóñäîðôîâîé áàçîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæèì ðàññëîåíèå â òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå RN ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 2.3, ââåä¼ì ìåòðèêó íà RN è îãðàíè÷èì å¼ íà ñëîè ðàññëîåíèÿ. □

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä êîìïàêòíîé õàóñäîð-
ôîâîé áàçîé B ñóùåñòâóåò ðàññëîåíèå η íàä òîé æå áàçîé, òàêîå ÷òî ξ ⊕ η ∼= RN

(òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæèì ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ â òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå RN ,
ââåä¼ì ìåòðèêó íà RN è âîçüì¼ì â êà÷åñòâå η ðàññëîåíèå, ñëîåì êîòîðîãî íàä x ∈ B
ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â RN ê ñëîþ Ex ðàññëîåíèÿ ξ. □

2.2. Êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå. Ïóñòü M � n-ìåðíîå ãëàäêîå ìíî-

ãîîáðàçèå ñ ãëàäêèì àòëàñîì M =
⋃
α∈A Uα, φα : Uα

∼=−→ Vα ⊂ Rn è ãëàäêèìè îòîáðà-
æåíèÿìè çàìåíû êîîðäèíàò ψαβ : φβ(Uα ∩ Uβ)→ φα(Uα ∩ Uβ).
Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM ñîñòîèò èç âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê M â

òî÷êå x. Îáúåäèíåíèå TM =
⋃
x∈M TxM êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ âî âñåõ òî÷êàõ

ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì n-ìåðíîãî ãëàäêîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ íàä M , íàçûâàåìîãî êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì. Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê ðàññëîåíèå (4) íàä M ñ òðèâèàëèçóþùèì àòëàñîì {Uα} è ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà

gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(n,R), x 7→ Jacx ψαβ,

ãäå Jacx ψαβ îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ßêîáè èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòîáðàæåíèÿ çàìå-
íû êîîðäèíàò â òî÷êå x ∈M .
Ïî îïðåäåëåíèþ, ñå÷åíèÿìè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûå

ïîëÿ íàM . Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåM íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëèçóåìûì, åñëè êàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå TM òðèâèàëüíî, ò. å. íà M ñóùåñòâóåò n = dimM âåêòîðíûõ ïîëåé,
êîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû â êàæäîé òî÷êå x ∈M .
Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèåM íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîìïëåêñíûì, åñëè â êàñàòåëüíîì ðàñ-

ñëîåíèè TM ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Êàê è â
ñëó÷àå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà âåùåñòâåííîì ðàññëîåíèè
TM çàäà¼òñÿ âûáîðîì ìîðôèçìà ðàññëîåíèé I : TM → TM , òàêîãî ÷òî I2 = − idTM .
Ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ÷¼òíóþ ðàçìåðíîñòü. Åñëè ñàìî M ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ ãîëîìîðôíûì àòëàñîì M =

⋃
α∈A Uα,

φα : Uα
∼=−→ Vα ⊂ Cn (è ãîëîìîðôíûìè îòîáðàæåíèÿìè çàìåíû êîîðäèíàò), òî êà-

ñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM èìååò åñòåñòâåííóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Îäíàêî íå
ëþáàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ïðîèñõîäèò èç êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà M .
ÏóñòüM � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè N . Íîðìàëüíûì ðàñ-

ñëîåíèåì M â N íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ðàññëîåíèå (T N |M)/TM , ãäå T N |M îáîçíà÷àåò
îãðàíè÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê N íà M . Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå îáîçíà÷à-
åòñÿ ν(M ⊂ N). Ââåäÿ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà T N , ñëîé ðàññëîåíèÿ ν(M ⊂ N) â òî÷êå
x ∈M ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê TxM â TxN .
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Îïèøåì êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê âåùåñòâåííîìó è êîìïëåêñíîìó ïðîåêòèâíîìó
ïðîñòðàíñòâó. Íàðÿäó ñ îäíîìåðíûì òàâòîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì γ (ïðèìåð 2.2)
ðàññìîòðèì åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå γ⊥, ñëîåì êîòîðîãî íàä ïðÿìîé ℓ ∈ CP n

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ýòîé ïðÿìîé â Cn+1:

Eγ⊥ = {(ℓ, v) : ℓ � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Cn+1, v ∈ ℓ⊥}.

Òîãäà ìû èìååì γ ⊕ γ⊥ = Cn+1.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. T RP n ∼= Hom(γ, γ⊥), T CP n ∼= Hom(γ, γ⊥).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn ⊂ Rn+1 è ïðîåêöèþ p : Sn →
RP n, p(x) = ±x. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñôåðû åñòü

T Sn = {(x, v) : x, v ∈ Rn+1, |x| = 1, (x, v) = 0}.

Äèôôåðåíöèàë ïðîåêöèè Dp : T Sn → T RP n ïåðåâîäèò êàñàòåëüíûé âåêòîð (x, v) â
êàñàòåëüíûé âåêòîð ±(x, v) ê RP n, ãäå

T RP n = {±(x, v) : x, v ∈ Rn+1, |x| = 1, (x, v) = 0}.

Òîãäà òðåáóåìûé èçîìîðôèçì T RP n ∼= Hom(γ, γ⊥) îòîáðàæàåò ±(x, v) ∈ T RP n â
ìîðôèçì γ → γ⊥, ïåðåâîäÿùèé (ℓ, x) â (ℓ, v), ãäå x ∈ ℓ, v ∈ ℓ⊥.
Èçîìîðôèçì T CP n ∼= Hom(γ, γ⊥) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (çàäà÷à). □

Òåîðåìà 2.7. Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

T RP n ⊕ R ∼= γ ⊕ . . .⊕ γ︸ ︷︷ ︸
n+1

, T CP n ⊕ C ∼= γ ⊕ . . .⊕ γ︸ ︷︷ ︸
n+1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

T CP n⊕C ∼= Hom(γ, γ⊥)⊕Hom(γ, γ) = Hom(γ, γ⊥⊕ γ) = Hom(γ,Cn+1) ∼= γ ⊕ . . .⊕ γ︸ ︷︷ ︸
n+1

,

ãäå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå
Hom(γ, γ), èìååò âñþäó íåíóëåâîå ñå÷åíèå, çàäàâàåìîå òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì,
è ïîòîìó òðèâèàëüíî. □

2.3. Ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà, âëîæåíèå Ïëþêêåðà è êëåòêè Øóáåðòà.

Ìíîæåñòâî âñåõ k-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ïëîñêîñòåé) â RN íàçûâà-
åòñÿ âåùåñòâåííûì ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìàíà (èëè ãðàññìàíèàíîì) è îáîçíà÷àåò-
ñÿ Gk(RN). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà Gk(CN).
Ïîäïðîñòðàíñòâî π ⊂ RN ðàçìåðíîñòè k çàäà¼òñÿ k-ïîëèâåêòîðîì v1 ∧ . . . ∧ vk ∈

ΛkRN èëè, â êîîðäèíàòíîé çàïèñè, êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè [P ] ìàòðèö P ðàçìåðà
k × N ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ìàòðèöó èç GL(k,R) (â ñòðîêàõ ìàòðè-
öû ñòîÿò êîîðäèíàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vk ïîäïðîñòðàíñòâà π). Äëÿ íàáîðà
èíäåêñîâ 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < ik ⩽ N áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ri1...ik ñîîòâåòñòâóþùåå
k-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â RN è ÷åðåç pi1...ik îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðè-
öû â P , îáðàçîâàííîé ñòîëáöàìè ñ íîìåðàìè i1, . . . , ik. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî

Ui1...ik = {π ∈ Gk(RN) : π ïðîåêòèðóåòñÿ áåç âûðîæåíèé íà Ri1...ik} =
= {[P ] : pi1...ik ̸= 0}.
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Òîãäà Ui1...ik ãîìåîìîðôíî Rk(N−k) (ñ êîîðäèíàòàìè � ýëåìåíòàìè ìàòðèöû P âíå
ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i1, . . . , ik) è àòëàñ {Ui1...ik} çàäà¼ò íà Gk(RN) ñòðóêòóðó ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè k(N − k).
Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ãðàññìàíèàíà àòëàñ {Ui1...ik} çàäà¼ò íà Gk(CN) ñòðóêòóðó

êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè k(N − k). Ïî-
ñòðîåíèÿ â âåùåñòâåííîì è êîìïëåêñíîì ñëó÷àå àáñîëþòíî àíàëîãè÷íû, äàëåå â ýòîì
ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíûé ñëó÷àé.
Íàáîð èç Ck

N = N !
k!(N−k)! ÷èñåë {pi1...ik} ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè ïîëèâåêòîðà v1∧ . . .∧

vk â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {ei1 ∧ . . . ∧ eik} âíåøíåé ñòåïåíè ΛkCN è íàçûâàåòñÿ êîîð-
äèíàòàìè Ïëþêêåðà k-ìåðíîé ïëîñêîñòè π. Îíè îáîáùàþò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû
â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå CPN−1 = G1(CN) è óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé,
íàçûâàåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè Ïëþêêåðà.

Òåîðåìà 2.8 (âëîæåíèå è ñîîòíîøåíèÿ Ïëþêêåðà). Îòîáðàæåíèå

Gk(CN)→ CP (ΛkCN) = CPCk
N−1, π 7→ [v1 ∧ . . . ∧ vk] = [. . . : pi1...ik : . . .]

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, à åãî îáðàç çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè

k+1∑
r=1

(−1)rpi1...ik−1jrpj1...ĵr...jk+1
= 0

äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ (i1, . . . , ik−1) è (j1, . . . , jk+1), ãäå ìû ïîëàãàåì piσ(1)...iσ(k)
=

(−1)σpi1...ik äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ.

Ñîîòíîøåíèÿ Ïëþêêåðà äîêàçûâàþòñÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå, ìû ëèøü ïðèâåä¼ì
ïåðâûé ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Ïðèìåð 2.9. Ãðàññìàíèàí G2(C4) âêëàäûâàåòñÿ â CP (Λ2C4) = CP 5 ñ îäíîðîäíû-
ìè êîîðäèíàòàìè [p12 : p13 : p14 : p23 : p24 : p34] êàê ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ
êâàäðàòè÷íûì óðàâíåíèåì

p12p34 − p13p24 + p14p23 = 0,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü (i1) = (1) è (j1, j2, j3) = (2, 3, 4) â òåîðåìå 2.8.

Îïèøåì òàêæå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà íà êëåòêè Øóáåðòà.
Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé êîîðäèíàòíûé ôëàã (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ) {0} ⊂ C1 ⊂ C2 ⊂ . . . ⊂ CN . Äëÿ k-ìåðíîé ïëîñêîñòè π ∈ Gk(CN)
ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 ⩽ dim(π ∩ C1) ⩽ dim(π ∩ C2) ⩽ . . . ⩽ dim(π ∩ CN) = k.

Äâà ñîñåäíèõ ÷ëåíà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1, ò. å. â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü â òî÷íîñòè k ¾ñêà÷êîâ¿. Ýòè ñêà÷êè çàäàþòñÿ ñèìâîëàìè
Øóáåðòà

s = (s1, . . . , sk), 1 ⩽ s1 < s2 < . . . < sk ⩽ N, dim(π∩Csi) = i, dim(π∩Csi−1) = i−1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî k-ïëîñêîñòåé, ¾ñêà÷êè¿ êîòîðûõ çàäàþòñÿ â òî÷íîñòè ñèìâî-
ëîì s :

e(s) = {π ∈ Gk(CN) : dim(π ∩ Csi) = i, dim(π ∩ Csi−1) = i− 1 äëÿ i = 1, 2 . . . , k}.
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Òîãäà e(s) íàçûâàåòñÿ êëåòêîé Øóáåðòà. Î÷åâèäíî,

Gk(CN) =
⋃

s=(s1,...,sk)

e(s), ïðè÷¼ì e(s) ∩ e(s ′) = ∅ ïðè s ̸= s
′.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî π ∈ e(s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîñêîñòü π çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé

P =


∗ · · · ∗ 1 0 · · · · · · · · · 0
∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ 1 0 · · · · · · 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ 1 0 · · · 0


ãäå 1 â i-é ñòðîêå ñòîèò íà si-ì ìåñòå, à íà ïîçèöèÿõ, îáîçíà÷åííûõ ∗, ñòîÿò ïðîèçâîëü-
íûå ÷èñëà. Òàêîé âèä ìàòðèöû, çàäàþùåé ïëîñêîñòü π ∈ e(s), îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà êâàäðàòíóþ íèæíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ 1 íà
äèàãîíàëè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî e(s) ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó øàðó ðàçìåðíîñòè

dim e(s) = 2((s1 − 1) + (s2 − 2) + . . .+ (sk − k)).
Ââ¼äåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ñèìâîëàõ Øóáåðòà: s ′ ⩽ s , åñëè s′i ⩽ si äëÿ êàæ-

äîãî i = 1, . . . , k. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ìû îïóñòèì (ñì. [ÌÑ]
èëè [Ha]).

Òåîðåìà 2.10 (êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå Øóáåðòà). Êëåòêè Øóáåðòà e(s), ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âñåâîçìîæíûì ñèìâîëàì s = (s1, . . . , sk), 1 ⩽ s1 < s2 < . . . < sk ⩽ N ,
çàäàþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà Gk(CN). Ïðè ýòîì çàìûêàíèå
êëåòêè e(s) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè êëåòîê e(s′) ñ s

′ ⩽ s.

Èìååì âëîæåíèå ãðàññìàíèàíîâ Gk(CN) ⊂ Gk(CN+1), ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèþ
CN ⊂ CN+1 ïî ïåðâûì N êîîðäèíàòàì.

Ïðåäëîæåíèå 2.11. Gk(CN) ⊂ Gk(CN+1) ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ íà êëåòêè Øóáåðòà. Ïðè ýòîì êàæäàÿ êëåòêà Øóáåðòà
ðàçìåðíîñòè ⩽ 2(N − k) â Gk(CN+1) ëåæèò â Gk(CN).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êëåòêó e(s) ⊂ Gk(CN+1), ãäå s = (s1, . . . , sk), 1 ⩽
s1 < s2 < . . . < sk ⩽ N + 1. ßñíî, ÷òî e(s) ⊂ Gk(CN) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
sk ⩽ N . Ïîýòîìó Gk(CN) ⊂ Gk(CN+1) � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé îáúåäèíåíèå êëåòîê, ò. å. êëåòî÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Åñëè e(s) ̸⊂ Gk(CN), òî
sk = N + 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

dim e(s) = 2((s1 − 1) + (s2 − 2) + . . .+ (sk − k)) ⩾ 2(sk − k) > 2(N − k). □

Ðàçáèåíèåì öåëîãî ÷èñëà d ⩾ 0 íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ω =
(i1, . . . , ip) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ ÷òî i1 + . . .+ ip = d.

Ïðåäëîæåíèå 2.12. ×èñëî êëåòîê ðàçìåðíîñòè 2d â ðàçáèåíèè Øóáåðòà ãðàññìà-
íèàíà Gk(CN) ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà d íà íå áîëåå ÷åì k ñëàãàåìûõ, êàæäîå
èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò N − k.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êëåòêè ðàçìåðíîñòè 2d ñîîòâåòñòâóþò ñèìâîëàì Øóáåðòà s , òà-
êèì ÷òî d = (s1− 1)+ (s2− 2)+ . . .+ (sk− k). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ω = (i1, . . . , ip),
ïîëó÷àåìîå óäàëåíèåì íóëåé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s1 − 1, s2 − 2, . . . , sk − k. Òîãäà
i1 + . . . + ip = d, ò. å. ω � ðàçáèåíèå d íà íå áîëåå ÷åì k ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòî-
ðûõ íå ïðåâîñõîäèò N − k, òàê êàê sk ⩽ N . Îáðàòíî, êàæäîå òàêîå ðàçáèåíèå çàäà¼ò
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ñèìâîë s (íàäî óïîðÿäî÷èòü (i1, . . . , ip) ïî íåóáûâàíèþ, äîïèñàòü ñëåâà k − p íóëåé
è ê êàæäîìó ÷ëåíó ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáàâèòü åãî íîìåð). □

2.4. Êëàññèôèêàöèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Áåñêîíå÷íîìåðíûì ãðàññìàíèà-
íîì Gk = Gk(R∞) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â R∞ =⋃
N RN . Êàæäîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â R∞ ëåæèò â íåêîòîðîì RN , òàê ÷òî

Gk =
⋃
N Gk(RN). Íà Gk ââîäèòñÿ ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ: ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Gk çàìêíó-

òî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìêíóòû ïåðåñå÷åíèÿ A ∩Gk(RN) äëÿ âñåõ N .

Òåîðåìà 2.13. Êëåòêè e(s), ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìâîëàì Øóáåðòà s = (s1, . . . , sk),
ãäå 1 ⩽ s1 < s2 < . . . < sk, çàäàþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ãðàññìà-
íèàíà Gk. ×èñëî êëåòîê ðàçìåðíîñòè d ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà d íà íå áîëåå
÷åì k ñëàãàåìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.10 è ïðåäëîæåíèé 2.11 è 2.12. □

Ïðèìåð 2.14. Òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä ãðàññìàíèàíîì Gk(RN) � ýòî k-
ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå γk = γkN,R, ñëîåì êîòîðîãî íàä π ∈ Gk(RN) ÿâëÿåòñÿ

k-ïëîñêîñòü π. Ïðîñòðàíñòâî òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γk åñòü

Ek = {(π, v) : π � k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â RN , v ∈ π}.
Òàêæå îïðåäåëåíî òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå γk íàä Gk = Gk(R∞).

Òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå γk ëåæèò â îñíîâå êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.15. Ïóñòü B � õàóñäîðôîâî ïàðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî (íàïðèìåð,
êëåòî÷íîå). Òîãäà

à) ëþáîå k-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ξ íàä B èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ, èíäóöè-
ðîâàííîìó èç òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γk ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî îòîá-
ðàæåíèÿ f : B → Gk, ò. å. ξ ∼= f ∗γk;

á) èíäóöèðîâàííûå ðàññëîåíèÿ f ∗
0γ

k è f ∗
1γ

k èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îòîáðàæåíèÿ f0 : B → Gk è f1 : B → Gk ãîìîòîïíû.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Vectk(B) êëàññîâ èçîìîðôèçìà k-ìåðíûõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé íàä B íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì
[B,Gk] êëàññîâ ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèé B → Gk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îïóñòèì íåêîòîðûå äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà; ïîäðîáíîñòè ìîæ-
íî íàéòè â [Ìè] èëè [Ha, Ch. 1].
Ïóñòü ðàññëîåíèå ξ çàäà¼òñÿ ïðîåêöèåé p : E → B, à òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîå-

íèå γk � ïðîåêöèåé pk : Ek → Gk. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå èçîìîð-
ôèçìà ξ ∼= f ∗γk ýêâèâàëåíòíî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ g : E → R∞, îãðàíè÷åíèå
êîòîðîãî íà êàæäûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìîíîìîðôèçìîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè ξ ∼= f ∗γk, òî îòîáðàæåíèå g çàäà¼òñÿ êîìïîçèöèåé E ∼= f ∗Ek → Ek → R∞, ãäå
ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå åñòü (π, v) 7→ v. Îáðàòíî, åñëè äàíî g : E → R∞, òî çàäàäèì
f : B → Gk ïî ôîðìóëå f(x) = g(Ex).
Âíà÷àëå äîêàæåì à) â ñëó÷àå, êîãäà áàçà B êîìïàêòíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò âëîæåíèå

j : E ↪→ B × RN â òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå (ïðåäëîæåíèå 2.3). Êîìïîçèöèÿ ñ ïðîåê-
öèåé B ×RN → RN äà¼ò òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå g : E → RN ↪→ R∞. Â îáùåì ñëó÷àå
ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.3 è èñïîëüçóåò ðàçáèåíèå
åäèíèöû. Ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîå ïîêðûòèå B =

⋃∞
i=1 Ui îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, íàä
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êîòîðûìè ðàññëîåíèå ξ òðèâèàëüíî, è ðàçáèåíèå åäèíèöû {fi}, ïîä÷èí¼ííîå ýòîìó
ïîêðûòèþ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ fi : B → R íåïðåðûâíà, å¼ íîñèòåëü
ñîäåðæèòñÿ â Ui, â êàæäîé òî÷êå x ∈ B ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî fi îòëè÷íî îò íóëÿ
è

∑
i fi = 1. (Ñóùåñòâîâàíèå ðàçáèåíèÿ åäèíèöû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êëåòî÷íûå

ïðîñòðàíñòâà ïàðàêîìïàêòíû.) Äëÿ êàæäîãî i îïðåäåëèì hi : p
−1(Ui)→ Rk êàê êîì-

ïîçèöèþ òðèâèàëèçàöèè φi : p
−1(Ui)

∼=−→ Ui × Rk è ïðîåêöèè. Äàëåå îïðåäåëèì

gi : E → Rk, e 7→

{
fi(p(e)) · hi(e) ïðè e ∈ p−1(Ui),

0 ïðè e /∈ p−1(Ui).

Îòîæäåñòâèì R∞ ñ
⊕∞

i=1Rk. Òîãäà òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå g : E → R∞ çàäà¼òñÿ
ôîðìóëîé g(e) = (g1(e), . . . , gi(e), . . .).
Òåïåðü äîêàæåì á). Ïóñòü f ∗

0Ek
∼= f ∗

1Ek
∼= E, èçîìîðôèçì f ∗

0Ek
∼= E çàäà¼òñÿ

îòîáðàæåíèåì g0 : E → R∞, à èçîìîðôèçì f ∗
1Ek
∼= E çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì g1 : E →

R∞. ×òîáû ïîñòðîèòü ãîìîòîïèþ ft : B → Gk, t ∈ [0, 1], ìåæäó f0 è f1 äîñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü ãîìîòîïèþ gt : E → R∞ ìåæäó g0 è g1, òàêóþ ÷òî êàæäîå gt ìîíîìîðôíî
íà ñëîÿõ; òîãäà ft(x) = gt(Ex) äà¼ò òðåáóåìóþ ãîìîòîïèþ.
Ðàññìîòðèì ãîòîìîòîïèþ Lt : R∞ → R∞, Lt(r1, r2, . . .) = (1 − t)(r1, r2, . . .) +

t(r1, 0, r2, 0, . . .). Òîãäà êàæäîå Lt ëèíåéíî, L0 = id, à L1 ¾ïðîðåæèâàåò¿ êîîðäèíàòû,
òàê ÷òî íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëþ. Êîìïîçèöèÿ ñ Lt çàäà¼ò ãîìîòîïèþ ìåæäó g0 è
îòîáðàæåíèåì g′0 = L1 ◦g0, êîòîðîå èìååò íåíóëåâûå êîîðäèíàòû òîëüêî íà íå÷¼òíûõ
ìåñòàõ. Àíàëîãè÷íî ñòðîèì ãîìîòîïèþ ìåæäó g1 è îòîáðàæåíèåì g

′
1 : E → R∞, êîòî-

ðîå èìååò íåíóëåâûå êîîðäèíàòû òîëüêî íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ. Òåïåðü g′t = (1− t)g′0+ tg′1
åñòü ãîìîòîïèÿ ìåæäó g′0 è g

′
1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîòîïèé

g0 ≃ g′0 ≃ g′1 ≃ g1, ãäå êàæäîå ïðîìåæóòî÷íîå îòîáðàæåíèå E → R∞ ìîíîìîðôíî íà
ñëîÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, f0 ≃ f1.
Òåïåðü ïóñòü f0 ≃ f1 ïðè ïîìîùè ãîìîòîïèè F : B × I → Gk. Ðàññìîòðèì èí-

äóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå F ∗γk íàä B × I. Åãî îãðàíè÷åíèÿ íà B × {0} è B × {1}
èçîìîðôíû (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà � çàäà÷à). Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå åñòü f ∗

0γ
k,

à âòîðîå � f ∗
1γk. □

Ââèäó òåîðåìû 2.15 òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå γk òàêæå íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì k-ìåðíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì, à åãî áàçà Gk = Gk(R∞) íàçûâàåòñÿ êëàñ-
ñèôèöèðóþùèì ïðîñòðàíñòâîì k-ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è
îáîçíà÷àåòñÿ BO(k). Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f : B → Gk, äëÿ êîòîðîãî ξ ∼= f ∗γk,
êëàññèôèöèðóåò ðàññëîåíèå ξ.
Òåîðåìà 2.15 òàêæå èìååò ìåñòî äëÿ êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Áåñ-

êîíå÷íîìåðíûé êîìïëåêñíûé ãðàññìàíèàí Gk(C∞) íàçûâàåòñÿ êëàññèôèöèðóþ-
ùèì ïðîñòðàíñòâîì k-ìåðíûõ êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è îáîçíà÷àåò-
ñÿ BU (k).

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

2.16. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ p : E → B ñî ñëîåì Rn,
íå ÿâëÿþùåãîñÿ âåêòîðíûì.

2.17. Ïðè ïîìîùè ýðìèòîâîé ìåòðèêè óñòàíîâèòå êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì ξ∗ ∼= ξ
ìåæäó äâîéñòâåííûì êîìïëåêñíûì ðàññëîíèåì ξ∗ = Hom(ξ,C) è êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æ¼ííûì ðàññëîåíèåì ξ.
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2.18. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γ11,R íàä RP 1 ãîìåî-
ìîðôíî îòêðûòîé ëåíòå Ì¼áèóñà (ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ âûêîëîòîé òî÷êîé).

2.19. Äîêàæèòå, ÷òî òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå γ1n,R íàä RP n íåòðèâèàëüíî ïðè
n ⩾ 1.

2.20. Çàäàéòå ÿâíî îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà gαβ : Uα ∩ Uβ → C∗ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ γ1n,C äëÿ ïîêðûòèÿ CP n ñòàíäàðòíûìè àôôèííûìè êàðòàìè.

2.21. Ïóñòü äëÿ îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ B =
⋃
α∈A Uα äàíû äâà íàáîðà îòîáðàæåíèé

ïåðåõîäà gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(n,R) è g′αβ : Uα ∩ Uβ → GL(n,R), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì (3). Äîêàæèòå, ÷òî çàäàâàåìûå èìè âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ξ è ξ′ èçîìîðôíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð îòîáðàæåíèé fα : Uα → GL(n,R), α ∈ A,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì g′αβ(x) = fα(x)gαβ(x)f

−1
β (x) äëÿ ëþáîãî x ∈ Uα∩Uβ.

2.22. Äîêàæèòå, ÷òî

à) íà ñôåðå S2n+1 ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå áåç íóëåé;
á) íà ñôåðå S11 ñóùåñòâóþò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëÿ áåç íóëåé;
â) ñôåðà S2n íå ïàðàëëåëèçóåìà ïðè n ⩾ 1.

2.23. Ïóñòü V(B) � êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è ìîðôèçìîâ íàä êîìïàêòíûì
õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì B. Äîêàæèòå, ÷òî

à) ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé Γ (ξ) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼ííûì ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì íàä êîëüöîì C(B) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
B (ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì
ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ);

á) êàòåãîðèÿ V(B) ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïðîåêòèâíûõ
ìîäóëåé íàä C(B), ïðè ýòîì òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîä-
íûì ìîäóëÿì (ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà Ñâàíà).

2.24. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì T CP n ∼= Hom(γ, γ⊥).

2.25. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì T Gk(RN) ∼= Hom(γ, γ⊥), ãäå γ = γkN,R � òàâòîëîãè÷å-

ñêîå ðàññëîåíèå íàä ãðàññìàíèàíîì Gk(RN), à γ⊥ � åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå.
Àíàëîãè÷íî, T Gk(CN) ∼= Hom(γ, γ⊥) äëÿ êîìïëåêñíîãî ãðàññìàíèàíà.

2.26. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè B êîìïàêòíî è õàóñäîðôîâî, òî îãðàíè÷åíèÿ âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ E → B × I íà B × {0} è B × {1} èçîìîðôíû (ýòî òàêæå âåðíî è â áîëåå
îáùåì ñëó÷àå ïàðàêîìïàêòíîãî è õàóñäîðôîâîãî B).

3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû Øòèôåëÿ�Óèòíè è ×æåíÿ

Ìû èçëîæèì äâà ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé. Ïåðâûé îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè êîãîìîëîãèé ïðîåêòèâèçàöèè âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ; ýòîò ïîäõîä ïî-âèäèìîìó ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì è ïðèìåíèì
òàêæå è äëÿ äðóãèõ òåîðèé êîãîìîëîãèé. Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà íåïîñðåäñòâåí-
íîì âû÷èñëåíèè êîëüöà êîãîìîëîãèé êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ � áåñêîíå÷-
íîìåðíûõ ãðàññìàíèàíîâ.
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3.1. Òåîðåìà Ëåðå�Õèðøà. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ p : E → B êîëüöî êîãîìî-
ëîãèé H∗(E) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëüöîì H∗(B) ïî ôîðìóëå b · e = p∗(b) ⌣ e äëÿ
b ∈ H∗(B), e ∈ H∗(E).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ âû÷èñëÿòü êîãîìîëîãèè

òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíî òðèâèâàëüíî ðàññëîåíèÿ ÷åðåç êîãîìîëîãèè áàçû.

Òåîðåìà 3.1 (Ëåðå�Õèðø). Ïóñòü F
i−→ E

p−→ B � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå
è R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1) Hk(F ;R) � êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûé ñâîáîäíûé R-ìîäóëü äëÿ ëþáîãî k;
2) ñóùåñòâóþò êëàññû vj ∈ H∗(E;R), òàêèå ÷òî èõ îãðàíè÷åíèÿ i∗(vj) íà ëþáîé

ñëîé F äàþò R-áàçèñ â H∗(F ;R).

Òîãäà H∗(E;R) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì H∗(B;R)-ìîäóëåì ñ áàçèñîì {vj}, ò. å. îòîáðà-
æåíèå

ΦE : H
∗(B;R)⊗R H∗(F ;R)→ H∗(E;R), b⊗ i∗(vj) 7→ p∗(b) ⌣ vj,

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì R-ìîäóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òåîðåìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî B � êëåòî÷íîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî B
êîíå÷íîìåðíî, dimB = n. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ïðè n = 0, òàê ÷òî ìîæíî ïðåäïî-
ëîæèòü ïî èíäóêöèè, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ (n− 1)-ìåðíîãî îñòîâà Bn−1.
Ïóñòü B′ ⊂ B � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå óäàëåíèåì òî÷êè xα èç êàæäîé n-

ìåðíîé êëåòêè enα ⊂ B. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (äåôîð-

ìàöèîííàÿ ðåòðàêöèÿ) B′ ≃−→ Bn−1. Èç ñâîéñòâà ïîäíÿòèÿ ãîìîòîïèè äëÿ ðàññëîåíèÿ

E ′ → B′ ïîëó÷àåì ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü E ′ ≃−→ p−1(Bn−1). Òåïåðü ðàñ-
ñìîòðèì äèàãðàììó

. . . // H∗(B,B′)⊗R H∗(F ) //

ΦE,E′

��

H∗(B)⊗R H∗(F ) //

ΦE

��

H∗(B′)⊗R H∗(F ) //

ΦE′
��

. . .

. . . // H∗(E,E ′) // H∗(E) // H∗(E ′) // . . .

Çäåñü íèæíÿÿ ñòðîêà � òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû (E,E ′), à âåðõíÿÿ ñòðî-
êà ïîëó÷àåòñÿ èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (B,B′) òåíçîðíûì óìíîæåíèåì
íà ñâîáîäíûé R-ìîäóëü H∗(F ). Êîììóòàòèâíîñòü äâóõ êâàäðàòîâ, ïîêàçàííûõ íà
äèàãðàììå, ñëåäóåò èç åñòåñòâåííîñòè âõîäÿùèõ â íèõ ãîìîìîðôèçìîâ. Êîììóòà-
òèâíîñòü êâàäðàòà, âêëþ÷àþùåãî êîãðàíè÷íûå ãîìîìîðôèçìû, ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî:

b′ ⊗ i∗(vj) � //
_

��

db′ ⊗ i∗(vj)_

��
p∗(b′) ⌣ vj

� // d(p∗(b′) ⌣ vj) p∗(db′) ⌣ vj,

òàê êàê dvj = 0.
Òàê êàê èìåþò ìåñòî ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè B′ ≃ Bn−1 è E ′ ≃

p−1(Bn−1), îòîáðàæåíèå ΦE′ â äèàãðàììå âûøå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè. Äîêàæåì, ÷òî ΦE,E′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äëÿ êàæäîé
âûáðàííîé òî÷êè xα âûáåðåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî Uα, òàêîå ÷òî xα ⊂ Uα ⊂ enα
è îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ p−1(Uα) → Uα òðèâèàëüíî. Ïîëîæèì U =

⋃
α Uα è
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U ′ = U ∩ B′. Ìû èìååì H∗(B,B′) ∼= H∗(U,U ′) â ñèëó âûðåçàíèÿ è, àíàëîãè÷íî,
H∗(E,E ′) ∼= H∗(p−1(U), p−1(U ′)) ∼= H∗(U × F,U ′ × F ). Òîãäà îòîáðàæåíèå ΦE,E′ ïðè-
íèìàåò âèä

ΦE,E′ : H∗(U,U ′)⊗R H∗(F )→ H∗(U × F,U ′ × F ).
Ýòî èçîìîðôèçì ñîãëàñíî îòíîñèòåëüíîé âåðñèè ôîðìóëû Êþííåòà. Òåïåðü òîò
ôàêò, ÷òî ΦE ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (äëÿ êîíå÷íîãî êëåòî÷íîãî B) âûòåêàåò èç
5-ëåììû, ïðèìåíåííîé ê äèàãðàììå âûøå.
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êëåòî÷íîãî B ðàññìîòðèì n-ìåðíûé îñòîâ è äèãðàììó

H∗(B)⊗R H∗(F ) //

Φ
��

H∗(Bn)⊗R H∗(F )

Φn

��
H∗(E) // H∗(p−1(Bn)).

Çäåñü ãîðèçîíòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè â ðàçìåðíîñòÿõ ìåíü-
øå n, à îòîáðàæåíèå Φn ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ñîãëàñíî êîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, Φ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì â ðàçìåðíîñòÿõ ìåíüøå n. Òàê êàê ýòî
âåðíî äëÿ ëþáîãî n, äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êëåòî÷íîãî B çàâåðøåíî. □

3.2. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ. Ïóñòü ξ � âåùå-
ñòâåííîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå p : E → B. Åãî ïðîåêòèâèçàöèåé íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî RP (ξ) = {ℓ ∈ Ex} âñåõ îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âî âñåõ ñëîÿõ ðàññëî-
åíèÿ ξ. Èìååòñÿ ïðîåêöèÿ RP (p) : RP (ξ)→ B, ïåðåâîäÿùàÿ ℓ ∈ Ex â x. Ñëîåì ýòîé
ïðîåêöèè íàä x ∈ B ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ñëîÿ Ex. Ìíîæåñòâî RP (ξ)
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì äîïîëíåíèÿ äî íóëåâîãî ñå÷åíèÿ â E, òåì
ñàìûì íà í¼ì ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ. Òðèâèàëèçàöèè p−1(Uα) → Uα × Rn ðàññëîåíèÿ
ξ îïðåäåëÿþò òðèâèàëèçàöèè RP (p)−1(Uα) → Uα × RP n−1 è òåì ñàìûì çàäàþò íà
RP (ξ) ñòðóêòóðó ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä B ñî ñëîåì RP n−1.
Íàä RP (ξ) îïðåäåëåíî òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå γ(ξ), ñëîåì êîòî-

ðîãî íàä ℓ ∈ Ex ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ℓ (åñëè B = pt , òî γ(ξ) ïðåâðàùàåòñÿ â òàâòîëîãè-
÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä RP n−1).
Â ñèëó òåîðåìû 2.15 òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå γ(ξ) êëàññèôèöèðóåòñÿ íåêîòî-

ðûì îòîáðàæåíèåì f : RP (ξ) → RP∞, ò. å. γ(ξ) = f ∗(γ1R), ãäå γ
1
R � òàâòîëîãè÷åñêîå

ðàññëîåíèå íàä RP∞. Ìû èìååì H∗(RP∞;Z2) ∼= Z2[v], ãäå v ∈ H1(RP∞;Z2) � îáðà-
çóþùàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñ ðàññëîåíèåì ξ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàí êëàññ êîãî-
ìîëîãèé vξ = f ∗(v) ∈ H1(RP (ξ);Z2).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ξ � âåùåñòâåííîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä êëåòî÷-
íûì ïðîñòðàíñòâîì B. Òîãäà êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(RP (ξ);Z2) èçîìîðôíî ôàêòîð-
êîëüöó êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â H∗(B;Z2) oò îäíîé îáðàçóþùåé
vξ ∈ H1(RP (ξ);Z2) ïî åäèíñòâåííîìó ñîîòíîøåíèþ

(5) vnξ + w1(ξ) · vn−1
ξ + . . .+ wn−1(ξ) · vξ + wn(ξ) · 1 = 0,

ãäå êëàññû wi(ξ) ∈ H i(B;Z2), i = 1, . . . , n, îïðåäåëÿþòñÿ ðàññëîåíèåì ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëåðå�Õèðøà (òåîðåìó 3.1) ê ðàññëîåíèþ RP (ξ)
íàä B ñî ñëîåì RP n−1. Ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, à äëÿ
ïðîâåðêè âòîðîãî óñëîâèÿ çàìåòèì ñëåäóþùåå. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 2.15, êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå f : RP (ξ) → RP∞ òàâòîëîãè÷åñêîãî
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ðàññëîåíèÿ γ(ξ) çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì g : Eγ(ξ) → R∞, êîòîðîå ëèíåéíî íà ñëî-
ÿõ. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f íà ñëîé ðàññëîåíèÿ RP (ξ) åñòü ñòàíäàðò-
íîå âëîæåíèå RP n−1 ↪→ RP∞. Åñëè i : RP n−1 ↪→ RP (ξ) � âëîæåíèå ñëîÿ, òî
i∗(vξ) = i∗(f ∗(v)) = v � îáðàçóþùàÿ ãðóïïû H1(RP n−1;Z2) ∼= Z2. Òîãäà i

∗(vjξ) = vj �

îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Hj(RP n−1;Z2) ∼= Z2 äëÿ j = 1, . . . , n− 1.
Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî H∗(RP (ξ);Z2) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì íàä

H∗(B;Z2) ñ îáðàçóþùèìè 1, vξ, . . . , v
n−1
ξ . Ñîîòíîøåíèå (5) � ýòî ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà

−vnξ ïî áàçèñó 1, vξ, . . . , v
n−1
ξ , à êëàññû wi(ξ) � êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè. □

Êëàññû wi(ξ) ∈ H i(B;Z2), i = 1, . . . , n, çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèåì (5), íàçûâà-
þòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êëàññàìè Øòèôåëÿ�Óèòíè n-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ. Òàêæå ôîðìàëüíî ïîëîæèì w0(ξ) = 1.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâèçàöèÿ CP (ξ) êîìïëåêñíîãî n-

ìåðíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ êîìïëåêñíûõ îäíîìåðíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ â ñëîÿõ. Íàä CP (ξ) îïðåäåëåíî òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëî-
åíèå γ(ξ), êîòîðîå êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì f : CP (ξ) → CP∞. Ìû èìå-
åì H∗(CP∞;Z) ∼= Z[v], íî, â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ, îáðàçóþùàÿ v ∈
H2(CP∞;Z) îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî (èìååòñÿ äâå îáðàçóþùèå, îòëè÷àþùèåñÿ çíà-
êîì). Âûáîð ýòîé îáðàçóþùåé îïðåäåëÿåò âèä ìíîãèõ ïîñëåäóþùèõ ôîðìóë. Ìû
âîçüì¼ì â êà÷åñòâå îáðàçóþùåé v ∈ H2(CPN) êëàññ êîãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ïî
Ïóàíêàðå ê ãèïåðïëîñêîñòè CPN−1 ⊂ CPN ñ êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèåé, ïðîèñõîäÿ-
ùåé èç êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû. Â êà÷åñòâå îáðàçóþùåé v ∈ H2(CP∞) ìû âûáåðåì
òó, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ íà v ∈ H2(CPN) ïðè îòîáðàæåíèè êîãîìîëîãèé, èíäóöè-
ðîâàííîì âëîæåíèåì CPN ↪→ CP∞. Òàêèì îáðàçîì, ñ êîìïëåêñíûì ðàññëîåíèåì ξ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàí êëàññ êîãîìîëîãèé vξ = f ∗(v) ∈ H2(CP (ξ);Z).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3.2.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ξ � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä êëåòî÷-
íûì ïðîñòðàíñòâîì B. Òîãäà êîëüöî H∗(CP (ξ);Z) èçîìîðôíî ôàêòîðêîëüöó êîëüöà
ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â H∗(B;Z) oò îäíîé îáðàçóþùåé vξ ∈ H2(CP (ξ);Z)
ïî åäèíñòâåííîìó ñîîòíîøåíèþ

(6) vnξ + c1(ξ) · vn−1
ξ + . . .+ cn−1(ξ) · vξ + cn(ξ) · 1 = 0,

ãäå êëàññû ci(ξ) ∈ H2i(B;Z), i = 1, . . . , n, îïðåäåëÿþòñÿ ðàññëîåíèåì ξ.

Êëàññû ci(ξ) ∈ H2i(B;Z), i = 1, . . . , n, çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèåì (6), íàçûâàþòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êëàññàìè ×æåíÿ n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ðàññëî-
åíèÿ ξ. Òàêæå ôîðìàëüíî ïîëîæèì c0(ξ) = 1.
Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè è ×æåíÿ îïèñûâàþòñÿ

ñëåäóþùåé òåîðåìîé (êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì äëÿ êëàññîâ ×æåíÿ; ôîðìóëèðîâêà
è äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè àáñîëþòíî àíàëîãè÷íû).

Òåîðåìà 3.4. Èìååì

à) ci(ξ) = 0, åñëè i > dim ξ;
á) ci(f

∗ξ) = f ∗ci(ξ), ãäå f ∗ξ � ðàññëîåíèå, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåì
f : B′ → B;

â) ci(ξ ⊕ η) =
∑

j+k=i cj(ξ)ck(η) (ôîðìóëà Óèòíè);

ã) c1(γ
1) = −v äëÿ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γ1 íàä CP n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî à) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà á) ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè f : CP (f ∗ξ)→ CP (ξ) � îòîáðà-

æåíèå ïðîåêòèâèçàöèé, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåì f : B′ → B, òî vf∗ξ = f
∗
(vξ)

ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà vξ ∈ H2(CP (ξ)). Çàïèøåì (6) äëÿ ðàññëîåíèÿ f ∗ξ:

0 = vnf∗ξ + c1(f
∗ξ) · vn−1

f∗ξ + . . .+ cn(f
∗ξ) · 1 = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíèâ f
∗
ê (6) äëÿ ξ, ïîëó÷èì

0 = f
∗
(vnξ + c1(ξ) · vn−1

ξ + . . .+ cn(ξ) · 1) = vnf∗ξ + f ∗c1(ξ) · vn−1
f∗ξ + . . .+ f ∗cn(ξ) · 1.

Òàê êàê 1, vf∗ξ, . . . , v
n−1
f∗ξ � áàçèñ ñâîáîäíîãî H∗(B′)-ìîäóëÿ H∗(CP (f ∗ξ)), èç ñðàâíå-

íèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ïîñëåäíèõ äâóõ ôîðìóëàõ ïîëó÷àåì ci(f
∗ξ) = f ∗ci(ξ).

Äîêàæåì â). Ïóñòü dim ξ = n, dim η = m. Ðàññìîòðèì âëîæåíèÿ iξ : CP (ξ) ↪→
CP (ξ ⊕ η) è iη : CP (η) ↪→ CP (ξ ⊕ η), èíäóöèðîâàííûå âëîæåíèåì ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ
â ξ ⊕ η. Ïðè ýòèõ âëîæåíèÿõ òàâòîëîãè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ íàä ïðîåêòèâèçàöèÿìè
îãðàíè÷èâàþòñÿ äðóã íà äðóãà: i∗ξγ(ξ ⊕ η) = γ(ξ), i∗ηγ(ξ ⊕ η) = γ(η). Ñëåäîâàòåëüíî,
i∗ξvξ⊕η = vξ, i

∗
ηvξ⊕η = vη.

Èìååì äåôîðìàöèîííûå ðåòðàêöèè

U = CP (ξ ⊕ η) \ CP (ξ) ≃−→ CP (η), V = CP (ξ ⊕ η) \ CP (η) ≃−→ CP (ξ),

êîòîðûå çàäàþòñÿ ïîñëîéíî êàê ðåòðàêöèè CPm+n−1 \ CPm−1 ≃−→ CP n−1.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå â H∗(CP (ξ ⊕ η)):

m+n∑
i=0

( ∑
j+k=i

cj(ξ)ck(η) · vm+n−i
ξ⊕η

)
︸ ︷︷ ︸

a

=
( n∑
j=0

cj(ξ) · vn−jξ⊕η

)
︸ ︷︷ ︸

a1

( m∑
k=0

ck(η) · vm−k
ξ⊕η

)
︸ ︷︷ ︸

a2

.

Ðàññìîòðèì ôðàãìåíò òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû (CP (ξ ⊕ η), V ):

H∗(CP (ξ ⊕ η), V ) −→ H∗(CP (ξ ⊕ η))
i∗ξ−→ H∗(V ) ∼= H∗(CP (ξ))

ã1 7→ a1 7→ 0

Ìû èìååì i∗ξ(a1) =
∑n

j=0 cj(ξ) · v
n−j
ξ = 0 â ñèëó (6). Ïîýòîìó ýëåìåíò a1 íàêðûâàåòñÿ

ýëåìåíòîì ã1 ∈ H∗(CP (ξ ⊕ η), V ). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïàðû (CP (ξ ⊕ η), U) ïîëó÷àåì

H∗(CP (ξ ⊕ η), U) −→ H∗(CP (ξ ⊕ η))
i∗η−→ H∗(U) ∼= H∗(CP (η))

ã2 7→ a2 7→ 0

Èç åñòåñòâåííîñòè êîãîìîëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèà-
ãðàììó

H∗(CP (ξ ⊕ η), U)×H∗(CP (ξ ⊕ η), V ) H∗(CP (ξ ⊕ η), U ∪ V ) ã1ã2

H∗(CP (ξ ⊕ η))×H∗(CP (ξ ⊕ η)) H∗(CP (ξ ⊕ η)) a1a2

⌣

⌣

ãäå âåðõíåå îòîáðàæåíèå � îòíîñèòåëüíîå êîãîìîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå. Íî U ∪
V = CP (ξ⊕ η), ïîýòîìó H∗(CP (ξ⊕ η), U ∪V ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ã1ã2 = 0, à çíà÷èò
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è a = a1a2 = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîîòíîøåíèå (6) äëÿ ξ ⊕ η äà¼ò
m+n∑
i=0

ci(ξ ⊕ η) · vm+n−i
ξ⊕η = 0.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíò ïðè vm+n−i
ξ⊕η â ýòîì ñîîòíîøåíèè ñ òåì æå êîýôôèöèåíòîì â

ñîîòíîøåíèè a = 0, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî 1, vξ⊕η, . . . , v
m+n−1
ξ⊕η � áàçèñ, ïîëó÷àåì ci(ξ⊕η) =∑

j+k=i cj(ξ)ck(η).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ã) çàìåòèì, ÷òî CP (γ1)→ CP n � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå,
òàê êàê γ1 îäíîìåðíî. Ïîýòîìó vγ1 = v ∈ H2(CP n) � âûáðàííàÿ îáðàçóþùàÿ, è
ñîîòíîøåíèå (6) ïðèíèìàåò âèä v + c1(γ

1) = 0. □

Ïîëíûì êëàññîì ×æåíÿ êîìïëåêñíîãî n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàçûâàåòñÿ (íåîä-
íîðîäíûé) ýëåìåíò

c(ξ) = 1 + c1(ξ) + . . .+ cn(ξ) ∈ H∗(B).

Ôîðìóëó Óèòíè èç òåîðåìû 3.4 â) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

c(ξ ⊕ η) = c(ξ)c(η).

Ðàññëîåíèÿ ξ è η íàçûâàþòñÿ ñòàáèëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ξ⊕Ck ∼= η⊕Cl äëÿ
íåêîòîðûõ k, l. Â ÷àñòíîñòè, ξ íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíî òðèâèàëüíûì, åñëè ξ⊕Ck ∼= Cl.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Åñëè ξ è η ñòàáèëüíî ýêâèâàëåíòíû, òî c(ξ) = c(η). Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè ξ ñòàáèëüíî òðèâèàëüíî, òî c(ξ) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ξ ∼= Ck (òðèâèàëüíî), òî c(ξ) = 1. Ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä B êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì B → pt
è óòâåðæäåíèÿ á) òåîðåìû 3.4. Òåïåðü ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû Óèòíè. □

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü ξ è η � îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ íàä B.
Òîãäà

c1(ξ ⊗ η) = c1(ξ) + c1(η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé B = CP∞ × CP∞, ξ = p∗1γ, η = p∗2γ,
ãäå γ � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä CP∞, p1, p2 : CP∞ × CP∞ � ïðîåêöèè. Ìû
èìååì H∗(CP∞×CP∞) ∼= Z[v1, v2] è c1(ξ⊗ η) = k1v1 + k2v2, k1, k2 ∈ Z. Äëÿ âëîæåíèÿ
i1 : CP∞ × pt ↪→ CP∞ × CP∞ èìååì i∗1(ξ ⊗ η) = γ. Ñëåäîâàòåëüíî, i∗1(c1(ξ ⊗ η)) =
c1(γ) = −v è k1 = −1. Àíàëîãè÷íî, äëÿ âëîæåíèÿ i2 : pt×CP∞ ↪→ CP∞×CP∞ èìååì
i∗2(c1(ξ⊗η)) = c1(γ) = −v è k2 = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, c1(ξ⊗η) = −v1−v2 = c1(ξ)+c1(η).
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ξ, η âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêòîðèàëüíîñòüþ. Ïóñòü ξ êëàñ-

ñèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì f : B → CP∞, à η êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì
g : B → CP∞. Ïîëîæèì h = (f, g) : B → CP∞ × CP∞, òîãäà ξ = f ∗γ = h∗(p∗1γ) è
η = g∗γ = h∗(p∗2γ). Ìû èìååì

c1(ξ ⊗ η) = c1
(
h∗(p∗1γ)⊗ h∗(p∗2γ)

)
= h∗

(
c1((p

∗
1γ)⊗ (p∗2γ))

)
= h∗

(
c1(p

∗
1γ) + c1(p

∗
2γ)

)
=

= c1(h
∗(p∗1γ)) + c1(h

∗(p∗2γ)) = c1(ξ) + c1(η). □

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû îáñóäèì, êàê âûâîäèòü ôîðìóëû äëÿ êëàññîâ ×æåíÿ
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàññëîåíèé.
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3.3. Ïðèíöèï ðàñùåïëåíèÿ. Ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ. Åäèíñòâåííîñòü õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ. Ïðèíöèï ðàñùåïëåíèÿ, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî âñå ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ, âûïîëíÿåìûå äëÿ ðàññëîå-
íèé, ðàñùåïëÿþùèõñÿ â ñóììó îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé, âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ ëþáûõ
ðàññëîåíèé. Â îñíîâå ýòîãî ïðèíöèïà ëåæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü ξ � n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå íàä êëåòî÷íîé áàçîé B.
Òîãäà ñóùåñòâóåò B′ è îòîáðàæåíèå f : B′ → B, òàêîå ÷òî f ∗ξ = λ1 ⊕ . . . ⊕ λn
(ñóììà îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé) è f ∗ : H∗(B)→ H∗(B′) � ìîíîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó èíäóöèðîâàííûõ ðàññëîåíèé:

γ1 ⊕ γ2 ⊕ . . .⊕ γn → . . . → γ1 ⊕ γ2 ⊕ ξ2 → γ1 ⊕ ξ1 → ξ0 = ξ
↓ ↓ ↓ ↓

Bn = CP (ξn−1)
fn−→ . . . → B2 = CP (ξ1)

f2−→ B1 = CP (ξ0)
f1−→ B0 = B

Çäåñü fi � ïðîåêöèÿ ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèÿ ξi−1 íàä Bi−1. Íà ïåðâîì øàãå ìû
èíäóöèðóåì ðàññëîåíèå íàä CP (ξ0) ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ f1. Ýòî èíäóöèðîâàí-
íîå ðàññëîåíèå f ∗

1 ξ0 ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäðàññëîåíèÿ îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå γ1 �
òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä CP (ξ0). Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê γ1 â f ∗

1 ξ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ξ1, òàê ÷òî f

∗
1 ξ0 = γ1⊕ ξ1. Íà âòîðîì øàãå ìû èíäóöèðóåì ðàññëîåíèå íàä

CP (ξ1) ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ f2. Ýòî èíäóöèðîâàííîå ðàññëîåíèå f
∗
2 (γ1 ⊕ ξ1) ñî-

äåðæèò â êà÷åñòâå ïîäðàññëîåíèé óæå äâà îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèÿ � ðàññëîåíèå f ∗
2γ1,

êîòîðîå ìû ïðîäîëæàåì îáîçíà÷àòü γ1, è òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä CP (ξ1),
êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì γ2. Èõ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ2. È òàê
äàëåå. Íà ïîñëåäíåì, n-øàãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî γn � ýòî òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå
íàä CP (ξn−1). Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé fi èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì â êîãîìîëîãè-
ÿõ â ñèëó òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü
B′ = Bn è f = f1 ◦ . . . ◦ fn. □

Áîëåå ÿâíî êîíñòðóêöèþ îòîáðàæåíèÿ f : B′ → B è ðàñùåïëåíèÿ f ∗ξ = λ1⊕. . .⊕λn
èç òåîðåìû 3.7 ìîæíî îïèñàòü íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî (ïîëíûì) ôëàãîì â Cn íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ

U1 ⊂ U2 ⊂ . . . ⊂ Un−1 ⊂ Un = Cn, dimUi = i.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôëàãîâ â Cn ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè
n(n−1)

2
. Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ôëàãîâ è îáîçíà÷àåòñÿ Fl(Cn). Íàä ìíîãîîá-

ðàçèåì Fl(Cn) èìååòñÿ n òàâòîëîãè÷åñêèõ ðàññëîåíèé γ1, . . . , γn, dim γi = i; ñëîåì
ðàññëîåíèÿ γi íàä äàííûì ôëàãîì ÿâëÿåòñÿ åãî i-å ïîäïðîñòðàíñòâî Ui (òàê ÷òî ðàñ-
ñëîåíèå γn òðèâèàëüíî).
Ôëàãèçàöèåé n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Fl(ξ) âñåõ ôëàãîâ âî âñåõ ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ ξ. Ïðîåêöèÿ Fl(ξ)→ B ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì Fl(Cn). Íàä ìíîãîîáðàçèåì Fl(ξ) èìååòñÿ n
òàâòîëîãè÷åñêèõ ðàññëîåíèé γ1, . . . , γn, dim γi = i.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü ξ � n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå íàä êëåòî÷íîé áàçîé B
è ïóñòü f : Fl(ξ)→ B � ïðîåêöèÿ ôëàãèçàöèè ðàññëîåíèÿ ξ. Òîãäà

f ∗ξ ∼= γ1 ⊕ (γ2/γ1)⊕ . . .⊕ (γn/γn−1)

è f ∗ : H∗(B)→ H∗(Fl(ξ)) � ìîíîìîðôèçì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êîíñòðóêöèè ïðîñòðàíñòâà B′ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.7
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà â B′ çàäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì âûáîðîì n îäíîìåðíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ℓ1 ⊂ Ex, ℓ2 ⊂ Ex/ℓ1, . . . , ℓn ⊂ Ex/(ℓ1⊕. . .⊕ℓn−1) â ñëîå Ex ∼= Cn ðàññëîåíèÿ ξ.
Êàæäûé òàêîé íàáîð n îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ çàäà¼ò ôëàã U1 ⊂ U2 ⊂ . . . ⊂ Un
â Ex, ãäå Ui = ℓ1 ⊕ . . . ⊕ ℓi. Îáðàòíî, êàæäûé ôëàã U1 ⊂ U2 ⊂ . . . ⊂ Un â Ex çà-
äà¼ò íàáîð îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ℓi = Ui/Ui−1. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî B′ èç
òåîðåìû 3.7 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Fl(ξ), à îäíîìåðíûå ðàññëîåíèÿ γ1, γ2, . . . , γn íàä B

′

îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ðàññëîåíèÿìè γ1, γ2/γ1, . . . , γn/γn−1 íàä Fl(ξ). □

Àíàëîãè òåîðåì 3.7 è 3.8 èìååò ìåñòî è äëÿ âåùåñòâåííûõ ðàññëîåíèé è êîãîìîëî-
ãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2.
Ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ.

Òåîðåìà 3.9. Êàæäîìó êîìïëåêñíîìó âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ ξ íàä êëåòî÷íîé áà-
çîé B ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü íàáîð êëàññîâ ci(ξ) ∈ H2i(B),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì à)�ã) èç òåîðåìû 3.4.
Àíàëîãè÷íî, êàæäîìó âåùåñòâåííîìó âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ ξ íàä êëåòî÷-

íîé áàçîé B ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü íàáîð êëàññîâ wi(B) ∈
H i(B;Z2), óäîâëåòâîðÿþùèõ àíàëîãàì ñâîéñòâ à)�ã) èç òåîðåìû 3.4 äëÿ êëàññîâ
Øòèôåëÿ�Óèòíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà à) è ã) îäíîçíà÷íî çàäàþò êëàññû ci äëÿ óíèâåðñàëüíîãî
îäíîìåðíîãî ðàññëîåíèÿ γ1 íàä CP∞. Òîãäà câîéñòâî á) îäíîçíà÷íî çàäà¼ò êëàññû
ci äëÿ ëþáîãî îäíîìåðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä B, òàê êàê òàêîå ðàññëîåíèå êëàññèôè-
öèðóåòñÿ íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì f : B → CP∞. Äàëåå, ñâîéñòâî â) îäíîçíà÷íî
çàäà¼ò êëàññû ci äëÿ ñóìì îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé. Òîãäà èç ïðèíöèïà ðàñùåïëåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî êëàññû ci îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî äëÿ ëþáûõ ðàññëîåíèé íàä êëåòî÷-
íîé áàçîé B. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè {c′i ∈ H2i(B)} � äðóãîé íàáîð êëàññîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì à)�ã), òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : B′ → B èç òåîðåìû 3.7 èìååì
f ∗(c′i(ξ)) = c′i(f

∗ξ) = ci(f
∗ξ) = f ∗(ci(ξ)) â H

2i(B′), òàê êàê f ∗ξ � ñóììà îäíîìåð-
íûõ ðàññëîåíèé. Òàê êàê f ∗ : H∗(B)→ H∗(B′) � ìîíîìîðôèçì, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
c′i(ξ) = ci(ξ). □

Åñëè ξ = λ1 ⊕ . . .⊕ λn � ñóììà îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé, òî

(7) c(ξ) = (1 + t1) · . . . · (1 + tn), ãäå ti = c1(λi).

Îòñþäà ci(ξ) = σi(t1, . . . , tn) � i-é ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò
t1, . . . , tn. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï ðàñùåïëåíèÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå êëàññû n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ êàê ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò ôîð-
ìàëüíûõ ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn.

Ïðèìåð 3.10. Ïîëó÷èì íà îñíîâå ïðèíöèïà ðàñùåïëåíèÿ ôîðìóëó äëÿ ïåðâî-
ãî êëàññà ×æåíÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðàññëîåíèé. Ïóñòü dim ξ = n è
dim η = m. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ξ = λ1 ⊕ . . . ⊕ λn è η = µ1 ⊕ . . . ⊕ µm (ñóììû
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îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé). Òîãäà

c1(ξ ⊗ η) = c1

( n⊕
i=1

λi ⊗
m⊕
j=1

µj

)
= c1

(⊕
i,j

(λi ⊗ µj)
)
=

∑
i,j

c1(λi ⊗ µj) =

=
∑
i,j

(c1(λi) + c1(µj)) = m

n∑
i=1

c1(λi) + n

m∑
j=1

c1(µj) = mc1(ξ) + nc1(η),

ãäå â òðåòüåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Óèòíè äëÿ c1, à â ÷åòâ¼ð-
òîé � ôîðìóëîé äëÿ c1 îò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé (ïðåä-
ëîæåíèå 3.6).

3.4. Êîãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèé Ãðàññìàíà. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî êîëüöî
êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà Gk(CN) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè ×æåíÿ òàâ-
òîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γkN è îïèøåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè êëàññàìè. Îò-
ñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî êîëüöî êîãîìîëîãèé áåñêîíå÷íîìåðíîãî ãðàññìàíèàíà
Gk(C∞) = BU (n) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè c1(γ

k), . . . , ck(γ
k) áåç ñîîòíîøåíèé, ò. å.

H∗(BU(n)) ∼= Z[c1, . . . , ck] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ.
Íàðÿäó ñ òàâòîëîãè÷åñêèì ðàññëîåíèåì γkN áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå � (N − k)-ìåðíîå ðàññëîåíèå (γkN)
⊥, ñëîåì êîòîðîãî íàä π ∈ Gk(CN)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå π⊥ ê π â CN . Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ci =
ci(γ

k
N) è c

⊥
j = cj((γ

k
N)

⊥). Òàê êàê γkN ⊕ (γkN)
⊥ ∼= CN , ïîëó÷àåì

c · c⊥ = (1 + c1 + . . .+ ck)(1 + c⊥1 + c⊥2 + . . .) = 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé êëàññ c⊥j ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò êëàññîâ c1, . . . , ck.

Êîëüöî êîãîìîëîãèé Gk(CN) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè c1, . . . , ck, à âñå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó íèìè âûòåêàþò èç ¾ðàçìåðíîñòíûõ¿ ñîîòíîøåíèé c⊥j = 0 ïðè j > N − k.

Òåîðåìà 3.11. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

H∗(Gk(CN)) ∼= Z[c1, . . . , ck]/(c⊥j = 0 ïðè j > N − k).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî îïðåäåë¼í ãîìîìîðôèçì êîëåö

Z[c1, . . . , ck]/(c⊥j = 0 ïðè j > N − k)→ H∗(Gk(CN)),

ïåðåâîäÿùèé ci â ci(γ
k
N) ∈ H∗(Gk(CN)). Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî ýòî � èçîìîð-

ôèçì. Ïðè k = 1 èìååì H∗(G1(CN)) = H∗(CPN−1) ∼= Z[v]/(vN = 0) è c1 = c1(γ
1
N) =

−v. Òîãäà c = 1− v è c⊥ = 1
1−v = 1+ v+ v2 + . . . Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå vN = 0

ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèÿì c⊥j = 0 ïðè j > N − 1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ Gk−1(CN). Ïðîåêòèâèçàöèÿ
CP (γkN) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîåêòâèçàöèåé CP ((γk−1

N )⊥) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
ïðÿìîé ℓ, ëåæàùåé â k-ïëîñêîñòè πk, ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíóþ (k− 1)-ïëîñêîñòü
πk−1, ò. å. πk = ℓ⊕πk−1. Òîãäà ℓ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðÿìóþ â (πk−1)⊥. Îòñþäà
ïîëó÷àåì

CP (γkN) = {ℓ : ℓ ⊂ πk ⊂ CN} = {ℓ : ℓ ⊂ (πk−1)⊥ ⊂ CN} = CP ((γk−1
N )⊥).

Ïóñòü p : CP (γkN)→ Gk(CN) è p⊥ : CP ((γk−1
N )⊥)→ Gk−1(CN) � ïðîåêöèè è ïóñòü γ �

òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP (γkN) = CP ((γk−1
N )⊥). Òîãäà

p∗(γkN) = ξ ⊕ γ, (p⊥)∗((γk−1
N )⊥) = γ ⊕ ζ,
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ãäå ξ � íåêîòîðîå (k − 1)-ìåðíîå, à ζ � (N − k)-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP (γkN) =
CP ((γk−1

N )⊥). Ïðè ýòîì p∗((γkN)
⊥) = ζ è (p⊥)∗(γk−1

N ) = ξ, ò. å.

ξ ⊕ γ ⊕ ζ = p∗(γkN ⊕ (γkN)
⊥) = p∗(CN) = CN .

Ïî òåîðåìå Ëåðå�Õèðøà H∗(CP (γkN)) åñòü ñâîáîäíûé H∗(Gk(CN))-ìîäóëü ñ áàçè-
ñîì 1, v, . . . , vk−1, ãäå v = −c1(γ), è ñîîòíîøåíèåì

(8) vk + p∗(c1(γ
k
N))v

k−1 + . . .+ p∗(ck(γ
k
N)) = 0.

Èç ðàâåíñòâà p∗(γkN) = ξ ⊕ γ ïîëó÷àåì

1 + c1(p
∗γkN) + c2(p

∗γkN) + . . . = (1 + c1(ξ) + c2(ξ) + . . .)(1− v),
òàê ÷òî ñîîòíîøåíèå (8) ìîæíî çàïèñàòü êàê ck(ξ) = 0.
Àíàëîãè÷íî, H∗(CP ((γk−1

N )⊥)) åñòü ñâîáîäíûé H∗(Gk−1(CN))-ìîäóëü ñ áàçèñîì
1, v, . . . , vN−k è ñîîòíîøåíèåì cN−k+1(ζ) = 0.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, H∗(Gk−1(CN)) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè c1(γ

k−1
N ), . . . ,

ck−1(γ
k−1
N ) ñ ñîîòíîøåíèÿìè ci((γ

k−1
N )⊥) = 0 ïðè i > N −k+1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî

H∗(CP ((γk−1
N )⊥)) = H∗(CP (γkN)) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè ci(ξ), c1(γ) = −v è cj(ζ), à âñå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè ïðîèñõîäÿò èç ðàâåíñòâ c(ξ⊕γ⊕ζ) = 1, ci(ξ) = 0 ïðè i ⩾ k
è cj(ζ) = 0 ïðè j ⩾ N − k + 1, ò. å. èç òðèâèàëüíîñòè ðàññëîåíèÿ ξ ⊕ γ ⊕ ζ è ðàçìåð-
íîñòè ðàññëîåíèé ξ, ζ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî H∗(CP (γkN)) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì
íàä ñâîèì ïîäêîëüöîì R, ïîðîæä¼ííûì êëàññàìè c1(ξ ⊕ γ), . . . , ck(ξ ⊕ γ), ñ áàçèñîì
1, v, . . . , vk−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ìîíîìîðôèçìå p∗ : H∗(Gk(CN))→ H∗(CP (γkN))
èìååì p∗(ci(γ

k
N)) = ci(ξ ⊕ γ), òàê ÷òî p∗

(
H∗(Gk(CN))

)
= R è H∗(Gk(CN)) ïîðîæäà-

åòñÿ êëàññàìè c1(γ
k
N), . . . , ck(γ

k
N) ñ ñîîòíîøåíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè èç ðàçìåðíîñòè

ðàññëîåíèÿ (γkN)
⊥. □

Òåïåðü ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíûé ãðàññìàíèàí BU (k) = Gk(C∞).

Òåîðåìà 3.12. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

H∗(BU (k)) ∼= Z[c1, . . . , ck].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ ãîìîìîðôèçìîâ

Z[c1, . . . , ck]→ H∗(Gk(C∞))→ H∗(Gk(CN))
∼=−→ Z[c1, . . . , ck]/(c⊥j = 0 ïðè j > N − k).

Çäåñü ïåðâûé ãîìîìîðôèçì ïåðåâîäèò ci â ci(γ
k), âòîðîé èíäóöèðîâàí âëîæåíèåì

Gk(CN) ↪→ Gk(C∞), à òðåòèé � èçîìîðôèçì èç òåîðåìû 3.11. Ãðàññìàíèàí Gk(CN)
ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì ïîäêîìïëåêñîì â Gk(C∞) îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ íà êëåòêè
Øóáåðòà (òåîðåìà 2.10), ïðè ýòîì 2(N−k)-ìåðíûå îñòîâû Gk(CN) è Gk(C∞) ñîâïàäà-
þò (ïðåäëîæåíèå 2.11). Ïîýòîìó âòîðîé ãîìîìîðôèçì â êîìïîçèöèè âûøå ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì â ðàçìåðíîñòÿõ < 2(N − k). Âñÿ êîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì â ðàçìåðíîñòÿõ ⩽ 2(N − k), òàê êàê ïåðâîå ñîîòíîøåíèå c⊥j = 0 ïîÿâëÿåòñÿ â
ðàçìåðíîñòè 2(N −k+1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé ãîìîìîðôèçì òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçî-
ìîðôèçìîì â ðàçìåðíîñòÿõ < 2(N − k). Òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî N , ïîëó÷àåì,
÷òî Z[c1, . . . , ck]→ H∗(Gk(C∞)) � èçîìîðôèçì. □

Êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ξ íàä êëåòî÷íîé áàçîé B êëàññèôèöèðóåòñÿ
îòîáðàæåíèåì f : B → BU (n), è ìû èìååì ci(ξ) = f ∗(ci). Â ñâÿçè ñ ýòèì êëàñ-
ñû ci ∈ H2i(BU (n)) íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êëàññàìè
×æåíÿ.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ôëàãèçàöèþ óíèâåðñàëüíîãî (òàâòîëîãè÷åñêî-
ãî ðàññëîåíèÿ) γn íàä BU (n) è äà¼ò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ôîðìàëüíûõ
ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn èç ïðèíöèïà ðàñùåïëåíèÿ, ñì. (7).

Òåîðåìà 3.13.

à) Ìû èìååì Fl(γn) ≃ (CP∞)n, ïðè÷¼ì ïðîåêöèÿ ôëàãèçàöèè Fl(γn) → BU (n)
ãîìîòîïíà îòîáðàæåíèþ f : (CP∞)n → BU (n), êëàññèôèöèðóþùåìó äåêàð-
òîâî ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γ1 íàä CP∞.

á) Ãîìîìîðôèçì f ∗ : H∗(BU(n))→ H∗((CP∞)n) èìååò âèä

Z[c1, . . . , cn]→ Z[t1, . . . , tn], ci 7→ σi(t1, . . . , tn),

ò. å. ïåðåâîäèò óíèâåðñàëüíûé êëàññ ×æåíÿ ci â i-é ñèììåòðè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí îò îáðàçóþùèõ t1, . . . , tn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà Fl(γn) ÿâëÿþòñÿ ôëàãè äëèíû n â C∞,
à òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà (CP∞)n ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n ïðÿìûõ â
(C∞)n ∼= C∞. Âçàèìíî îáðàòíûå ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàëåíòíîñòè Fl(γn)→ (CP∞)n

è (CP∞)n → Fl(γn) ñîïîñòàëÿþò ôëàãó íàáîð ïðÿìûõ è îáðàòíî, àíàëîãè÷íî òî-
ìó, êàê ýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.8. Ïîäðîáíîñòè îñòàâèì â êà÷åñòâå
çàäà÷è.
Äîêàæåì á). Ïóñòü pi : (CP∞)n → CP∞ � ïðîåêöèÿ íà i-é ñîìíîæèòåëü, t =

c1(γ
1) ∈ H2(CP∞) è ti = p∗i (t). Òîãäà H∗((CP∞)n) = Z[t1, . . . , tn] è c((γ1)n) =

(1 + t1) · . . . · (1 + tn). Èìååì f ∗(ci) = ci(f
∗γn) = ci((γ

1)n) = σi(t1, . . . , tn). □

Àíàëîãè âñåõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà èìåþò ìåñòî äëÿ êëàññîâ Øòèôåëÿ�
Óèòíè è êîãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè Z2:

Òåîðåìà 3.14. Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

H∗(Gk(RN);Z2) ∼= Z2[w1, . . . , wk]/(w
⊥
j = 0 ïðè j > N − k),

H∗(BO(n);Z2) ∼= Z2[w1, . . . , wn].

3.5. Ïàðàëëåëèçóåìîñòü âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Àëãåá-

ðû ñ äåëåíèåì. Îäíèì èç ïðèëîæåíèé êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè ÿâëÿåòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâî íåñóùåñòâîâàíèÿ àëãåáð ñ äåëåíèåì â ðàçìåðíîñòÿõ, îòëè÷íûõ îò 2k. Êàê
ìû óâèäèì, ýòîò âîïðîñ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ ïàðàëëåëèçóåìîñòüþ âåùåñòâåí-
íûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Êëàññàìè Øòèôåëÿ�Óèòíè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M áóäåì íàçûâàòü êëàññû

Øòèôåëÿ�Óèòíè åãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ: wi(M) = wi(TM).

Ïðåäëîæåíèå 3.15.

à) w(RP n) = (1 + t)n+1 â êîëüöå H∗(RP n;Z2) ∼= Z2[t]/(t
n+1);

á) w(RP n) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 2k − 1 äëÿ öåëîãî k ⩾ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7, èìååì T RP n⊕R ∼= γ⊕(n+1), îòêóäà w(RP n) =
w(γ)n+1 = (1 + t)n+1, ãäå t = w1(γ) ∈ H1(RP n;Z2) � ïåðâûé êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè
òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ.
Äîêàæåì á). Ïóñòü n + 1 = 2k. Òîãäà w(RP n) = (1 + t)2

k
= 1 + t2

k
= 1 â êîëüöå

H∗(RP n;Z2) ∼= Z2[t]/(t
n+1). Ïóñòü òåïåðü n + 1 = 2k · m, ãäå m > 1 íå÷¼òíî. Òîãäà

w(RP n) = (1 + t)2
k·m = (1 + t2

k
)m = 1 +mt2

k
+ . . . ̸= 1, òàê êàê t2

k ̸= 0. □
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Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëèçóåìûì, åñëè åãî êàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî.

Ñëåäñòâèå 3.16. Åñëè RP n ïàðàëëåëèçóåìî, òî n = 2k − 1 äëÿ öåëîãî k ⩾ 0.

Òåîðåìà 3.17 (Øòèôåëü). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà Rn ñóùåñòâóåò áèëèíåéíîå
óìíîæåíèå m : Rn×Rn → Rn áåç äåëèòåëåé íóëÿ (àññîöèàòèâíîñòü è ñóùåñòâîâà-
íèå åäèíèöû íå ïðåäïîëàãàåòñÿ). Òîãäà RP n−1 ïàðàëëåëèçóåìî, ò. å. n = 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rn. Òîãäà ri : y 7→ m(y, ei)
çàäà¼ò èçîìîðôèçì Rn → Rn, òàê êàê óìíîæåíèå m áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ðàññìîòðèì
èçîìîðôèçìû vi = ri◦r−1

1 : Rn → Rn. Òîãäà v1(x), v2(x), . . . , vn(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû
ïðè x ̸= 0 è v1 = id. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 = λ1v1(x) + . . .+ λnvn(x), òî 0 = λ1r1(y) +
. . .+λnrn(y) = m(y, λ1e1+ . . .+λnen), ãäå y = r−1

1 (x) ̸= 0, îòêóäà λ1e1+ . . .+λnen = 0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîðôèçìû ðàññëîåíèé

ṽi : γ → γ⊥, (ℓ, x) 7→ (ℓ⊥, prℓ⊥ vi(x)),

ãäå x ∈ ℓ ⊂ Rn, à prℓ⊥ vi(x) � ïðîåêöèÿ âåêòîðà vi(x) íà ℓ
⊥. Òîãäà prℓ⊥ v1(x) = 0, à

âåêòîðû prℓ⊥ v2(x), . . . , prℓ⊥ vn(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû â ℓ⊥ ïðè x ̸= 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ṽ2, . . . , ṽn ñóòü (n − 1) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ Hom(γ, γ⊥) =
T RP n−1. Ïîýòîìó ýòî ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî. □

Ïðîñòðàíñòâà RP 0 = pt , RP 1, RP 3 è RP 7 ïàðàëëåëèçóåìû, òàê êàê íà R, R2,
R4 è R8 èìååòñÿ áèëèíåéíîå óìíîæåíèå áåç äåëèòåëåé íóëÿ (âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàòåðíèîíû è îêòîíèîíû Êýëè, ñîîòâåòñòâåííî). Ïðè k ⩾ 4

ïðîñòðàíñòâî RP 2k−1 íå ïàðàëëåëèçóåìî, è ïîýòîìó äðóãèõ áèëèíåéíûõ óìíîæåíèé
áåç äåëèòåëåé íóëÿ íà Rn íåò. Ýòîò ôàêò áûë äîêàçàí â 1960 ãîäó Äæ. Àäàìñîì
ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè.

3.6. Ïðåïÿòñòâèÿ ê âëîæåíèÿì è ïîãðóæåíèÿì ìíîãîîáðàçèé. Åù¼ îäíî ïðè-
ëîæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
ïðåïÿòñòâèé ê âëîæåíèÿì è ïîãðóæåíèÿì ìíîãîîáðàçèé â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé f : M → N íàçûâàåòñÿ

ïîãðóæåíèåì (îáîçíà÷àåòñÿ M ↬ N), åñëè åãî äèôôåðåíöèàë Dxf : TxM → Tf(x)N
èíúåêòèâåí â êàæäîé òî÷êå x ∈M . Ïîãðóæåíèå f : M → N íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç f(M) (â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàí-
íîé èç N). Åñëè M êîìïàêòíî, òî ïîãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî èíúåêòèâíî.
Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν = ν(M ↬ N) ïîãðóæåíèÿ f : M ↬ N îïðåäåëÿåòñÿ

êàê (f ∗T N)/TM . Ââåäÿ ðèìàíîâó ìåòðèêó íà T N , ñëîé ðàññëîåíèÿ ν(M ↬ N) â
òî÷êå x ∈M ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ïîäïðîñòðàíñòâó
Dxf(TxM) â Tf(x)N . Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

f ∗T N ∼= TM ⊕ ν(M ↬ N).

Èç äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èçâåñòíà

Òåîðåìà 3.18 (Óèòíè). Ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè n > 1
ìîæíî âëîæèòü â R2n è ïîãðóçèòü â R2n−1.
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Êîãäà Mn ìîæíî ïîãðóçèòü â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè?
Ïóñòü çàäàíî ïîãðóæåíèåMn ↬ Rn+k ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì ν. Òîãäà ìû èìååì
TM ⊕ ν = Rn+k, îòêóäà w(M) · w(ν) = 1. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êëàññ w(ν) íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ÷åðåç w⊥(M). Îí çàâèñèò òîëüêî îò õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ ìíîãîîáðàçèÿ M , òàê êàê èìååò ìåñòî ôîðìóëà ôîðìàëüíîãî
îáðàùåíèÿ

w⊥(M) = 1 + w⊥
1 (M) + w⊥

2 (M) + . . . =
1

1 + w1(M) + w2(M) + . . .

Íàïðèìåð,

w⊥
1 (M) = −w1(M), w⊥

2 (M) = w2
1(M)− w2(M),

w⊥
3 (M) = −w3

1(M) + 2w1(M)w2(M)− w3(M), . . .

(ïðè ôîðìàëüíîì îáðàùåíèè ðÿäà íåêîòîðîå ñëàãàåìûå ïîëó÷àþòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ,
êàê â ôîðìóëàõ âûøå, íî òàê êàê ìû ðàáîòàåì ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2, ýòè çíàêè
ìîæíî îïóñòèòü). Òàê êàê ðàññëîåíèå ν = ν(Mn ↬ Rn+k) èìååò ðàçìåðíîñòü k, ìû
ïîëó÷àåì w⊥

i (M) = 0 ïðè i > k. Ýòî ìîæåò äàâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà k.

Ïðèìåð 3.19. Ðàññìîòðèì M = RP 9. Òîãäà

w(RP 9) = (1 + t)10 = 1 + t2 + t8, w⊥(RP 9) =
1

1 + t2 + t8
= 1 + t2 + t4 + t6.

Òàê êàê w⊥
6 (RP 9) ̸= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî RP 9 íåëüçÿ ïîãðóçèòü â R9+5 = R14. Ñîãëàñíî

òåîðåìå Óèòíè, RP 9 ïîãðóæàåòñÿ â R17.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿ îöåíêà èç òåîðåìû Óèòíè îêàçûâàåòñÿ òî÷íîé.

Òåîðåìà 3.20 (Ìèëíîð). Ìíîãîîáðàçèå RP 2k íåëüçÿ ïîãðóçèòü â R2k+1−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì

w(RP 2k) = (1 + t)2
k+1 = (1 + t)2

k

(1 + t) = (1 + t2
k

)(1 + t) = 1 + t+ t2
k

,

w⊥(RP 2k) = 1 + t+ t2 + . . .+ t2
k−1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå RP 2k ↬ R2k+1−2. Òîãäà åãî íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå ν èìååò ðàçìåðíîñòü 2k+1 − 2− 2k = 2k − 2. Íî w2k−1(ν) = w⊥

2k−1
(RP 2k) =

t2
k−1 ̸= 0. Ïðîòèâîðå÷èå. □

Ñðàâíèâàÿ ñ ïðèìåðîì 3.19, ïîëó÷àåì, ÷òî íå òîëüêî RP 9, íî äàæå RP 8 íåëüçÿ
ïîãðóçèòü â R14. Â îáùåì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïîãðóæåíèÿ
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RP n ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ íå
ðåøåíà äî ñèõ ïîð.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

3.21. Ïóñòü ξ, γ � êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàí-
ñòâîì B, ïðè÷¼ì γ îäíîìåðíî. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññëîåíèÿ CP (ξ ⊗ γ) è CP (ξ) èçî-
ìîðôíû. Òî æå äëÿ âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è ïðîåêòèâèçàöèé.

3.22. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå q : CP n → CP n/CP n−1 ∼= S2n. Äîêàæèòå, ÷òî q∗α =
vn, ãäå α ∈ H2n(S2n) � ñòàíäàðòíàÿ îáðàçóþùàÿ, ïðîèñõîäÿùàÿ èç îðèåíòàöèè CP n,
à v ∈ H2(CP n) � êëàññ, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê [CP n−1] ∈ H2n−2(CP n).
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3.23. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ îòíîñèòåëüíóþ âåðñèþ òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà. Ïóñòü äà-

íà ïàðà ëîêàëüíî òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé (F, F ′)
i−→ (E,E ′)

p−→ B íàä îäíîé áàçîé B.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1) Hk(F, F ′;R) � êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûé ñâîáîäíûé R-ìîäóëü äëÿ ëþáîãî k;
2) ñóùåñòâóþò êëàññû vj ∈ H∗(E,E ′;R), òàêèå ÷òî èõ îãðàíè÷åíèÿ i∗(vj) íà

ëþáîé ñëîé (F, F ′) äàþò R-áàçèñ â H∗(F, F ′;R).

Òîãäà H∗(E,E ′;R) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì H∗(B;R)-ìîäóëåì ñ áàçèñîì {vj}.

3.24. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ E → B, äëÿ êîòîðîãî

à) íå âûïîëíåíî âòîðîå èç óñëîâèé òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà (ò. å. H∗(F ;R) ÿâëÿ-
åòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì câîáîäíûì R-ìîäóëåì, íî íå ñóùåñòâóåò íàáîðà
êëàññîâ â H∗(E;R), êîòîðûå îãðàíè÷èâàþòñÿ íà áàçèñ â êîãîìîëîãèÿõ ñëîÿ);

á) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà, íî îòñóòñòâóåò èçîìîðôèçì êîëåö
H∗(E;R) ∼= H∗(B;R)⊗H∗(F ;R).

3.25. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëåö êîãîìîëîãèé óíèòàðíîé è ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé
ãðóïï èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû:

H∗(U(n);Z) ∼= Λ[u1, u2, . . . , un], H∗(SU(n);Z) ∼= Λ[u2, . . . , un], dimui = 2i− 1

(ñïðàâà ñòîÿò âíåøíèå àëãåáðû îò íå÷¼òíîìåðíûõ îáðàçóþùèõ). Óêàçàíèå: èñïîëü-
çóéòå ðàññëîåíèå U(n − 1) → U(n) → S2n−1 è òåîðåìó Ëåðå�Õèðøà. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü î êîãîìîëîãèÿõ ãðóïïû O(n), èñïîëüçóÿ òîò æå ìåòîä?

3.26. Âû÷èñëèòå

à) êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ L(n,m) = CP (γ ⊕ Cm), ãäå γ � òàâòî-
ëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå íàä CP n, à Cm � òðèâèàëüíîå m-ìåðíîå
ðàññëîåíèå íàä CP n;

á) êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ CP (γ⊗i1 ⊕ . . . ⊕ γ⊗ik) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë i1, . . . , ik;

â) ïîëíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ×æåíÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîá-
ðàçèÿ CP (γ⊗i1 ⊕ . . .⊕ γ⊗ik).

3.27. Ïóñòü 0 ⩽ k ⩽ l � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå Ìèëíîðà

Hkl =
{
([z0 : · · · : zk], [w0 : · · · : wl]) ∈ CP k × CP l : z0w0 + . . .+ zkwk = 0

}
.

à) Äîêàæèòå, ÷òî Hkl ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì îáðàçà âëîæåíèÿ Ñåðãå

CP k × CP l ↪→ CP (k+1)(l+1)−1,

([z0 : · · · : zk], [w0 : · · · : wl]) 7→ [z0w0 : · · · : ziwj : · · · : zkwl]

ãèïåðïëîñêîñòüþ H ⊂ CP (k+1)(l+1)−1 îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
á) Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ Hij.

3.28. Ïóñòü ξ � m-ìåðíîå, à η � n-ìåðíîå êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ. Ïîëüçóÿñü
ïðèíöèïîì ðàñùåïëåíèÿ, âûðàçèòå êëàññû ×æåíÿ c2(ξ⊗ η), c1(S2ξ), c2(S

2ξ), c1(Λ
2ξ),

c2(Λ
2ξ) ÷åðåç êëàññû ×æåíÿ ðàññëîåíèé ξ è η. Çäåñü Siξ îáîçíà÷àåò i-ñèììåòðè÷åñêóþ

ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ ξ, à Λiξ îáîçíà÷àåò i-þ âíåøþþ ñòåïåíü.
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3.29. Çàïèøåì ci(ξ) = σi(x1, . . . , xn) (i-ÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ôîðìàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ). Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíûå êëàññû ×æåíÿ ñèììåòðè÷åñêîé è âíåøíåé ñòåïåíè
ðàññëîåíèÿ ξ âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c(Λkξ) =
∏

1⩽i1<...<ik⩽n

(1 + (xi1 + . . .+ xik)), c(Skξ) =
∏

1⩽i1⩽...⩽ik⩽n

(1 + (xi1 + . . .+ xik)).

3.30. Çàäàéòå â ÿâíîì âèäå îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè êîëüöà öåëî÷èñëåííûõ
êîãîìîëîãèé ãðàññìàíèàíîâ G2(C4), G2(C5), G3(C5).

3.31. Äîêàæèòå, ÷òî Fl(γn) ≃ (CP∞)n, ïðè÷¼ì ïðîåêöèÿ ôëàãèçàöèè Fl(γn) →
BU (n) ãîìîòîïíà îòîáðàæåíèþ f : (CP∞)n → BU (n), êëàññèôèöèðóþùåìó äåêàð-
òîâî ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ γ1 íàä CP∞.

3.32. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà Áåòòè (ðàíãè ãðóïï öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé) ìíîãîîá-
ðàçèÿ ôëàãîâ Fl(Cn) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì β2i+1(Fl(Cn)) = 0 è∑

i

β2i(Fl(Cn))t2i =
n−1∏
i=1

(1 + t2 + . . .+ t2i).

3.33. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ Fl(Cn) îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H∗(Fl(Cn);Z) ∼= Z[t1, . . . , tn]/(σ1, . . . , σn),

ãäå dim ti = 2, à σi åñòü i-ÿ ýëåìåíòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò t1, . . . , tn.

3.34. Ïóñòü ξ � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè w(ξ) ̸= 1,
òî ÷èñëî min{i : wi(ξ) ̸= 0} åñòü ñòåïåíü äâîéêè.

3.35. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ξ ÷èñëî min{i : ci(ξ) ̸= 0} ìîæåò
áûòü ëþáûì.

3.36. Ïóñòü γ � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä RP∞. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ζ íàä RP∞ òàêîãî, ÷òî γ ⊕ ζ òðèâèàëüíî.

3.37. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå Mn ìîæíî ïîãðóçèòü â Rn+1, òî êàæäûé
êëàññ wi(M) ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ êëàññà w1(M).

4. Êëàññ Ýéëåðà è êëàññ Òîìà

4.1. Îðèåíòèðóåìûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå âåêòîð-
íîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ξ, çàäàííîå ïðîåêöèåé p : E → B ñ òðèâèàëèçóþùèì ïî-
êðûòèåì B =

⋃
α Uα, òðèâèàëèçàöèÿìè φα : p

−1(Uα) → Uα × Rn è îòîáðàæåíèÿìè
ïåðåõîäà gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(n,R).
Âûáîð îðèåíòàöèè â ñëîå Ex = p−1(x) ∼= Rn íàä òî÷êîé x ∈ B ýêâèâàëåíòåí âû-

áîðó îäíîé èç äâóõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû Hn(Ex, Ex \ {0}) ∼= Z. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì
íàçûâàòü îáðàçóþùóþ µx ∈ Hn(Ex, Ex \ {0}) îðèåíòàöèåé ñëîÿ Ex. Äëÿ ãðóïïû
Hn(Rn,Rn \ {0}) (ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîþ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ) èìååòñÿ êàíî-
íè÷åñêèé âûáîð îáðàçóþùåé µ0 ∈ Hn(Rn,Rn \ {0}), êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ñèíãóëÿðíûì
ñèìïëåêñîì [v0, . . . , vn] → Rn ñ âåðøèíàìè v0 = −e1 − . . . − en, v1 = e1, . . ., vn = en,
ãäå e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rn.
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Âûáîð îðèåíòàöèé µx ∈ Hn(Ex, Ex \ {0}) â êàæäîì ñëîå ðàññëîåíèÿ ξ íàçûâàåòñÿ
ñîãëàñîâàííûì îòíîñèòåëüíî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ B =

⋃
α Uα ñ òðèâèàëèçàöèÿìè

φα : p
−1(Uα)→ Uα × Rn, åñëè äëÿ ëþáûõ Uα è x ∈ Uα èçîìîðôèçì

(9) Hn(Ex, Ex \ {0})
(φα|Ex )∗−−−−−→ Hn(Rn,Rn \ {0})

ïåðåâîäèò µx â µ0.
Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ξ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå

ïîêðûòèå B =
⋃
α Uα ñ òðèâèàëèçàöèÿìè φα : p

−1(Uα) → Uα × Rn è ñîãëàñîâàííûé
âûáîð îðèåíòàöèé µx ∈ Hn(Ex, Ex \ {0}), x ∈ B, îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîêðûòèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ξ îðèåíòèðóåìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äîïóñêàåò òðèâèàëèçóþùåå ïîêðûòèå B =

⋃
α Uα

ñ îòîáðàæåíèÿìè ïåðåõîäà gαβ : Uα∩Uβ → GL+(n,R), ãäå GL+(n,R) � ãðóïïà íåâû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ξ îðèåíòèðóåìî, òî èç (9) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈
Uα ∩ Uβ ãîìîìîðôèçì

gαβ(x)∗ = ((φα ◦ φ−1
β )|x×Rn)∗ : Hn(Rn,Rn \ {0})→ Hn(Ex, Ex \ {0})→ Hn(Rn,Rn \ {0})

ïåðåâîäèò µ0 â µ0, à çíà÷èò ëèíåéíûé èçîìîðôèçì gαβ(x) : Rn → Rn ñîõðàíÿåò îðè-
åíòàöèþ, ò. å. èìååò ïîëîæèòåëüíûé îïðåäåëèòåëü. Îáðàòíî, åñëè gαβ(x) : Rn → Rn

èìååò ïîëîæèòåëüíûé îïðåäåëèòåëü äëÿ ëþáîãî x ∈ Uα ∩ Uβ, òî µx := (φ−1
α |Ex)∗µ0

çàäà¼ò ñîãëàñîâàííûé âûáîð îðèåíòàöèé â ñëîÿõ. □

Åñëè M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, òî ãðóïïà ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé Hn(M,M \
x), èñïîëüçóåìàÿ â îïðåäåëåíèè îðèåíòàöèè íà M , îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé
Hn(TxM, TxM \ {0}) ïðè ïîìîùè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ TxM → M , êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈M . Îòñþäà ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü M � ãëàäêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ìíîãîîáðàçèå M îðèåíòèðóåìî;
2) êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM îðèåíòèðóåìî;

3) ñóùåñòâóåò ãëàäêèé àòëàñ M =
⋃
α Uα, φα : Uα

∼=−→ Vα ⊂ Rn, äëÿ êîòîðîãî
îòîáðàæåíèÿ çàìåíû êîîðäèíàò ψαβ : φβ(Uα ∩Uβ)→ φα(Uα ∩Uβ) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ det Jacx ψαβ > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈M .

4.2. Êëàññ Òîìà è èçîìîðôèçì Òîìà. Îðèåíòàöèþ â ñëîå âåùåñòâåííîãî ðàññëî-
åíèÿ ξ ìîæíî òàêæå çàäàâàòü âûáîðîì îáðàçóþùåé θx ∈ Hn(Ex, Ex \ {0}) â ãðóïïå
êîãîìîëîãèé (ýòî óäîáíî, íàïðèìåð, ïðè ðàáîòå ñ êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà). Ïðè ýòîì
óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè îðèåíòàöèé ðàçíûõ ñëî¼â ïîëó÷àåòñÿ î÷åâèäíîé äóàëèçàöè-
åé ôîðìóëû (9).

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü ξ � âåùåñòâåííîå îðèåíòèðóåìîå âåêòîðíîå n-ìåðíîå ðàññëî-
åíèå ξ, çàäàííîå ïðîåêöèåé p : E → B, ñ ñîãëàñëîâàííî âûáðàííûìè îðèåíòàöèÿìè
ñëî¼â θx ∈ Hn(Ex, Ex \ {0}). Òîãäà

à) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ êîãîìîëîãèé θ ∈ Hn(E,E \B), îãðàíè÷åíèå
êîòîðîãî íà Hn(Ex, Ex \ {0}) åñòü θx äëÿ ëþáîãî x ∈ B;
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á) óìíîæåíèå íà êëàññ θ çàäà¼ò èçîìîðôèçìû

Hk(B) ∼= Hk(E)
⌣θ−→ Hk+n(E,E \B), Hk+n(E,E \B)

⌢θ−→ Hk(E) ∼= Hk(B)

äëÿ ëþáîãî k.

Êëàññ θ ∈ Hn(E,E \ B), çàäàâàåìûé óñëîâèåì à), íàçûâàåòñÿ êëàññîì Òîìà ðàñ-
ñëîåíèÿ ξ, à èçîìîðôèçìû èç óòâåðæäåíèÿ á) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôèçìàìè Òîìà.
Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ

îáðàòíîãî ïðåäåëà, äâîéñòâåííîãî ê ïðÿìîìó ïðåäåëó.

Êîíñòðóêöèÿ 4.4 (îáðàòíûé ïðåäåë ãðóïï). Ðàññìîòðèì äèàãðàììó D = {Gα : α ∈
P} àáåëåâûõ ãðóïï Gα è ãîìîìîðôèçìîâ fαβ : Gα → Gβ, èíäåêñèðîâàííûõ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (P,⩽) (ñì. êîíñòðóêöèþ 1.10).
Îáðàòíûì ïðåäåëîì èëè ïðîñòî ïðåäåëîì äèàãðàììû D àáåëåâûõ ãðóïï íàçû-

âàåòñÿ ïîäãðóïïà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏

α∈P Gα, ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêöèé âûáîðà
(α 7→ gα ∈ Gα), òàêèõ ÷òî fαβ(gα) = gβ ïðè α ⩽ β. Îáîçíà÷àåòñÿ limD èëè lim←−Gα.
Îïðåäåëåíû êàíîíè÷åñêèå ãîìîìîðôèçìû pα : lim←−Gα → Gα, óäîâëåòâîðÿþùèå ñî-

îòíîøåíèÿì fαβpα = pβ ïðè α ⩽ β.
Åñëè â P ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò µ, òî lim←−Gα = Gµ. Åñëè íèêàêèå äâà

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà â P íå íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè ïîðÿäêà, òî lim←−Gα =
∏

α∈P Gα.

Ïðåäëîæåíèå 4.5 (óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî îáðàòíîãî ïðåäåëà). Ïóñòü D =
{Gα : α ∈ P} � äèàãðàììà àáåëåâûõ ãðóïï, èíäåêñèðîâàííàÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííûì ìíîæåñòâîì P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû ãîìîìîðôèçìû hα : H → Gα,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì fαβhα = hβ ïðè α ⩽ β. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ãîìîìîðôèçì h : H → lim←−Gα, òàêîé ÷òî pαh = hα:

Gα

H lim←−Gα

Gβ

fαβ
h

hα

hβ

pα

pβ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîìîðôèçì h ïåðåâîäèò a ∈ H â ôóíêöèþ (α 7→ hα(a)). □

Èç îïðåäåëåíèé ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåäåëà âûòåêàåò, ÷òî ãîìîìîìîðôèçì

Hom(lim−→Gα, H)→ lim←−Hom(Gα, H),

ïîëó÷àåìûé èç óíèâåðñàëüíûõ ñâîéñòâ, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ ëþáîé àáåëåâîé
ãðóïïû H (çàäà÷à).
Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî âûøå îïðåäåëÿåò ïðåäåë äèàãðàììû D : P → C äëÿ ïðî-

èçâîëüíîé êàòåãîðèè C. Êîíñòðóêöèÿ 4.4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäåëû ñóùåñòâóþò â êà-
òåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï. Ïðåäåëû äèàãðàìì òàêæå ñóùåñòâóþò â êàòåãîðèè òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå E0 = E \ B. Ìû äîêàæåì êîãî-
ìîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì Òîìà; äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ãîìîëîãèé àíàëîãè÷íî. Äîêà-
çàòåëüñòâî ðàçîáü¼ì íà ÷åòûðå øàãà.
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Øàã 1. Ðàññëîåíèå ξ òðèâèàëüíî. Ïóñòü E = B×Rn. Èìååì îáðàçóþùèå 1 ∈ H0(B)
è θ0 ∈ Hn(Rn,Rn \ {0}). Òîãäà Hn(E,E0) = Hn(B × Rn, B × (Rn \ {0}) è θ = 1 × θ0
åñòü òðåáóåìûé êëàññ.

Øàã 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B = B′∪B′′, ãäå B′, B′′ îòêðûòû, è òåîðåìà âåðíà äëÿ
ξ|B′, ξ|B′′ è ξ|B′∩B′′; äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ξ. Îáîçíà÷èì B∩ = B′ ∩ B′′ è E∩ = E ′ ∩
E ′′. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
Ìàéåðà�Âèåòîðèñà:

Hk−1(E∩) //

·θ∩∼=
��

Hk(E) //

? ·θ
��

Hk(E′)⊕Hk(E′′) //

∼= ·θ′⊕·θ′′
��

Hk(E∩)

·θ∩∼=
��

Hk−1+n(E∩, E∩
0 )

// Hk+n(E,E0) // Hk+n(E′, E′
0)⊕Hk+n(E′′, E′′

0 )
// Hk+n(E∩, E∩

0 )

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû êëàññû θ∩ ∈ Hn(E∩, E∩
0 ), θ

′ ∈
Hn(E ′, E ′

0), θ
′′ ∈ Hn(E ′′, E ′′

0 ). Îãðàíè÷åíèÿ êëàññîâ θ′ è θ′′ íà Hn(E∩, E∩
0 ) îáëàäà-

þò ñâîéñòâîì èç óòâåðæäåíèÿ à) òåîðåìû äëÿ θ∩. Ïîýòîìó, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè,
θ′ è θ′′ ïðè îãðàíè÷åíèè ïåðåõîäÿò â θ∩. Èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ìàéåðà�
Âèåòîðèñà ñëåäóåò, ÷òî θ′ è θ′′ ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè íåêîòîðîãî êëàññà θ ∈ Hn(E,E0).
Ýòîò êëàññ îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî, òàê êàê Hn−1(E∩, E∩

0 ) = 0 â ñèëó óòâåðæäå-
íèÿ á) òåîðåìû äëÿ ðàññëîåíèÿ ξ∩. Òîãäà óìíîæåíèå íà θ çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì

Hk(E)
·θ−→ Hk+n(E,E0), âõîäÿùèé â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó âûøå (â ñèëó åñòå-

ñòâåííîñòè óìíîæåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ). Ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ñîãëàñíî 5-ëåììå.

Øàã 3. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå òðèâèàëèçóþùåå ïîêðûòèå B = U1 ∪ . . . ∪ Um (íà-
ïðèìåð, B êîìïàêòíî). Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî m. Áàçà èíäóêöèè m = 1 � ýòî
øàã 1. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä � ïðèìåíÿåì øàã 2 ê ðàññëîåíèÿì ξ|U1∪...∪Um−1 , ξ|Um

è ξ|(U1∪...∪Um−1)∩Um = ξ|(U1∩Um)∪...∪(Um−1∩Um).

Øàã 4. Îáùèé ñëó÷àé. Ïðåäñòàâèì B â âèäå îáúåäèåíèíèÿ êîìïàêòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ C ⊂ B. Ìû èìååì lim−→Hk(C) = Hk(B), òàê êàê îáðàç ëþáîãî ñèíãóëÿðíîãî
ñèìïëåêñà ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå (ñì. òàêæå çàäà÷ó 1.25). Îäíàêî,
åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì Hk(B)→ lim←−H

k(C), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì. Òåì íå ìåíåå, ìû äîêàæåì èçîìîðôèçì

(10) Hn(E,E \B) ∼= lim←−H
n(p−1(C), p−1(C) \ C).

Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî Hn−1(E,E \ B) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîìïàêò-
íîé áàçû B ýòî âûòåêàåò èç ãîìîëîãè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà Òîìà Hn−1(E,E \ B) ∼=
H−1(B) = 0, óñòàíîâàëåííîãî íà øàãå 3, à â îáùåì ñëó÷àå èìååì

Hn−1(E,E \B) = lim−→Hn−1(p
−1(C), p−1(C) \ C) = 0.

Äàëåå, èç ôîðìóë óíèâåñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì

Hn(E,E \B) ∼= Hom
(
Hn(E,E \B),Z

)
⊕ Ext

(
Hn−1(E,E \B),Z

)
=

= Hom
(
Hn(E,E \B),Z

) ∼= Hom
(
lim−→Hn(p

−1(C), p−1(C) \ C),Z
) ∼=

∼= lim←−Hom
(
Hn(p

−1(C), p−1(C) \ C),Z
) ∼= lim←−H

n(p−1(C), p−1(C) \ C).

Òîãäà òðåáóåìûé êëàññ θ ∈ Hn(E,E\B) ñîîòâåòñòâóåò ïðè èçîìîðôèçìå (10) ýëåìåí-
òó îáðàòíîãî ïðåäåëà, çàäàâàåìîìó êëàññàìè θC ∈ Hn(p−1(C), p−1(C) \ C), êîòîðûå
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ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííû è îáëàäàþò ñâîéñòâîì èç óòâåðæäåíèÿ à) òåîðåìû ñîãëàñíî
øàãó 3.
Îñòàëîñü óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì Òîìà (óòâåðæäåíèå á) òåîðåìû) â îáùåì ñëó÷àå.

Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì îòíîñèòåëüíûé âàðèàíò òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà (çàäà÷à 3.23) ê
ïàðå ðàññëîåíèé (Rn,Rn \ {0}) → (E,E \ B) → B. Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà
èçîìîðôèçìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì êîãîìîëîãèè ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â ïîëå F . Â êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå

Hk(E;F )
⌣θ //

∼=
��

Hk+n(E,E \B;F )

∼=
��

lim←−H
k(p−1(C);F ) ∼=

⌣θC // lim←−H
k+n(p−1(C), p−1(C) \ C;F )

âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè ñîãëàñíî ôîðìóëå óíèâåðñàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ (êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå èçîìîðôèçìà (10)), à íèæíÿÿ ñòðåëêà ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ñîãëàñíî øàãó 3. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ ñòðåëêà òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Äàëåå, ìîæíî äîêàçàòü (çàäà÷à), ÷òî åñëè ãîìîìîðôèçì

Hk(E;F )
⌣θ−→ Hk+n(E,E \ B;F ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F , òî îí

òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. □

Ââåä¼ì íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè ξ åâêëèäîâó ìåòðèêó. Ïóñòü Dξ � ïðîñòðàíñòâî
âåêòîðîâ äëèíû ⩽ 1 â ñëîÿõ ðàññëîíèÿ ξ, à Sξ ⊂ Dξ � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ
äëèíû 1. ÒîãäàDξ → B � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñëîåìDn, à Sξ → B �
ðàññëîåíèå ñî ñëîåì Sn−1.
Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Th ξ = Dξ/Sξ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Òîìà ðàññëîå-

íèÿ ξ. Ìû èìååì

H∗(E,E \B) ∼= H∗(Dξ,Dξ \B) ∼= H∗(Dξ, Sξ) ∼= H̃∗(Th ξ),

à èçîìîðôèçì Òîìà ïðèîáðåòàåò âèä

Hk(B)
·θ
∼=
// H̃k+n(Th ξ), θ ∈ Hn(Th ξ).

Ïðèìåð 4.6.

1. Åñëè ξ � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå Rk → pt íàä òî÷êîé, òî Th ξ = Sk.
2. Åñëè ξ � íóëüìåðíîå ðàññëîåíèå B → B, òî Th ξ = B+ = B ⊔ pt .
3. Èìååì Th(ξ ⊕ Rk) ∼= Σk Th ξ (k-êðàòíàÿ íàäñòðîéêà, çàäà÷à).
4. Èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ ïîëó÷àåì Th(Rk) ∼= (ΣkB) ∨ Sk.
5. Åñëè γ � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä RP n, òî Th γ ∼= RP n+1 (çàäà÷à). Àíà-

ëîãè÷íî äëÿ CP n.

4.3. Îïðåäåëåíèå êëàññà Ýéëåðà, åãî ñâîéñòâà. Ïóñòü ξ � îðèåíòèðîâàííîå
n-ìåðíîå ðàññëîåíèå p : E → B. Îáðàç êëàññà Òîìà θ(ξ) ∈ Hn(E,E \ B) ïðè ãîìî-
ìîðôèçìå

Hn(E,E \B)→ Hn(E)
∼=−→ Hn(B)

íàçûâàåòñÿ êëàññîì Ýéëåðà îðèåíòèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ è îáîçíà÷à-
åòñÿ e(ξ) ∈ Hn(B).
Ñâîéñòâà êëàññà Ýéëåðà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 4.7. Èìååì
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à) e(f ∗ξ) = f ∗e(ξ), ãäå f ∗ξ � ðàññëîåíèå, èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèåì
f : B′ → B;

á) åñëè ξ̃ � ðàññëîåíèå ξ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé, òî e(ξ̃) = −e(ξ);
â) åñëè ðàçìåðíîñòü ξ íå÷¼òíà, òî 2e(ξ) = 0;
ã) e(ξ × ξ′) = e(ξ)× e(ξ′) è e(ξ ⊕ ξ′) = e(ξ) ⌣ e(ξ′);
ä) åñëè ξ äîïóñêàåò âñþäó íåíóëåâîå ñå÷åíèå, òî e(ξ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî à) ñëåäóåò èç ôóíêòîðèàëüíîñòè êëàññà Òîìà, à á) ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèÿ.
Åñëè ðàçìåðíîñòü ñëîÿ íå÷¼òíà, òî îòîáðàæåíèå Eξ → Eξ, v 7→ −v, çàäà¼ò îá-

ðàùàþùèé îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçì ðàññëîåíèÿ, ò. å. èçîìîðôèçì îðèåíòèðîâàííûõ

ðàññëîåíèé ξ
∼=−→ ξ̃. Òîãäà e(ξ̃) = e(ξ) èç ñâîéñòâà à) è e(ξ̃) = −e(ξ) èç ñâîéñòâà á),

îòêóäà ñëåäóåò ñâîéñòâî â).
Çàìåòèì, ÷òî θ(ξ × ξ′) = θ(ξ) × θ(ξ′) ∈ Hn+n′

(E × E ′, E × E ′ \ B × B′), îòêóäà
ïîëó÷àåì e(ξ× ξ′) = e(ξ)× e(ξ′). Äàëåå, ðàññìîòðèì äèàãîíàëü ∆ : B → B×B, òîãäà
ξ ⊕ ξ′ = ∆∗(ξ × ξ′) è e(ξ ⊕ ξ′) = ∆∗(e(ξ)× e(ξ′)) = e(ξ) ⌣ e(ξ′). Ñâîéñòâî ã) äîêàçàíî.
Äîêàæåì ä). Íåíóëåâîå ñå÷åíèå s : B → E \ B äà¼ò ðàçëîæåíèå òîæäåñòâåííîãî

îòîáðàæåíèÿ B → B â êîìïîçèöèþ B
s−→ E\B → E

p−→ B. Òàêèì îáðàçîì êîìïîçèöèÿ
â âåðõíåé ñòðîêå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì èçîìîðôèçìîì:

Hn(B)
p∗−→ Hn(E) → Hn(E \B)

s∗−→ Hn(B),

e(ξ) 7→ θ(ξ)|E 7→ 0 7→ 0.

Çäåñü θ(ξ)|E îáîçíà÷àåò îáðàç êëàññà Òîìà ïðè ãîìîìîðôèçìåHn(E,E\B)→ Hn(E),
è îí ïåðåõîäèò â íóëü ïðè ãîìîìîðôèçìå Hn(E)→ Hn(E \ B), òàê êàê êîìïîçèöèÿ
Hn(E,E\B)→ Hn(E)→ Hn(E\B) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé (èç òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïàðû (E,E \B)). Îòñþäà e(ξ) = 0.
Ïî-äðóãîìó ñâîéñòâî ä) ìîæíî óñòàíîâèòü, ââåäÿ ìåòðèêó íà ðàññëîåíèè ξ. Òîãäà

íåíóëåâîå ñå÷åíèå äà¼ò ðàçëîæåíèå ξ = ξ′⊕R, îòêóäà èç ñâîéñòâà ã) ïîëó÷àåì e(ξ) =
e(ξ′) ⌣ e(R) = 0. □

Ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ïîíÿòèå R-îðèåíòèðóåìîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ äëÿ
ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ñ åäèíèöåé. Òåîðåìà 4.3 èìååò ìåñòî äëÿ R-
îðèåíòèðóåìîãî ðàññëîåíèÿ ξ è äà¼ò êëàññ Òîìà θ(ξ) ∈ Hn(E,E \ B;R). Êàê è
äëÿ R-îðèåíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü ñëó÷àè R = Z è
R = Z2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ¾Z2-àíàëîãîì¿ êëàññà Ýéëåðà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàðøèé êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè.

Ïðåäëîæåíèå 4.8. Ïóñòü ξ � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå p : E → B. Îáðàç
êëàññà Òîìà θ(ξ) ∈ Hn(E,E \B;Z2) ïðè ãîìîìîðôèçìå

Hn(E,E \B;Z2)→ Hn(E;Z2)
∼=−→ Hn(B;Z2)

åñòü êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè wn(ξ). Åñëè ðàññëîåíèå ξ îðèåíòèðîâàíî, òî êëàññ
wn(ξ) ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññà Ýéëåðà e(ξ) ïðèâåäåíèåì ïî ìîäóëþ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç ñðàâíåíèÿ ñâîéñòâ êëàññîâ Ýéëåðà
è Øòèôåëÿ�Óèòíè (òåîðåìû 3.4 è 4.7) è åäèíñòâåííîñòè êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè
(òåîðåìà 3.9). Äåòàëè îñòàþòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è. □
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4.4. Ñâÿçü ñ äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå è ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé.

ÏóñòüM � ãëàäêîåm-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè N .
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ ïðè
ïîìîùè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ T N → N ; ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè
â êíèãàõ [Ëå] è [ÌÑ].

Òåîðåìà 4.9. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ïîäìíîãîîáðàçèÿ M â N , äèôôåîìîðô-
íàÿ ïðîñòðàíñòâó Eν íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(M ⊂ N), ïðè÷¼ì äèôôåîìîðôèçì
ïåðåâîäèò M â íóëåâîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ M .

Ïðåäëîæåíèå 4.10. Ïóñòü ïîäìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî â N . Òîãäà èìååò ìå-
ñòî êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì Hk(Eν,Eν \ M) ∼= Hk(N,N \ M). Òàêèì îáðàçîì
åñëè íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(M ⊂ N) îðèåíòèðîâàíî, òî åãî êëàññ Òîìà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíò θ(ν) ∈ Hn−m(N,N \M). Ïðè ýòîì êëàññ Ýéëåðà e(ν)
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êëàññà Òîìà ïðè êîìïîçèöèè

Hn−m(N,N \M)
j∗−→ Hn−m(N)

i∗−→ Hn−m(M),

ãäå ãîìîìîðôèçì j∗ èíäóöèðîâàí îòîáðàæåíèåì ïàð j : (N,∅) → (N,N \M), à i∗
èíäóöèðîâàí âëîæåíèåì i : M → N .
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ Z2-êëàññà Òîìà θ(ν) ∈ Hn−m(N,N \M ;Z2) è

êëàññà Øòèôåëÿ�Óèòíè wn−m(ν) ∈ Hn−m(M ;Z2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U ∼= Eν � îêðåñòíîñòü M èç òåîðåìû 4.9. Ðàññìîòðèì îò-
êðûòîå ïîêðûòèå N = U ∪ (N \M). Òîãäà èç âûðåçàíèÿ è òåîðåìû 4.9 ïîëó÷àåì

Hk(N,N \M)
∼=−→ Hk(U,U \M) ∼= Hk(Eν,Eν \M).

Óòâåðæäåíèå î êëàññå Ýéëåðà âûòåêàåò èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Hn−m(N,N \M)
j∗ //

∼=
��

Hn−m(N)

i∗

''��
Hn−m(Eν,Eν \M) // Hn−m(Eν) // Hn−m(M).

Óòâåðæäåíèå äëÿ êëàññà Øòèôåëÿ�Óèòíè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. □

Ñëåäñòâèå 4.11. Åñëè çàìêíóòîå m-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ãëàäêî âëîæåíî â
Rm+k, òî wk(ν) = 0. Åñëè M îðèåíòèðóåìî, òî e(ν) = 0.

Òåîðåìà 4.12. Ìíîãîîáðàçèå RP 2k íåëüçÿ ãëàäêî âëîæèòü â R2k+1−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, òàêîå âëîæåíèå ñóùåñòâóåò. Òîãäà èç âû÷èñëåíèÿ
â òåîðåìå 3.20 ïîëó÷àåì w2k−1(ν) = t2

k−1 ̸= 0. Ïðîòèâîðå÷èå. □

Åñëè i : M ↪→ N � âëîæåíèå çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â
çàìêíóòîì îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè N , òî èçîìîðôèçì

(11) i∗T N ∼= ν(M ⊂ N)⊕ TM
çàäà¼ò îðèåíòàöèþ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν.

Ïðåäëîæåíèå 4.13. Ïóñòü i : M ↪→ N � âëîæåíèå çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííî-
ãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â çàìêíóòîì îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè N ñ íîðìàëüíûì
ðàññëîåíèåì ν è j : (N,∅) → (N,N \M). Òîãäà êëàññ j∗θ(ν) ∈ Hn−m(N) äâîéñòâåí
ïî Ïóàíêàðå ê i∗[M ] ∈ Hm(N).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U ∼= Eν � îêðåñòíîñòü M èç òåîðåìû 4.9. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 1.4 äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ U è êîìïàêòíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà M ⊂ U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ µM ∈ Hn(U,U \M), êîòîðûé ïðè îãðà-
íè÷åíèè ïåðåõîäèò â ëîêàëüíóþ îðèåíòàöèþ µx ∈ Hn(U,U \ x) ∼= Z äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈M . Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

Hn−m(N,N \M)
ℓ∗

∼=
//

j∗

��

Hn−m(U,U \M)
µM⌢ // Hm(U) ∼=

//

ℓ∗ %%

Hm(M)

i∗
��

Hn−m(N)
[N ]⌢

∼=
// Hm(N).

Çäåñü ℓ∗ èíäóöèðîâàí îòîáðàæåíèåì ïàð ℓ : (U,U \ M) → (N,N \ M) è ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì ñîãëàñíî âûðåçàíèþ. Èçîìîðôèçì Hm(U)
∼=−→ Hm(M) èíäóöèðîâàí

äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé U → M . Â íèæíåé ñòðîêå ñòîèò èçîìîðôèçì äâîé-
ñòâåííîñòè Ïóàíêàðå. Äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, òàê êàê äëÿ φ ∈ Hn−m(N,N \M)
èìååì

ℓ∗(µM ⌢ ℓ∗φ) = ℓ∗(µM) ⌢ φ = j∗[N ] ⌢ φ = [N ] ⌢ j∗φ,

ãäå ïåðâîå è òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóþò èç ëåììû 1.8, à âòîðîå � èç îïðåäåëåíèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî êëàññà. Ïîëîæèâ φ = θ(ν) â ðàâåíñòâå âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî äâîéñòâåí-
íûì ïî Ïóàíêàðå êëàññîì ê j∗θ(ν) ÿâëÿåòñÿ ℓ∗(µM ⌢ ℓ∗θ(ν)). Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî
[N ] ⌢ j∗θ(ν) = i∗[M ] áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû ïðîâåðèì, ÷òî êëàññ Òîìà θ(ν) ïåðåõî-
äèò â ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ [M ] ïðè êîìïîçèöèè ãîìîìîðôèçìîâ â âåðõíåé ñòðîêå
äèàãðàììû. Ýòî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îãðàíè÷åíèé θx ∈ Hn−m(Eνx, Eνx \ 0) è
µMx ∈ Hm(M,M \ x) íà ëþáóþ òî÷êó x ∈ M , â ñèëó åäèíñòâåííîñòè êëàññà Òîìà è
ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà. Ïðè èçîìîðôèçìàõ

Hn−m(Eνx, Eνx \ 0) ∼= Hn−m(TxN, TxN \ TxM) ∼= Hn−m(Rn,Rn \ Rm) ∼= Z,

çàäàâàåìûõ ðàçëîæåíèåì (11) è îðèåíòàöèÿìè, ýëåìåíò θx ïåðåõîäèò â êàíîíè÷åñêóþ
îáðàçóþùóþ θ0 ∈ Hn−m(Rn,Rn \ Rm) ∼= Z. Àíàëîãè÷íî, ïðè èçîìîðôèçìàõ

Hn(N,N \ x) ∼= Hn(TxN, TxN \ 0) ∼= Hn(Rn,Rn \ 0) ∼= Z

êëàññ ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè µNx ïåðåõîäèò â êàíîíè÷åñêóþ îáðàçóþùóþ µn0 ∈
Hn(Rn,Rn \ 0) ∼= Z. Ðàññìîòðèì ⌢-ïðîèçâåäåíèå

⌢ : Hn(Rn,Rn \ 0)×Hn−m(Rn,Rn \ Rm)→ Hn(Rn,Rn \ Rn−m).

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèõ µn0 ⌢ θ0 åñòü îáðàçóþùàÿ ãðóïïû Hn(Rn,Rn \
Rn−m) ∼= Hm(Rm,Rm \ 0), ò. å. µm0 , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ íà x ôóí-
äàìåíòàëüíîãî êëàññà [M ] ∈ Hm(M). □

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå ∆: M →M ×M , ∆(x) = (x, x).

Ëåììà 4.14. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(∆: M → M ×M) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî
êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ TM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîð (u, v) ∈ TxM × TxM = T(x,x)(M ×M) êàñàòåëåí ê ïîäìíî-
ãîîáðàçèþ ∆(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u = v è íîðìàëåí ê ∆(M) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà u = −v. Îòîáðàæåíèå TM → ν(∆), v 7→ (−v, v), äà¼ò òðåáóåìûé
èçîìîðôèçì ðàññëîåíèé. □
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M îðèåíòèðîâàíî (èëè êîãîìîëîãèè ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè Z2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

θ∆ ∈ Hm(M ×M,M ×M \∆(M))

êëàññ Òîìà íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ν(∆). Äëÿ x ∈ M îáîçíà÷èì ÷åðåç ψx ∈
Hm(M,M \ x) ∼= Z êëàññ êîãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ê ëîêàëüíîé îðèåíòàöèè
µx ∈ Hm(M,M \ x), ò. å. ⟨ψx, µx⟩ = 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

(12) jx : (M,M \ x)→ (M ×M,M ×M \∆(M)), y 7→ (x, y).

Ëåììà 4.15. Èìååì j∗xθ∆ = ψx äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè x ∈ M èç òåîðåìû 4.9, òîãäà ìû
èìååì âëîæåíèå TxM ∼= U →M . Ðàññìîòèì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

f0, f1 : (TxM, TxM \ 0)→ (TxM × TxM, TxM × TxM \ Tx∆(M)),

f0(v) = (0, v), f1(v) = (−v, v).
Îòîáðàæåíèÿ f0 è f1 ãîìîòîïíû ïîñðåäñòâîì ãîìîòîïèè ft(v) = (−tv, v). Èìååì äâå
êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû

(TxM, TxM \ 0)
f0 //

��

(TxM × TxM, TxM × TxM \ Tx∆(M))

��
(M,M \ x) jx // (M ×M,M ×M \∆(M))

(TxM, TxM \ 0)
f1 //

∼=
��

(TxM × TxM, TxM × TxM \ Tx∆(M))

��
(Eνx, Eνx \ 0)

i // (M ×M,M ×M \∆(M))

Âî âòîðîé äèàãðàììå íèæíåå îòîáðàæåíèå � âëîæåíèå ñëîÿ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ν(∆: M → M ×M), à ëåâîå � èçîìîðôèçì èç ëåììû 4.14. Èç âòîðîé äèàãðàììû,
îïðåäåëåíèÿ êëàññà θ∆ è ëåììû 4.14 ïîëó÷àåì i∗θ∆ = ψx. Òàê êàê f0 ≃ f1, èìååì
j∗xθ∆ = f ∗

0 θ∆ = f ∗
1 θ∆ = i∗θ∆ = ψx, ãäå ìû îòîæäåñòâëÿåì θ∆ ñ åãî îáðàçîì âHm(TxM×

TxM, TxM × TxM \ Tx∆(M)). □

Ðàññìîòðèì ×-óìíîæåíèå × : Hp(M)×Hq(M)→ Hp+q(M ×M).

Ëåììà 4.16. Äëÿ ëþáîãî φ ∈ Hk(M) èìååì (φ× 1) ⌣ θ∆ = (1× φ) ⌣ θ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U � òðóá÷àòàÿ îêðåñòíîñòü ∆(M) âM×M èç òåîðåìû 4.9 è
p1, p2 : M×M →M � ïðîåêöèè. Ïîñêîëüêó p1 è p2 ñîâïàäàþò íà ∆(M), îãðàíè÷åíèå
p1|U ãîìîòîïíî îãðàíè÷åíèþ p2|U . Ñëåäîâàòåëüíî, äâà êëàññà φ× 1 = p∗1(φ) è 1×φ =
p∗2(φ) èìåþò îäèí è òîò æå îáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå îãðàíè÷åíèÿ Hk(M × M) →
Hk(U). Òîãäà èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Hk(M ×M) //

⌣θ∆
��

Hk(U)

⌣θ∆
��

Hk+m(M ×M,M ×M \∆(M))
∼= // Hk+m(U,U \∆(M))

âûòåêàåò, ÷òî (φ× 1) ⌣ θ∆ = (1× φ) ⌣ θ∆ â Hk+m(M ×M,M ×M \∆(M)). □
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Îïðåäåëèì òåïåðü êîñîå ãîìîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå èëè /-ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ
êëåòî÷íûõ (êî)öåïåé êëåòî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y îïðåäåëèì áèëèíåéíîå /-
ïðîèçâåäåíèå

/ : Cn(X × Y )× Cq(Y )→ Cn−q(X)

ïî ôîðìóëå

(f × g, eq) 7→ f⟨g, eq⟩

ãäå f ∈ Cp(X), g ∈ Cn−p(Y ), à eq � êëåòêà â Y (çäåñü êàê îáû÷íî ïîëàãàåì ⟨g, eq⟩ = 0,
åñëè n − p ̸= q). Ýòà ôîðìóëà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå, òàê êàê ëþáàÿ
êëåòî÷íàÿ êîöåïü èç Cn(X × Y ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîöåïåé âèäà f × g.
(Ñðàâíèòå ñ êëåòî÷íûì îïðåäåëåíèåì ×-ïðîèçâåäåíèÿ.)

Ïðåäëîæåíèå 4.17. Äëÿ h ∈ Cn(X × Y ) è a ∈ Cq(Y ) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

d(h/a) = dh/a+ (−1)n−qh/∂a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü h = f × g, f ∈ Cp(X), g ∈ Cn−p(Y ), a = eq. Òîãäà

d(h/a) = d(f × g/eq) = d(f⟨g, eq⟩) = df⟨g, eq⟩,
dh/a = d(f × g)/eq = (df × g + (−1)pf × dg)/eq = df⟨g, eq⟩+ (−1)pf⟨dg, eq⟩,
h/∂a = (f × g)/∂eq = f⟨g, ∂eq⟩ = f⟨dg, eq⟩.

Ïðè ýòîì ⟨dg, eq⟩ ≠ 0 òîëüêî ïðè n− p+1 = q, ò. å. n− q = p− 1. Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî íà (−1)n−q è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. □

Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.17 ñëåäóåò, ÷òî /-ïðîèçâåäåíèå êîöèêëà íà öèêë åñòü êîöèêë,
ïðîèçâåäåíèå êîöèêëà íà ãðàíèöó åñòü êîãðàíèöà è ò. ä., òàê ÷òî îïðåäåëåíî áèëè-
íåéíîå ãîìîëîãè÷åñêîå /-ïðîèçâåäåíèå

/ : Hn(X × Y )×Hq(Y )→ Hn−q(X), (η, α) 7→ η/α.

Ïðåäëîæåíèå 4.18. Èìååì

à) (φ× ψ)/α = φ⟨ψ, α⟩ äëÿ φ ∈ Hp(X), ψ ∈ Hn−p(Y ) è α ∈ Hq(Y );
á) ⟨η/α, β⟩ = ⟨η, β × α⟩ äëÿ η ∈ Hn(X × Y ), α ∈ Hq(Y ) è β ∈ Hn−q(X);
â) ((φ× 1) ⌣ η)/α = φ ⌣ (η/α) äëÿ φ ∈ Hp(X), η ∈ Hn(X × Y ) è α ∈ Hq(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâà à) è á) âûïîëíåíû íà óðîâíå êîöåïåé è âûòåêàþò èç
îïðåäåëåíèÿ öåïíîãî /-ïðîèçâåäåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî η =
χ× ψ, χ ∈ Hn−q(X), ψ ∈ Hq(Y ). Òîãäà èìååì

((φ× 1) ⌣ (χ× ψ))/α = ((φ ⌣ χ)× ψ)/α = (φ ⌣ χ)⟨ψ, α⟩ = φ ⌣ (η/α). □

Ïðè îãðàíè÷åíèè íà (M×M,∅) ⊂ (M×M,M×M\∆(M)) êëàññ Òîìà θ∆ ïåðåõîäèò
â êëàññ ∇M ∈ Hm(M × M), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì êîãîìîëîãè÷åñêèì
êëàññîì. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî, òî êëàññ ∇M äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå ê
∆∗[M ] ∈ Hm(M ×M) ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.13.

Ëåììà 4.19. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî è îðèåíòèðîâàíî, òî ∇M/[M ] = 1 ∈
H0(M).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âëîæåíèå ix : x → M . Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
i∗x(∇M/[M ]) = 1 ∈ H0(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå jx (12)
è êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû

Hm(M ×M) H0(M)

Hm(x×M) H0(x)

/[M ]

(ix×id)∗ i∗x

/[M ]

M (M,M \ x)

M ×M (M ×M,M ×M \∆(M))

rx

jx jx

r∆

Èç ïåðâîé äèàãðàììû ïîëó÷àåì

i∗x(∇M/[M ]) = ((ix × id)∗∇M)/[M ] = (1× j∗x∇M)/[M ] = 1 · ⟨j∗x∇M , [M ]⟩

â H0(x), ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðåäëîæåíèåì 4.18 à). Èç
îïðåäåëåíèÿ ∇M è âòîðîé äèàãðàììû ïîëó÷àåì

⟨j∗x∇M , [M ]⟩ = ⟨j∗xr∗∆(θ∆), [M ]⟩ = ⟨r∗xj∗x(θ∆), [M ]⟩ = ⟨r∗xψx, [M ]⟩ = ⟨ψx, µx⟩ = 1,

ãäå â òðåòüåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëåììîé 4.15. □

Òåîðåìà 4.20. Ïóñòü M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå è F -ïîëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
M îðèåíòèðóåìî èëè ïîëå F èìååò õàðàêòåðèñòèêó 2. Ïóñòü ψ1, . . . , ψr � áàçèñ â

H∗(M ;F ) è ψ̃1, . . . , ψ̃r � äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå áàçèñ â H∗(M ;F ), ò. å. ⟨ψi ⌣
ψ̃j, [M ]⟩ = δij. Òîãäà

∇M =
r∑
i=1

(−1)dimψiψi × ψ̃i, e(TM) =
r∑
i=1

(−1)dimψiψi ⌣ ψ̃i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ïîëå èìååì H∗(M ×M ;F ) = H∗(M ;F ) ⊗
H∗(M ;F ). Ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü ∇M =

∑r
i=1 ψi × ζi äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ

ζi ∈ H∗(M ;F ), dimψi + dim ζi = m.
Îãðàíè÷èâàÿ ñîîòíîøåíèå èç ëåììû 4.16 íà M ×M , ïîëó÷àåì (φ × 1) ⌣ ∇M =

(1 × φ) ⌣ ∇M äëÿ ëþáîãî φ ∈ H∗(M ;F ). Ïðèìåíèì /[M ] ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ. Ñëåâà ïîëó÷èì

((φ× 1) ⌣ ∇M)/[M ] = φ ⌣ (∇M/[M ]) = φ

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.18 â) è ëåììû 4.19, à ñïðàâà(
(1× φ) ⌣

∑
j

ψj × ζj
)
/[M ] =

∑
j

(−1)dimφdimψj(ψj × (φ ⌣ ζj))/[M ] =

=
∑
j

(−1)dimφ dimψjψj⟨φ ⌣ ζj, [M ]⟩

â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.18 à). Ïîëàãàÿ φ = ψi, ïîëó÷èì

(−1)dimψi dimψj⟨ψi ⌣ ζj, [M ]⟩ = δij.

Îòñþäà ζj = (−1)dimψj ψ̃j è ∇M =
∑

j(−1)dimψjψj × ψ̃j.
Ôîðìóëà äëÿ e(TM) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ: e(TM) = ∆∗(∇M). □
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Èç ôîðìóë óíèâåðñàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ âûòåêàåò, ÷òî ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó
ìíîãîîáðàçèÿM (èëè ëþáîãî êîíå÷íîãî êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà) ìîæíî âû÷èñëÿòü
÷åðåç êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðîèçâîëüíîì ïîëå F , è ðåçóëüòàò íå çàâèñèò
îò F :

χ(M) =
∑
k

(−1)k dimHk(M ;F ).

Òåîðåìà 4.21. Äëÿ ãëàäêîãî çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M

⟨e(TM), [M ]⟩ = χ(M).

Åñëè M íåîðèåíòèðîâàíî, òî wm(TM), [M ]⟩ = χ(M) mod 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëÿÿ e(TM) =
∑

i(−1)dimψiψi ⌣ ψ̃i íà ôóíäàìåíòàëüíîì
êëàññå, ïîëó÷àåì ⟨e(TM), [M ]⟩ =

∑
i(−1)dimψi = χ(M). □

Ñëåäñòâèå 4.22. Èìååì χ(M) = ⟨∇M ⌣ ∇M , [M ×M ]⟩.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ∇M äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå ê ∆∗[M ], èìååì

χ(M) = ⟨e(TM), [M ]⟩ = ⟨∆∗∇M , [M ]⟩ = ⟨∇M ,∆∗[M ]⟩ = ∆∗[M ] ⌢ ∇M =

= ([M ×M ] ⌢ ∇M) ⌢ ∇M = [M ×M ] ⌢ (∇M ⌣ ∇M) = ⟨∇M ⌣ ∇M , [M ×M ]⟩. □

Ãëàäêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿM1 èM2 â N ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, åñëè â êàæ-
äîé òî÷êå x ∈ M1 ∩ M2 âûïîëíåíî TxM1 + TxM2 = TxN . Åñëè M1 è M2 èìåþò
äîïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè (ò. å. m1 + m2 = n), òî òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî (êîíå÷íîå, åñëè N êîìïàêòíî). Åñëè
M1,M2 è N îðèåíòèðîâàíû, òî êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ x ∈ M1 ∩M2 ïðèñâàèâà-
åòñÿ çíàê, ðàâíûé +1, åñëè îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
TxM1 ⊕ TxM2 = TxN ñîâïàäàþò, è −1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñóììà çíàêîâ òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïåðåñå÷åíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïîäìíîãîîðàçèéM1 è
M2 äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé â îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè N .
Â äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ðàâåí
⟨D[M1] ⌣ D[M2], [N ]⟩, ãäå D[Mi] ∈ Hn−mi(N) � êëàññ, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàí-
êàðå ê ôóíäàìåíòàëüíîìó êëàññó [Mi] ∈ Hmi

(N). Ýòî òàêæå ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèé M1 è M2, ïåðåñåêàþùèõñÿ íå òðàíñ-
âåðñàëüíî (â ÷àñòíîñòè, èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëîâèííîé ðàçìåð-
íîñòè â N). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ¾ïîøåâåëèòü¿ îäíî èç ìíîãîîáðàçèé, íàïðè-
ìåð M1, ò. å. çàìåíèòü âëîæåíèå M1 â N íà ãîìîòîïíîå âëîæåíèå òàê, ÷òî íîâîå

ïîäìíîãîîáðàçèå M̃1 ïåðåñåêàåò M2 òðàíñâåðñàëüíî. Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ M1 è M2

òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ M̃1 è M2. Ïðè ýòîì ìû èìååì

⟨D[M1] ⌣ D[M2], [N ]⟩ = ⟨D[M̃1] ⌣ D[M2], [N ]⟩, òàê êàê [M1] = [M̃1].
Òàê êàê êëàññ ∇M äâîéñòâåí ïî Ïóàíêàðå ê äèàãîíàëüíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ

∆(M) â M × M , âûðàæåíèå ⟨∇M ⌣ ∇M , [M × M ]⟩ â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
èç ñëåäñòâèÿ 4.22 åñòü èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ∆(M).

Ñëåäñòâèå 4.23. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ðàâíà èí-
äåêñó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëüíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ∆(M) â M ×M .

Òàê êàê íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ê ∆(M) â M × M êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî êà-
ñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ TM , âìåñòî òîãî, ÷òîáû ¾øåâåëèòü¿ ∆(M) â M ×M , ìû
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ìîæåì øåâåëèòü íóëåâîå ñå÷åíèå â ïðîñòðàíñòâå TM . Ñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëî-
åíèÿ TM � ýòî âåêòîðíûå ïîëÿ íà M , à íóëè ñå÷åíèÿ � îñîáûå òî÷êè âåêòîðíîãî

ïîëÿ. Ïîäìíîãîîáðàçèå M̃ ⊂ TM , çàäàâàåìîå âåêòîðíûì ïîëåì (ñå÷åíèåì), òðàíñ-
âåðñàëüíî ê íóëåâîìó ñå÷åíèþ M ⊂ TM òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðíîå ïîëå
èìååò èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè.

Ñëåäñòâèå 4.24. Ñóììà èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ èçîëèðîâàííû-
ìè îñîáåííîñòÿìè íà ãëàäêîì çàìêíóòîì îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè M ðàâíà
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå χ(M).

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

4.25. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû H èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

Hom(lim−→Gα, H)
∼=−→ lim←−Hom(Gα, H).

4.26. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ãîìîìîðôèçì Hk(E;F )
⌣θ−→ Hk+n(E,E \ B;F ) ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì äëÿ ëþáîãî ïîëÿ F , òî îí ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè (à òàêæå ñ êîýôôèöèåíòàìè â ëþáîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå ñ åäèíèöåé).

4.27. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà Òîìà Th ξ = Dξ/Sξ âåùåñòâåííîãî âåêòîðíî-
ãî ðàññëîåíèÿ ξ èìååì Th(ξ ⊕ Rk) ∼= Σk Th ξ, ãäå Rk � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå íàä
òîé æå áàçîé, à Σk � k-êðàòíàÿ íàäñòðîéêà.

4.28. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Òîìà Th ξ âåùåñòâåííîãî (êîìïëåêñíîãî) âåêòîð-
íîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä êëåòî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ãîìåîìîðôíî RP (ξ ⊕ R)/RP (ξ)
(ñîîòâåòñòâåííî, CP (ξ ⊕ C)/CP (ξ)).

4.29. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Òîìà òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä RP n (ñî-
îòâåòñòâåííî, íàä CP n) ãîìåîìîðôíî RP n+1 (ñîîòâåòñòâåííî, CP n+1).

4.30. Äîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ξ îðèåíòèðóåìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà w1(ξ) = 0.

4.31. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå Hn(B;Z) → Hn(B;Z2) êëàññ Ýéëåðà e(ξ)
îðèåíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ ïåðåõîäèò â êëàññ Øòèôåëÿ�Óèòíè wn(ξ).

4.32. Ïóñòü ηn � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä BO(n) = Gn(R∞). Äîêàæèòå, ÷òî
ðàññëîåíèå ηn ⊕ ηn îðèåíòèðóåìî è e(ηn ⊕ ηn) ̸= 0.

4.33. Ïóñòü ξ � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå è ξR � åãî îâåùåñòâëå-
íèå. Äîêàæèòå, ÷òî e(ξR) = cn(ξ).

4.34. Ïðè êàêèõ n íà ñôåðå Sn ñóùåñòâóåò íèãäå íå îáðàùàþùååñÿ â íóëü âåêòîðíîå
ïîëå? Òîò æå âîïðîñ äëÿ CP n.

5. Êëàññû Ïîíòðÿãèíà

5.1. Îáùåå ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà. Ïóñòü V � íåêîòîðîå ñåìåé-
ñòâî âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè n, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
ïåðåõîäà ê èíäóöèðîâàííîìó ðàññëîåíèþ, è ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäè-
íèöåé. Íàçîâ¼ì k-ìåðíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì ðàññëîåíèé èç V ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â R ñîîòâåòñòâèå

{âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ èç V} → {êëàññû èç Hk(B;R)}, ξ = (p : E → B) 7→ c(ξ),
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óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ f ∗c(ξ) = c(f ∗ξ) äëÿ f : B′ → B.
Ïðèìåðû � êëàññû Øòèôåëÿ�Óèòíè äëÿ V = {âåùåñòâåííûå ðàññëîåíèÿ} è R =

Z2, êëàññû ×æåíÿ äëÿ V = {êîìïëåêñíûå ðàññëîåíèÿ} è R = Z, à òàêæå êëàññ
Ýéëåðà äëÿ V = {îðèåíòèðîâàííûå ðàññëîåíèÿ} è R = Z.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû âñåâîçìîæíûõ ðàçìåðíîñòåé ñ êîýôôèöèåíòàìè â R

îáðàçóþò êîëüöî îòíîñèòåëüíî êîãîìîëîãè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Êîëüöî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñ-
íûõ) n-ìåðíûõ ðàññëîåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â R èçîìîðôíî H∗(BO(n);R) (ñîîò-
âåòñòâåííî, H∗(BU (n);R)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ, êëàññè-
ôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ BO(n) = Gn(R∞), BU (n) = Gn(C∞) è òåîðåìû 2.15. □

Èç òåîðåì 3.12 è 3.14 ìû çíàåì êàê óñòðîåíû êîëüöà êîãîìîëîãèé BO(n) ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â Z2 è BU (n) ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z (à çíà÷èò, è ñ êîýôôèöèåíòàìè
â ëþáîì R): H∗(BO(n);Z2) ∼= Z2[w1, . . . , wn], H

∗(BU (n);Z) ∼= Z[c1, . . . , cn], ãäå wi �
óíèâåðñàëüíûå êëàññû Øòèôåëÿ�Óèòíè, à ci � óíèâåðñàëüíûå êëàññû ×æåíÿ.

Ñëåäñòâèå 5.2. Ëþáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ)
n-ìåðíûõ ðàññëîåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2 (â Z) åñòü ìíîãî÷ëåí îò êëàññîâ
Øòèôåëÿ�Óèòíè (×æåíÿ), ïðè÷¼ì ðàçíûì ìíîãî÷ëåíàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû.

Àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ âåùåñòâåííûõ èëè îðèåíòèðî-
âàííûõ ðàññëîåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z îòñóòñòâóåò, òàê êàê êîëüöà H∗(BO(n);Z)
è H∗(BSO(n);Z) óñòðîåíû ñëîæíî. Íåêîòîðîå ðàçóìíîå ïðèáëèæåíèå äàþò êëàññû
Ïîíòðÿãèíà, êàê ìû óâèäèì äàëåå. Êëàññû Ïîíòðÿãèíà òàêæå åñòåñòâåííî âîçíèêà-
þò ïðè ðàññìîòðåíèè êâàòåðíèîííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé.

5.2. Ñâÿçü êëàññîâ Øòèôåëÿ�Óèòíè êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ñ åãî êëàñ-

ñàìè ×æåíÿ.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü ξ � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä B è ξR � åãî îâå-
ùåñòâëåíèå. Òîãäà w2k(ξR) = ck(ξ) mod 2 è w2k+1(ξR) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâèçàöèþ CP (ξ) → B, òàâòîëîãè÷åñêîå îäíî-
ìåðíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå γ = γ(CP (ξ)) íàä CP (ξ), åãî îâåùåñòâëåíèå γR (äâó-
ìåðíîå âåùåñòâåííîå ðàññëîåíèå íàä CP (ξ)) è ïðîåêòèâèçàöèþ RP (γR). Ìû èìååì
RP (ξR) = RP (γR), òàê êàê ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ â ñëîå ξR îäíîçíà÷íî çà-
äà¼ò ñîäåðæàùóþ å¼ êîìïëåêñíóþ ïðÿìóþ â ñëîå ξ. Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàññëîåíèé

RP (ξR) = RP (γR)
π−→ CP (ξ)→ B,

ãäå π � ðàññëîåíèå ñî ñëîåì RP 1.
Ñîãëàñíî òåîðåìàì 3.2 è 3.3 î êîãîìîëîãèÿõ ïðîåêòèâèçàöèè èìååì

(13)

H∗(CP (ξ)) ∼= H∗(B)[v] / (vn + c1(ξ)v
n−1 + . . .+ cn(ξ) = 0),

H∗(RP (ξR)) ∼= H∗(B)[u] / (u2n + w1(ξR)u
2n−1 + . . .+ w2n(ξR) = 0),

q
H∗(RP (γR)) ∼= H∗(CP (ξ))[t] / (t2 + π∗w1(γR)t+ π∗w2

(
γR) = 0).
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Çäåñü âñå êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2, v = e(γR) = w2(γR) = c1(γ) mod 2.
Îáîçíà÷èì γ′ = γ(RP (ξR)) = γ(RP (γR)) � òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå âåùåñòâåííîå
ðàññëîåíèå íàä RP (ξR) = RP (γR). Òîãäà u = t = w1(γ

′).
Ìû èìååì π∗γR ∼= γ′⊕γ′; èçîìîðôèçì ïåðåâîäèò (x, y) ∈ E(γ′⊕γ′) â x+iy. Ïîýòîìó

π∗w1(γR) = 0 è π∗w2(γR) = w1(γ
′)2, ò. å. π∗v = t2 = u2. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (13), ïîëó÷àåì

H∗(RP (ξR)) = H∗(RP (γR)) ∼= H∗(CP (ξ))[u] / (u2 = π∗v) ∼=
∼= H∗(B)[u, π∗v] /

(
(π∗v)n + c1(ξ)(π

∗v)n−1 + . . .+ cn(ξ) = 0, u2 = π∗v
)
=

= H∗(B)[u] / (u2n + c1(ξ)u
2n−2 + . . .+ cn(ξ) = 0).

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè uk ñî âòîðîé ôîðìóëîé (13), ïîëó÷èì òðåáóåìîå. □

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå r : BU (n) = Gn(C∞) → G2n(R∞) = BO(2n), çàäàâàå-
ìîå îâåùåñòâëåíèåì (çàáûâàíèåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû) n-ìåðíûõ êîìïëåêñíûõ
ïëîñêîñòåé. Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îòîáðàæåíèå êëàññèôèöèðóåò îâåùåñòâëåíèå òàâ-
òîëîãè÷åñêîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ γn íàä BU (n).

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ãîìîìîðôèçì

H∗(BO(2n);Z2) = Z2[w1, w2, . . . , w2n]→ Z2[c1, c2, . . . , cn] = H∗(BU (n);Z2),

èíäóöèðîâàííûé çàáûâàíèåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû r : BU (n) → BO(2n), ïåðåâî-
äèò w2k â ck è w2k+1 â 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � òàâòîëîãè÷åñêîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå íàä BU (n), à
γ′ � òàâòîëîãè÷åñêîå âåùåñòâåííîå ðàññëîåíèå íàä BO(2n). Òîãäà r∗γ′ = γR,

r∗w2k = r∗(w2k(γ
′)) = w2k(r

∗γ′) = w2k(γR) = ck(γ) = ck mod 2,

r∗w2k+1 = r∗(w2k+1(γ
′)) = w2k+1(r

∗γ′) = w2k+1(γR) = 0. □

5.3. Êâàòåðíèîííûå êëàññû Ïîíòðÿãèíà. Êâàòåðíèîíû îïðåäåëÿþòñÿ êàê ýëå-
ìåíòû ÷åòûð¼õìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà H = R⟨1, i, j, k⟩ ñ áàçèñîì 1, i, j, k,
ò. å. êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè a + bi + cj + dk, ãäå a, b, c, d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ñèìâîëîâ i, j, k

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j, i2 = j2 = k2 = −1,

ðàñïðîñòðàí¼ííîå ïî áèëèíåéíîñòè, ïðåâðàùàåò H â àññîöèàòèâíóþ (íî íå êîììóòà-
òèâíóþ àëãåáðó) àëãåáðó ñ äåëåíèåì íàä R.
Êâàòåðíèîííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî V ñî ñòðóêòóðîé ëåâîãî H-ìîäóëÿ, ïðîäîëæàþùåé ñòðóêòóðó R-ìîäóëÿ
(ò. å. óìíîæåíèå íà âåùåñòâåííûå ñêàëÿðû îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê â èñõîäíîì V ). Âå-
ùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü êâàòåðíèîííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà êðàòíà 4.
Åñëè W � êâàòåðíèîííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî åãî êîìïëåêñèôèêàöèåé WC

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå çàáûâàíèåì óìíîæå-
íèé íà j, k (îñòà¼òñÿ òîëüêî óìíîæåíèå íà êîìïëåêñíûå ñêàëÿðû). Åñëè W èìåëî
ðàçìåðíîñòü n íàä H, òî WC èìååò ðàçìåðíîñòü 2n íàä C.
Åñëè V � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî åãî êâàòåðíèîíèçàöèåé íàçû-

âàåòñÿ êâàòåðíèîííîå ïðîñòðàíñòâî VH = V ⊗ H. Â áîëåå ÿâíîì âèäå, VH ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî V ⊕ V , â êîòîðîì óìíîæåíèå íà êâàòåðíèîííóþ åäèíèöó
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j îïðåäåëåíî ôîðìóëîé j(x, y) = (−y, x). Òàê êàê i(x, y) = (ix,−iy) â V ⊕ V , èìå-
åì k(x, y) = ij(x, y) = (−iy,−ix). Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè
ôîðìóëû äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ëåâîãî H-ìîäóëÿ íà V ⊕ V .
Êâàòåðíèîííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî HP n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî îä-

íîìåðíûõ êâàòåðíèîííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ïðÿìûõ) â Hn+1, àíàëîãè÷íî âåùåñòâåí-
íîìó è êîìïëåêñíîìó ñëó÷àÿì (óìíîæåíèå íà êâàòåðíèîííûå ñêàëÿðû âñåãäà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñëåâà).
Êâàòåðíèîííûì n-ìåðíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîå 4n-

ìåðíîå ðàññëîåíèå, ñëîè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êâàòåðíèîííûìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè, à òðèâèàëèçàöèè � H-ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Îïèñàííûå âûøå îïåðà-
öèè íàä âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè îïðåäåëåíû è äëÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Òàê,
îïðåäåëåíû êîìïëåêñèôèêàöèÿ ηC êâàòåðíèîííîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ η, êâàòåð-
íèîíèçàöèÿ ξH êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ξ è êâàòåðíèîííàÿ ïðîåêòèâèçàöèÿ HP (η).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû Ëåðå�Õèðøà àíàëîãè÷íî òåîðåìå 3.3.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü η � êâàòåðíèîííîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä êëå-
òî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì B. Òîãäà êîëüöî H∗(HP (η);Z) èçîìîðôíî ôàêòîðêîëü-
öó êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â H∗(B) oò îäíîé îáðàçóþùåé vη ∈
H4(HP (η)) ïî åäèíñòâåííîìó ñîîòíîøåíèþ

vnη + p1(η) · vn−1
η + . . .+ pn−1(η) · vη + pn(η) · 1 = 0,

ãäå êëàññû pi(η) ∈ H4i(B), i = 1, . . . , n, îïðåäåëÿþòñÿ ðàññëîåíèåì η.

Êëàññû pi(η) ∈ H4i(B) íàçûâàþòñÿ êâàòåðíèîííûìè êëàññàìè Ïîíòðÿãèíà n-
ìåðíîãî êâàòåðíèîííîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ η.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 5.3, ïîêàçûâàåò, ÷òî êâàòåðíèîííûå

êëàññû Ïîíòðÿãèíà ñâîäÿòñÿ ê êëàññàì ×æåíÿ.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü η � êâàòåðíèîííîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå íàä B è ηC � åãî
êîìïëåêñèôèêàöèÿ. Òîãäà pk(η) = (−1)kc2k(ηC) è c2k+1(ηC) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâèçàöèþ HP (η) → B, òàâòîëîãè÷åñêîå îäíî-
ìåðíîå êâàòåðíèîííîå ðàññëîåíèå γ = γ(HP (η)) íàä HP (η), åãî êîìïëåêñèôèêàöèþ
γC (äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå íàä HP (η)) è ïðîåêòèâèçàöèþ CP (γC). Ìû
èìååì CP (ηC) = CP (γC), òàê êàê ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ â ñëîå ηC îäíîçíà÷íî çà-
äà¼ò ñîäåðæàùóþ å¼ êâàòåðíèîííóþ ïðÿìóþ â ñëîå η. Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàññëîåíèé

CP (ηC) = CP (γC)
π−→ HP (η)→ B,

ãäå π � ðàññëîåíèå ñî ñëîåì CP 1.
Ñîãëàñíî òåîðåìàì 3.3 è 5.5 î êîãîìîëîãèÿõ ïðîåêòèâèçàöèè èìååì

(14)

H∗(HP (η)) ∼= H∗(B)[v] / (vn + p1(η)v
n−1 + . . .+ pn(η) = 0),

H∗(CP (ηC)) ∼= H∗(B)[u] / (u2n + c1(ηC)u
2n−1 + . . .+ c2n(ηC) = 0),

q
H∗(CP (γC)) ∼= H∗(HP (η))[t] / (t2 + π∗c1(γC)t+ π∗c2

(
γC) = 0).

Ìû èìååì v = c2(γC) = p1(γ). Îáîçíà÷èì γ
′ = γ(CP (ηC)) = γ(CP (γC))� òàâòîëîãè÷å-

ñêîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå íàä CP (ηC) = CP (γC). Òîãäà u = t = c1(γ
′).
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Ìû èìååì π∗γC ∼= γ′⊕γ′; èçîìîðôèçì ïåðåâîäèò (x, y) ∈ E(γ′⊕γ′) â x+jy. Ïîýòîìó
π∗c1(γC) = 0 è π∗c2(γC) = −c1(γ′)2, ò. å. π∗v = −t2 = −u2. Ïîäñòàâèì ýòî â (14):

H∗(CP (ηC)) = H∗(CP (γC)) ∼= H∗(HP (η))[u] / (u2 = −π∗v) ∼=
∼= H∗(B)[u, π∗v] /

(
(π∗v)n + p1(η)(π

∗v)n−1 + . . .+ pn(η) = 0, u2 = −π∗v
)
=

= H∗(B)[u] / (u2n − p1(η)u2n−2 + . . .+ (−1)npn(η) = 0).

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè uk ñî âòîðîé ôîðìóëîé (14), ïîëó÷èì òðåáóåìîå. □

Êâàòåðíèîííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå � ýòî âåñüìà áîãàòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà, è åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ êâàòåðíèîííûõ ðàññëîåíèé ìàëî.
Îäíà èç òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàáîòå ñ êâàòåðíèîííûìè ðàññëîåíèÿìè, çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî HomH(U,W ) êâàòåðíèîííî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
êâàòåðíèîííûõ ïðîñòðàíñòâ U è W íå ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì ïðîñòðàíñòâîì (ëå-
âûì H-ìîäóëåì), â ñèëó íåêîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ. HomH(U,W )
íå èìååò äàæå åñòåñòâåííîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû è ÿâëÿåòñÿ ëèøü âåùåñòâåííûì
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 5.7. Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T HP n ê êâàòåðíèîííîìó ïðîåê-
òèâíîìó ïðîñòðàíñòâó. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäëîæåíèåì 2.6 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò
ìåñòî èçîìîðôèçì âåùåñòâåííûõ ðàññëîåíèé T HP n ∼= HomH(γ, γ

⊥), ãäå γ � òàâòî-
ëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå êâàòåðíèîííîå ðàññëîåíèå íàä HP n. Òîãäà ìû èìååì

T HP n ⊕ HomH(γ, γ) ∼= HomH(γ, γ
⊥)⊕ HomH(γ, γ) =

= HomH(γ, γ
⊥ ⊕ γ) = HomH(γ,Hn+1) =

n+1⊕
i=1

HomH(γ,H).

Ðàññëîåíèå HomH(γ,H) èçîìîðôíî, êàê âåùåñòâåííîå ðàññëîåíèå, ðàññëîåíèþ γR.
Ðàññëîåíèå HomH(γ, γ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòûð¼õìåðíûì âåùåñòâåííûì ðàññëîåíèåì, êîòî-
ðîå îêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì (â îòëè÷èå îò êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ).
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êâàòåðíèîííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî HP n íå ÿâëÿåòñÿ

êâàòåðíèîííûì ìíîãîîáðàçèåì äàæå â ñëàáîì ñìûñëå, ò. å. êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå
T HP n íå ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì ðàññëîåíèåì, è äàæå íå äîïóñêàåò êîìïëåêñíîé
ñòðóêòðóðû.

5.4. Êëàññû Ïîíòðÿãèíà âåùåñòâåííûõ ðàññëîåíèé. Ïóñòü ξ � âåùåñòâåííîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä êëåòî÷íîé áàçîé B. Åãî k-ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
Ïîíòðÿãèíà íàçûâàåòñÿ

pk(ξ) = (−1)kc2k(ξC) ∈ H4k(B).

Òàêæå ââîäèòñÿ ïîëíûé êëàññ Ïîíòðÿãèíà p(ξ) = 1 + p1(ξ) + p2(ξ) + . . .
Ñâÿçü ñ êâàòåðíèîííûìè êëàññàìè Ïîíòðÿãèíà îïèñûâàåòñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå

ðàññëîåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 5.8. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ζ èìååì pk(ζR) = pk(ζH), ãäå ñëåâà
ñòîèò êëàññ Ïîíòðÿãèíà âåùåñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ, à ñïðàâà � êâàòåðíèîííîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

pk(ζR) = (−1)kc2k((ζR)C) = (−1)kc2k(ζ ⊕ ζ) = (−1)kc2k((ζH)C) = pk(ζH),

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.6. □
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Ïðåäëîæåíèå 5.9. Ïóñòü ξ � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå.

à) ξC ∼= ξC (èçîìîðôèçì êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé);
á) 2c2k+1(ξC) = 0. Åñëè ξC = ηC äëÿ êâàòåðíèîííîãî η, òî c2k+1(ξC) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïëåêñèôèêàöèÿ ξC ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàññëîåíèå ξ ⊕ ξ ñ îïå-
ðàòîðîì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû i(x, y) = (−y, x), à êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ξC
çàäà¼òñÿ êàê i(x, y) = (y,−x). Òîãäà îòîáðàæåíèå (x, y) 7→ (x,−y) çàäà¼ò C-ëèíåéíûé
èçîìîðôèçì ξC → ξC, ÷òî äîêàçûâàåò à).
Òàê êàê c2k+1(ζ) = −c2k+1(ζ) äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ζ, ïîëó÷àåì

c2k+1(ξC) = c2k+1(ξC) = −c2k+1(ξC), ò. å. 2c2k+1(ξC) = 0. Âòîðîå óòâåðæäåíèå èç á)
ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.6. □

Òåîðåìà 5.10 (ôîðìóëà Óèòíè äëÿ êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà). Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ
ðàññëîåíèé ξ è η èìååì 2(p(ξ ⊕ η)− p(ξ)p(η)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Óèòíè äëÿ êëàññîâ ×æåíÿ è ïðåäëîæå-
íèÿ 5.9 á). □

Åñëè ζ � n-ìåðíîå êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå, òî, ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì ðàñùåïëå-
íèÿ (7), ìû ìîæåì çàïèñàòü c(ζ) =

∏n
i=1(1 + ti). Òîãäà èìååì c(ζ) =

∏n
i=1(1 − ti),

c((ζR)C) = c(ζ ⊕ ζ) =
∏n

i=1(1− t2i ) è

p(ζR) =
n∏
i=1

(1 + t2i ),

ò. å. pi(ζR) = σi(t
2
1, . . . , t

2
n).

Ïðèìåð 5.11. Âû÷èñëèì êëàññû Ïîíòðÿãèíà (îâåùåñòâëåíèÿ êàñàòåëüíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ) CP n. Ìû èìååì T CP n ⊕ C ∼= γ⊕(n+1), îòêóäà c(CP n) = (1 + t)n+1, ãäå
t = c1(γ) ∈ H2(CP n) � îáðàçóþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

p(CP n) = (1 + t2)n+1, pk(CP n) = Ck
n+1t

2k ïðè k ⩽
n

2
.

Òàê êàê ëþáîå âåùåñòâåííîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ξ íàä êëåòî÷íîé áàçîé B êëàññè-
ôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì f : B → BO(n), ìîæíî ðàññìîòðåòü óíèâåðñàëüíûå êëàññû
Ïîíòðÿãèíà pk = pk(γ

n), ãäå γn � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä BO(n) = Gn(R∞).
Òîãäà ìû èìååì pk(ξ) = f ∗pk.
Öåëî÷èñëåííîå êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(BO(n)) íå ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè pk è

óñòðîåíî äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Êàê ìû óâèäèì, êîëüöî êîãîìîëîãèé BO(n) ïîðîæäà-
åòñÿ óíèâåðñàëüíûì êëàññàìè Ïîíòðÿãèíà, åñëè â êîëüöå êîýôôèöèåíòîâ îáðàòèòü 2.
Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå âñå êîãîìîëîãèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè â
êîììóòàòèâíîì êîëüöå R ∋ 1

2
. Íàïðèìåð, R = Z[1

2
] èëè R = Q.

Ïðåäëîæåíèå 5.12. Ïóñòü R ∋ 1
2
. Êîëüöî H∗(BO(n);R) ñîäåðæèò ïîäêîëüöî ìíî-

ãî÷ëåíîâ R[p1, . . . , p[n
2
]].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âíà÷àëå n = 2k. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : BU (k) →
BO(2k), êëàññèôèöèðóþùåå îâåùåñòâëåíèå òàâòîëîãè÷åñêîãî k-ìåðíîãî êîìïëåêñ-
íîãî ðàñññëîåíèÿ íàä BU (k), êîòîðîå â òå÷åíèå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü γ′. ×åðåç γ áóäåì îáîçíà÷àòü òàâòîëîãè÷åñêîå 2k-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ðàñ-
ñëîåíèå íàä BO(2k). Ìû èìååì f ∗γ = γ′R, pi = pi(γ), i = 1, . . . , k. Ìû èìååì

1− p1(γ) + p2(γ)− . . .+ (−1)kpk(γ) = 1 + c2(γC) + c4(γC) + . . .+ c2k(γC),
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f ∗(1− p1 + p2 − . . .+ (−1)kpk) = 1 + c2(f
∗γC) + c4(f

∗γC) + . . .+ c2k(f
∗γC) =

= 1 + c2((γ
′
R)C) + . . .+ c2k((γ

′
R)C) = 1 + c2(γ

′ ⊕ γ′) + c4(γ
′ ⊕ γ′) + . . .+ c2k(γ

′ ⊕ γ′) =
= (1 + c1 + c2 + . . .+ ck)(1− c1 + c2 − . . .+ (−1)kck),

ãäå ci = ci(γ
′) ∈ H∗(BU (k);R) � óíèâåðñàëüíûå êëàññû ×æåíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

f ∗pi = 2c2i − 2c2i−1c1 + 2c2i−2c2 − . . .+ (−1)i−12ci+1ci−1 + (−1)ic2i .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êëàññû f ∗p1, . . . , f
∗pk àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû â êîëüöå

H∗(BU (k);R) = R[c1, . . . , ck] (ò. å. íèêàêîé ìíîãî÷ëåí îò íèõ íå ðàâåí íóëþ). Ñëåäî-
âàòåëüíî, òî æå âåðíî è äëÿ êëàññîâ p1, . . . , pk â H

∗(BO(2k);R), ò. å. H∗(BO(2k);R)
ñîäåðæèò ïîäêîëüöî R[p1, . . . , pk].
Ïóñòü òåïåðü n = 2k + 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g : BO(2k) → BO(2k + 1),

êëàññèôèöèðóþùåå (2k + 1)-ìåðíîå ðàññëîåíèå γ2k ⊕ R. Òîãäà g∗pi = g∗pi(γ
2k+1) =

pi(γ
2k) = pi ïðè i = 1, . . . , k. Òàê êàê êëàññû p1, . . . , pk àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû â

H∗(BO(2k);R), îíè òàêæå àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû â H∗(BO(2k + 1);R). □

5.5. Êëàññû Ïîíòðÿãèíà îðèåíòèðîâàííûõ ðàññëîåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 5.13. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî 2k-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ
ξ èìååì pk(ξ) = e(ξ)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì èçîìîðôèçì (ξC)R ∼= ξ ⊕ ξ (íåîðèåíòèðîâàííûõ) âåùå-
ñòâåííûõ ðàññëîåíèé. Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îðèåíòàöèÿ çàäà¼òñÿ áàçè-
ñîì (e1, 0), (0, e1), . . . , (e2k, 0), (0, e2k), à â ïðàâîé ÷àñòè � áàçèñîì (e1, 0), . . . , (e2k, 0),
(0, e1), . . . , (0, e2k). Ïîýòîìó äëÿ îðèåíòèðóåìûõ ðàññëîåíèé ïîëó÷àåì èçîìîðôèçì

(ξC)R ∼= (−1)
2k(2k−1)

2 ξ ⊕ ξ ∼= (−1)kξ ⊕ ξ. Îòñþäà

pk(ξ) = (−1)kc2k(ξC) = (−1)ke((ξC)R) = e(ξ ⊕ ξ) = e(ξ)2. □

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Sξ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ
Sξ → B ñî ñëîåì Sn−1.

Òåîðåìà 5.14 (òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãèçèíà). Ïóñòü ξ = (p : E → B) � îðè-
åíòèðîâàííîå n-ìåðíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå è p : Sξ → B � ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàññëîåíèå ñôåð. Èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

. . .→ H i(B)
·e(ξ)−−→ H i+n(B)

p∗−→ H i+n(Sξ)→ H i+1(B)
·e(ξ)−−→ . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàÿ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðû (E,E \ B), ïîëó-
÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

Hj(E,E \B) Hj(E) Hj(E \B) Hj+1(E,E \B)

Hj−n(B) Hj(B) Hj(Sξ) Hj+1−n(B)
·e(ξ)

∼= ·θ(ξ) ∼= ∼= ∼= ·θ(ξ)

ãäå ëåâàÿ ñòðåëêà � èçîìîðôèçì Òîìà, à äâà äðóãèå âåðòèêàëüíûå èçîìîðôèçìà
èíäóöèðîâàíû ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè. Íèæíÿÿ ñòðîêà � òðåáóåìàÿ
òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. □
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Ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ k-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â RN íà-
çûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìàíà è îáîçíà÷àåòñÿ G̃k(RN). Èìå-

åòñÿ äâóëèñòíîå íàêðûòèå G̃k(RN) → Gk(RN), çàäàâàåìîå çàáûâàíèåì îðèåíòàöèè
ïîäïðîñòðàíñòâ. Òàêæå îïðåäåë¼í áåñêîíå÷íîìåðíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàññìàíè-
àí G̃k = G̃k(R∞) è òàâòîëîãè÷åñêîå îðèåíòèðîâàííîå k-ìåðíîå ðàññëîåíèå γ̃k íàä G̃k.
Äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ðàññëîåíèé èìååò ìåñòî àíàëîã òåîðåìû 2.15: îðèåíòèðîâàííîå

ðàññëîåíèå ξ êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì áàçû f̃ : B → G̃k, ò. å. ξ ∼= f̃ ∗γ̃k, è ãî-

ìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ f̃ èíäóöèðóþò èçîìîðôíûå îðèåíòèðîâàííûå ðàññëîåíèÿ. Â
ñâÿçè ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâî G̃k íàçûâàåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì ïðîñòðàíñòâîì îðè-
åíòèðîâàííûõ k-ìåðíûõ ðàññëîåíèé è îáîçíà÷àåòñÿ BSO(k).
Èìååì äâóëèñòíîå íàêðûòèå BSO(n)→ BO(n). Òàêèì îáðàçîì, îðèåíòàöèÿ âåùå-

ñòâåííîãî n-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ íàä B � ýòî â òî÷íîñòè êëàññ ãîìîòîïèè ïîäíÿòèÿ

êëàññèôèöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ f : B → BO(n) äî îòîáðàæåíèÿ f̃ : B → BSO(n):

BSO(n)

B BO(n)

f̃

f

Òåîðåìà 5.15. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ñîäåðæàùåå 1
2
. Òîãäà

H∗(BSO(n);R) ∼=

{
R[p1, . . . , pk], åñëè n = 2k + 1,

R[p1, . . . , pk−1, e], åñëè n = 2k,

ãäå pi = pi(γ̃
n) è e = e(γ̃n) � óíèâåðñàëüíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû è pk = e2

ïðè n = 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå âñå êîãîìîëîãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ êîýôôèöè-
åíòàìè â R. Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 5.12 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîëüöî H∗(BSO(n))
ñîäåðæèò ïîäêîëüöî R[p1, . . . , pk] èëè R[p1, . . . , pk−1, e] â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòè n.
Äàëåå èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 1 èìååì äâóëèñòíîå íàêðûòèå BSO(1) =
S∞ → RP∞ = BO(1). Ïîýòîìó H∗(BSO(1)) ∼= R. Ïðè n = 2 èìååì BSO(2) = BU (1),
òàê êàê îðèåíòàöèÿ äâóìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ýêâèâàëåíòíà çàäàíèþ â í¼ì êîì-
ïëåêñíîé ñòðóêòóðû. Ïîýòîìó H∗(BSO(2)) ∼= H∗(BU (1)) ∼= R[c1] = R[e].
×òîáû ïðèìåíèòü øàã èíäóêöèè, ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíîå îðèåíòèðîâàííîå

ðàññëîåíèå Eγ̃n → BSO(n). Ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ ñôåð Sγ̃n ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v äëèíû 1 â îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ â R∞. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Sγ̃n → BSO(n − 1), ñîïîñòàâëÿþùåå âåê-
òîðó v åãî îðòîãîíàëüíóþ îðèåíòèðîâàííóþ (n − 1)-ìåðíóþ ïëîñêîñòü v⊥. Òîãäà
Sγ̃n → BSO(n − 1) � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñòÿãèâàåìûì ñëîåì S∞,
è ïîýòîìó Sγ̃n ≃ BSO(n − 1). Èíäóöèðîâàííûé ïðîåêöèåé Sγ̃n → BSO(n) ãîìî-
ìîðôèçì H∗(BSO(n)) → H∗(Sγ̃n) ïðåâðàùàåòñÿ â ãîìîìîðôèçì H∗(BSO(n)) →
H∗(BSO(n − 1)), èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì BSO(n − 1) → BSO(n), êëàññè-
ôèöèðóùèì ðàññëîåíèå γ̃n−1 ⊕ R. Ïîýòîìó ýòîò ãîìîìîðôèçì ïåðåâîäèò êëàññû
pi ∈ H4i(BSO(n)) â ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû pi ∈ H4i(BSO(n− 1)) äëÿ 1 ⩽ i < n

2
.
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Ïóñòü n = 2k. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ãèçèíà ðàññëîåíèÿ Eγ̃n → BSO(n):

. . .→ H2i+2k−1(Sγ̃n)→ H2i(BSO(2k))
·e−→ H2i+2k(BSO(2k))→ H2i+2k(Sγ̃n)→

→ H2i+1(BSO(2k))→ . . .

Çäåñü H2i+2k−1(Sγ̃n) = H2i+2k−1(BSO(2k − 1)) = 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
Ãîìîìîðôèçì H2i+2k(BSO(2k)) → H2i+2k(Sγ̃n) = H2i+2k(BSO(2k − 1)) ñþðúåêòè-
âåí, òàê êàê H∗(BSO(2k − 1)) = R[p1, . . . , pk−1] ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è
pi ∈ H∗(BSO(2k − 1)) íàêðûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì pi ∈ H∗(BSO(2k)). Â èòîãå
ïîëó÷àåì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â âåðõíåé ñòðîêå äèàãðàììû

0 H2i(BSO(2k)) H2i+2k(BSO(2k)) H2i+2k(BSO(2k − 1)) 0

0 R[p1, . . . , pk−1, e]
2i R[p1, . . . , pk−1, e]

2i+2k R[p1, . . . , pk−1]
2i+2k 0

·e φ

·e

×òîáû çàâåðøèòü øàã èíäóêöèè, äîêàæåì, ÷òî ñðåäíÿÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà �
ýïèìîðôèçì. Ïðèìåíèâ âñïîìîãàòåëüíóþ èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ãðóïïû êî-
ãîìîëîãèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà ñþðúåêòèâíà. Ïóñòü
a ∈ H2i+2k(BSO(2k)). Çàïèøåì φ(a) = Q(p1, . . . , pk−1), ãäå Q � ìíîãî÷ëåí. Òîãäà
φ(a − Q(p1, . . . , pk−1)) = 0, cëåäîâàòåëüíî, a − Q(p1, . . . , pk−1) = R(p1, . . . , pk−1, e) · e,
ãäå R � ìíîãî÷ëåí. Èòàê, a = Q(p1, . . . , pk−1)+R(p1, . . . , pk−1, e) · e ∈ R[p1, . . . , pk−1, e]
è ñðåäíÿÿ ñòðåëêà ñþðúåêòèâíà.

Ïóñòü òåïåðü n = 2k + 1. Òîãäà e(γ̃n) = 0, òàê êàê n íå÷¼òíî è R ∋ 1
2
. Ïîýòî-

ìó ãîìîìîðôèçì óìíîæåíèÿ íà e â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãèçèíà ðàññëîåíèÿ
Eγ̃n → BSO(n) íóëåâîé, è îíà ðàñïàäàåòñÿ â êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

0 H2i(BSO(2k + 1)) H2i(BSO(2k)) H2i−2k(BSO(2k + 1)) 0

0 R[p1, . . . , pk]
2i R[p1, . . . , pk−1, e]

2i R[p1, . . . , pk]
2i−2k 0

φ

ψ

Ðàâåíñòâî ïîñåðåäèíå � ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Èìååì ψ(pi) = pi ïðè i < k
è ψ(pk) = e2, çäåñü e = e(γ̃2k). Òîãäà R[p1, . . . , pk−1, e] � ñâîáîäíûé R[p1, . . . , pk]-
ìîäóëü ñ îáðàçóþùèìè 1 è e, è èç ñðàâíåíèÿ ðàíãîâ ïîëó÷àåì H2i(BSO(2k + 1)) =
R[p1, . . . , pk]

2i. □

Ñëåäñòâèå 5.16. Ëþáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ
ðàññëîåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â R ∋ 1

2
åñòü ìíîãî÷ëåí îò êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà

è, åñëè n ÷¼òíî, îò êëàññà Ýéëåðà.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ.

5.17. Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà
j(x, y) = (−y, x) çàäà¼ò íà V ⊕ V åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó êâàòåðíèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (íàçûâàåìîãî êâàòåðíèîíèçàöèåé V ).

5.18. Âû÷èñëèòå êëàññû Ïîíòðÿãèíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ êâàòåðíèîííîãî ïðî-
åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà HP n. [Óêàçàíèå: ïðèìåð 5.7.]

5.19. Äîêàæèòå, ÷òî pi(ξ) = w2
2i(ξ) mod 2 äëÿ âåùåñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ ξ.
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5.20. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì

H∗(BSO(n);Z2) ∼= Z2[w2, w3, . . . , wn],

ãäå wi = wi(γ̃
n). Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìîìîðôèçìå

H∗(BO(n);Z2) = Z2[w1, w2, . . . , wn]→ Z2[w2, . . . , wn] = H∗(BSO(n);Z2),

èíäóöèðîâàííîì íàêðûòèåì BSO(n) → BO(n), êëàññ w1 ïåðåõîäèò â íóëü, è wi ïå-
ðåõîäèò â wi ïðè i ⩾ 2. [Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå àíàëîã òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ãèçèíà ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2 äëÿ äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ � ðàññëîåíèÿ ñôåð îäíî-
ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ.]

5.21. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R ∋ 1
2
, òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

H∗(BO(n);R) ∼= R[p1, . . . , p[n
2
]].

Îïèøèòå ãîìîìîðôèçì H∗(BO(n);R)→ H∗(BSO(n);R), èíäóöèðîâàííûé íàêðûòè-
åì BSO(n)→ BO(n).
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