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Листок 9

Задача 9.1. Пусть 𝑘 = 𝑛/2 + 𝑡, где 𝑡 = 𝑜(𝑛2/3). Докажите, что(︂
𝑛

𝑘

)︂
∼

√
2√
𝜋𝑛

2𝑛𝑒−2𝑡2/𝑛.

Какое соотношение получится из равенства

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
= 2𝑛,

если заменить каждое слагаемое на его асимптотику?

Задача 9.2. Докажите формулу удвоения для гамма-функции:

Γ(𝑠)Γ(𝑠+ 1/2) =
√
𝜋21−2𝑠Γ(2𝑠).

Задача 9.3. Положим для вещественных 𝑥

𝜙(𝑥) = Γ(𝑥)Γ(1− 𝑥) sin𝜋𝑥

а) Докажите, что 𝜙(𝑥+ 1) = 𝜙(𝑥) и 𝜙 — гладкая функция на R.
б) Пусть 𝑔(𝑥) = (ln𝜙(𝑥))′′. Докажите, что 𝑔 непрерывна и удовлетворяет соотношению

𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥+ 1/2)

4
= 𝑔(2𝑥).

в) Докажите формулу отражения

Γ(𝑥)Γ(1− 𝑥) =
𝜋

sin 𝜋𝑥

Задача 9.4. а) Докажите, что

sin 𝜋𝑥

𝜋𝑥
=

+∞∏︁
𝑛=1

(︂
1− 𝑥2

𝑛2

)︂
б) Найдите 𝜁(2) и 𝜁(4).
в*) Докажите, что для натуральных 𝑘 выполнено

𝜁(2𝑘) = (−1)𝑘+1 (2𝜋)
2𝑘𝐵2𝑘

2(2𝑘)!

Задача 9.5. Пусть 𝑠𝑓(𝑛) = 1!2! . . . 𝑛! — суперфакториал. Докажите, что существуют
многочлены 𝑝(𝑛), 𝑞(𝑛) такие, что при 𝑛 → +∞ выполнено

ln 𝑠𝑓(𝑛) ∼ 𝑝(𝑛) ln𝑛+ 𝑞(𝑛)

и найдите многочлены 𝑝, 𝑞 явно, кроме свободного члена 𝑞.
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Задача 9.6. Пусть 𝐷𝑁(𝑥) — ядро Дирихле, то есть

𝐷𝑁(𝑥) =
∑︁
|𝑘|≤𝑁

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥.

Каков порядок роста

||𝐷𝑁 ||𝐿1 =

∫︁ 1

0

|𝐷𝑁(𝑥)|𝑑𝑥?

Задача 9.7. Пусть 𝐵𝑘(𝑥) — многочлен Бернулли.
а) Найдите разложение Фурье для 𝑃𝑘(𝑥) = 𝐵𝑘({𝑥}), где {𝑥} — дробная часть 𝑥.
б) Найдите ∫︁ 1

0

𝐵𝑘(𝑥)
2𝑑𝑥.

Задача 9.8*. Пусть 𝐶([0, 1]) — непрерывные функции на отрезке [0, 1]. 𝐶([0, 1]) обра-
зует алгебру относительно поточечного умножения и сложения функций. Опишите
все максимальные идеалы этой алгебры.


