
Циклические гомологии и их приложения. Листок 1

Часть I. Введение в гомологическую алгебру
Определение 1. Модуль P называетая проективным, если
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Задача 1. Доказать, что модуль P проективный ⇐⇒ ∃ свободный F , что F = P ⊕P ′

для некоторого P ′ ⇐⇒ ∀ f : T ↠ P ∃h : P → T , что fh = idP .

Задача 2 (Лемма о пяти гомоморфизмах). Пусть дана коммутативная диаграмма с
точными строками:

A1
f1−−−→ A2

f2−−−→ A3
f3−−−→ A4

f4−−−→ A5
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B1

g1−−−→ B2
g2−−−→ B3

g3−−−→ B4
g4−−−→ B5

Если α1 сюръективен, α2 и α4 биективны, а α5 инъективен, то α3 также биективен.

Задача 3. Найти формулировки леммы о змее, зиг-заг леммы и 3×3 леммы. Доказать
их.

Задача 4 (Для тех, кто знает спектралки). Сделать предыдущую задачу с помощью
спектральной последовательности бикомплекса.

Задача 5 (Лемма о расщеплении). Доказать,что для короткой точной последователь-
ности модулей:

0 → A
i−→ B

p−→ C → 0

следующие условия эквивалентны:

1. Существует расщепление r : B → A с r ◦ i = idA

2. Существует расщепление s : C → B с p ◦ s = idC

3. B ∼= A⊕ C

Задача 6. Доказать, что любой модуль над кольцом R имеет проективную резольвен-
ту.
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Задача 7. Пусть K.(x1, x2, ..., xn) – комплекс Кошуля на n элементах кольца R. То есть

K.(x1, x2, ..., xn) := 0 →
n∧
Rn →

n−1∧
Rn → · · · →

1∧
Rn → R → 0

с дифференциалом

d(ei1 ∧ · · · ∧ eis) =
∑

1≤p≤s

(−1)p+1xipei1 ∧ · · · ∧ êip ∧ · · · ∧ ei1

Доказать, что d , действительно, дифференциал. Для модуля M комплекс Кошуля
определяется как K.(x1, x2, ..., xn)⊗R M

Часть II. Гомологии Хохшильда
Задача 8. Проверить тождество b2 = 0, b – дифференциал Хохшильда.

Задача 9. Пусть A = k[x]/(x2) — алгебра над полем k. Вычислите гомологии Хохшильда
HH0(A) и HH1(A), используя бар-резольвенту.

Задача 10. Докажите, что для любой ассоциативной алгебры A над полем k выполня-
ется:

HH0(A) ∼= A/[A,A],

где [A,A] — коммутант алгебры.

Задача 11. Пусть A = Mn(k) — алгебра матриц размера n×n над полем k. Покажите,
что HHm(A) = 0 для всех m > 0.

Задача 12. Доказать, что
I/I2 ∼= Ω1

A|k

Где I – ядро умножения µ : A ⊗ A → A, порожденное элементом 1 ⊗ x − x ⊗ 1 как
A−модуль. Ω1

A|k– Кэлеровы дифференциалы алгебры A

Задача 13. Доказать, что первые гомологии Хохшильда некоторой алгебры A изоморф-
ны бимодулю «универсальных Кэлеровых дифференциалов» ,то есть бимодулю Ω(A), по-
рожденному элементами вида: adb , a, b ∈ A, где d : A →Ω(A) такое, что

d(ab) = adb+ bda (1)

Задача 14 (Морита-эквивалентность). Пусть B = Matn(A), доказать, что Tr : B ⊗
B⊗n → A⊗ A⊗n, определяемое следующим образом

Tr(B0 ⊗B1 ⊗ · · · ⊗Bn) =
∑

i1,i2,...,in

B0
i0i1

⊗B1
i1i2

⊗ · · · ⊗Bn
ini0

индуцирует цепное отображение между соотвествующими комплексами Хохшильда.

Задача 15. Пусть P – проективный модуль над алгеброй A. Доказать, что гомологии
Хохшильда End(P ) изоморфны гомологиям Хохшильда A, то есть «гомологии эндомор-
физмов расслоения изоморфны гомологиям алгебры функций базы расслоения» на топо-
логическом языке.
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