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Ëèñòîê �6

1) ìíîæåñòâà ìåðû 0 (êàê îíè îïðåäåëÿëèñü â 1 ñåìåñòðå) âñåãäà èçìåðèìû;

2) Äîêàçàòü, ÷òî f èçìåðèìà òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç

ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1) {x : f(x) < c} èçìåðèìî ïðè êàæäîì c ∈ R;
2) {x : f(x) ≤ c} èçìåðèìî ïðè êàæäîì c ∈ R;
3) {x : f(x) > c} èçìåðèìî ïðè êàæäîì c ∈ R;
4) {x : f(x) ≥ c} èçìåðèìî ïðè êàæäîì c ∈ R;

3) (èçìåðèìîñòü ñóïåðïîçèöèè) ïóñòü f : X → R, φ : R → R � èçìåðèìûå ôóíê-

öèè, ïðè÷¼ì íà X ðàññìàòðèâàåòñÿ áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó

ìíîæåñòâ, à íà R � ñòàíäàðòíàÿ (ìèíèìàëüíàÿ) áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ

ëó÷àìè. Òîãäà φ(f(x)) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà X;

4) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå èçìåðèìà;

5) ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ f èçìåðèìà òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî y ∈ R
ìíîæåñòâî A = {x : f(x) = y} èçìåðèìî;

6) ôóíêöèè x2, λx (λ = const) è 1/x èçìåðèìû íà R;

7) äîêàçàòü îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà ïî îòíîøåíèþ ê àðèôìåòè÷åñêèì îïåðà-

öèÿì íàä ôóíêöèÿìè (ñíà÷àëà äëÿ ïðîñòûõ ôóíêöèé, à çàòåì ïðèìåíÿÿ ïðåäåëü-

íûé ïåðåõîä):

7.1)
∫
A

1 · dµ = µ(A);

7.2)
∫
A

(λf)dµ = λ
∫
A

fdµ;

7.3)
∫
A

fdµ+
∫
A

gdµ =
∫
A

(f + g)dµ;

7.4) îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà;

7.5) åñëè f(x) ≥ 0 íà A, òî
∫
A

fdµ ≥ 0;

7.6) åñëè µ(A) = 0, òî
∫
A

fdµ = 0;

Ïëàí ëåêöèè �6. Èçìåðèìûå ôóíêöèè. Èíòåãðàë Ëåáåãà.

Èçìåðèìûå ôóíêöèè. Ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó. Òåîðåìà Åãîðîâà. Èíòåãðàë ïðî-

ñòîé ôóíêöèè. Èíòåãðàë îáùåé èçìåðèìîé ôóíêöèè. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà ïî îòíî-

øåíèþ ê àðèôìåòè÷åñêèì îïåðàöèÿì.
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