
Алгебра-3 НМУ

Листок 1, 8 сентября 2025 г.

Задача 1. Составьте таблицы характеров (над C) для групп

1. Z/nZ;

2. S3;

3. H = {±1,±i,±j,±k} ⊂ H;

4. диэдра.

Задача 2. Опишите структуру кольца Гротендика для групп из преды-
дущей задачи.

Задача 3. Вычислите характер стандартного представления группы
Sn.

Задача 4. Найдите кратности неприводимых представлений в стан-
дартном представлении групп

1. S3;

2. S4.

Задача 5. Пусть ρ — неприводимое представление, eρ = 1
|G|

∑
g∈G χρ(g

−1)g ∈
K[G], и K = K. Докажите, что

1. eρ ∈ Z(K[G]);

2. eρ — проектор на изотипическую компоненту представления ρ.

Задача 6. Пусть V — представление группы G.

1. Покажите, что ΛpV и SpV — подпредставления в V ⊗p.

2. Докажите, что

χS2V (g) =
χV (g)

2 + χV (g
2)

2
, χΛ2V (g) =

χV (g)
2 − χV (g

2)

2
.

3. Если n1(σ), . . . , np(σ) — длины независимых циклов, из которых со-
стоит σ, то

χΛpV (g) =
1

p!

∑
σ∈Sp

ε(σ)χV (g
n1(σ)) . . . χV (g

np(σ)).

Задача 7. Пусть V — неприводимое комплексное представление груп-
пы G.

1. Докажите, что на V существует ненулевая G-инвариантная билиней-
ная форма ⇔ χV = χV ∗ .



Алгебра-3 НМУ

2. Пусть теперь B такая форма. Докажите, что

(a) V ∼= V ∗;

(b) B невырождена;

(c) B единственна с точностью до константы;

(d) B либо симметрична, либо кососимметрична;

(e) B симметрична ⇔
∑

g∈G χV (g
2) = |G|;

(f) B кососимметрична ⇔
∑

g∈G χV (g
2) = −|G|.

Задача 8. Докажите, что

1. V — представление над R ⇒ V ∗ ∼= V ;

2. V — представление над C ⇒ V ∗ ∼= V .

Задача 9. Докажите, что

1. если U — представление группы G над R, то V = UC — представление
группы G над C, причём V ∼= V ∗ ∼= V ;

2. неприводимое комплексное представление V группы G изоморфно
представлению вида UC ⇔ на V существует ненулевая G-инвариантная
симметрическая форма.

Задача 10. Пусть U — неприводимое представление группы G над R.
Докажите, что

1. если EndG(U) = R, то UC = V неприводимо над C и χU = χV ;

2. если EndG(U) = C, то UC ∼= V ⊕ V ∗, V ̸∼= V ∗ неприводимо над C и
χU = χV + χV ∗ ;

3. если EndG(U) = H, то UC ∼= V ⊕V , V неприводимо над C и χU = 2χV .

Задача 11. Пусть V — неприводимое представление группы G над C.
Докажите, что

1. если χV = χV ∗ и
∑

g∈G χV (g
2) = |G|, то V ∼= UC, U — неприводимо

над R и χU = χV ;

2. если χV ̸= χV ∗ , то V ⊕ V ∗ ∼= UC, U — неприводимо над R и χU =
χV + χV ∗ ;

3. если χV = χV ∗ и
∑

g∈G χV (g
2) = −|G|, то V ⊕ V ∼= UC, U — неприво-

димо над R и χU = 2χV .

Задача 12. Опишите неприводимые представления над R групп

1. Z/nZ;

2. S3;



Алгебра-3 НМУ

3. H = {±1,±i,±j,±k} ⊂ H.

Задача 13. Если G — абелева группа, то группа Ĝ := Hom(G,S1) на-
зывается двойственной по Понтрягину к G. Постройте канонические изо-
морфизмы

1. Ĝ×H ∼= Ĝ× Ĥ;

2. Ẑ/nZ ∼= µn(C), µ̂n(C) ∼= Z/nZ;

3. ̂̂
G ∼= G;

4. Ẑ ∼= S1, Ŝ1 ∼= Z.

5. Докажите, что всякая C-значная функция на G является линейной
комбинацией элементов из Ĝ и выпишите явную формулу для коэф-
фициентов (преобразование Фурье).

Задача 14. (Соответствие Маккея) Пусть G — конечная подгруппа в
SL(2;C), V1, . . . , Vn — все её неприводимые представления, а L — её тавто-
логическое двумерное представление. Пусть aij = multVi(Vj ⊗ L). Предпо-
ложим, что G — циклическая группа или группа диэдра. Докажите, что

1. матрица C = (2δij − aij) симметрична;

2. билинейная форма с матрицей Грама C положительно полуопреде-
лена;

3. вектор с координатами xi = dimVi порождает ядро формы C;

4. нарисуйте граф с n вершинами и aij ребрами между i-ой и j-ой вер-
шиной;

5. сотрите вершину, соответствующую тривиальному представлению, и
все ребра, выходящие из нее;

6. * проделайте те же действия для бинарных групп тетраэдра, куба и
октаэдра.

Графы, возникающие в пунктах (d), (e) и (f) очень часто встречаются
в математике в задачах классификации. Они называются диаграммами
Дынкина.


