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5.1. Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ N ðÿäà
∑N

n=1
1
n2 , íàäî âçÿòü, ÷òîáû âû÷èñ-

ëèòü ýòó ñóììó ñ òî÷íîñòüþ äî ìèëëèîííûõ? Ïîëüçóÿñü äîñòóïíûìè

âàì ñðåäñòâàìè, ïðîâåðüòå ðàâåíñòâî ζ(2) = π2

6 ñ òî÷íîñòüþ äî ìèëëè-
îííûõ.

5.2. Ââåäèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ N ìíîæåñòâî

COPRIMEn := {(a, b) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , n}|aZ+ bZ = Z}
ïàð âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n. Äîêàæè-
òå, ÷òî

lim
n→∞

#COPRIMEn
n2

=
6

π2
.

Íàéäèòå òàêîå N , ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n > N

.6 <
#COPRIMEn

n2
< .62

5.3. Äîêàæèòå òîæäåñòâî
∞∑
n=1

xn

n2
≡ −

∫ x

0

log(1− t)dt
t

ïðè 0 ≤ x < 1. Îáîñíóéòå çàêîííîñòü ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

5.4. Ïîäðîáíî äîêàæèòå òîæäåñòâî Ýéëåðà

sin(πx) ≡ πx− (πx)3
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5!
· · · ≡ πx
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)(
1− x2

32

)
. . . .

(à) Ïðèìåíèâ "ôîðìóëû Âèåòà" ê ýòîìó òîæäåñòâó, âû÷èñëèòå
íåñêîëüêî ζ(2k) äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ k. Ïðîâåðüòå ðåçóëü-
òàòû ÷èñëåííî.
(á) Âçÿâ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ òîæäåñòâà, âû÷èñëèòå ïðîèç-

âîäÿùóþ ôóíêöèþ
∞∑
k=1

ζ(2k)x2k.

(â) Èñõîäÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d

dy
ctg y = −1− ctg2 y,

âûâåäèòå ðåêóððåíöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ζ(2k) ïðè ïîëîæèòåëü-
íûõ íàòóðàëüíûõ k. Ñîïîñòàâüòå ðåçóëüòàòû ñ ïóíêòîì (à).
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